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Systèmesdynamiques/DynamicalSystems

Symétrie des configurations centrales

de quatre corps

Alain ALBOUY
Résumé- Nousmontronsquetouteconfigurationcentraleduproblèmenewtonienplandequatre
corpsayanttouslamêmemassepossèdeaumoinsunesymétrie.

Symmetry of central configurations of Four bodies
Abstract- WeprovethateverycentralconfigurationoftheplanarNewtohianproblemoffourbodies
withequalmasseshasat leastonesymmetry.

QUELQUESRÉSULTATSDEDZIOBEK.- Nous rappelonsici les résultats de l'article [2] dont
nous avons besoin. Nous renvoyonsle lecteur à [3] pour une introductiongénéraleà cet
article et au problème de la symétriedes configurationscentrales.
Soient fi, f2, r& et f4 des vecteurs repérant quatre points dans un espace vectoriel

euclidien. Nous posons m —||fî —r,|| et

(1) A1 + A2 + A3 + A4 = 0.

Dziobek obtient, « aus analytisch-geometrischenUntersuchungen»,

Introduisonsles quatremassesrai, m2, m3 et m4, réels strictementpositifsdont la somme
est notée M, une fonctionréelle tp, et les deux fonctions

respectivementappeléesfonction deforces et momentd'inertie par rapport au centre de
masse.Dziobekutiliseune caractérisationsimpledes configurationscentrales : ce sont les
points critiquesde la fonctionU restreinteaux configurationsplanes de momentd'inertie

NoteprésentéeparMichelHERMAN.
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fixé. Pourchacunede ces configurationsil existedonc deuxnombresréels Àet p vérifiant,
pour tout choix des indices i et j,

COMPLÉMENTSALGÉBRIQUES.- Les trois nombres—A2/Ai, —A3/Ai et -A4/A1 sont
les coordonnéesbarycentriquesdu premier point par rapport aux trois autres (Moebius).
Nous pouvons exprimer ceci avec le système

De l'homogénéité de S et des équations (2) on déduit d'autre part

Nous supposonsdésormaisles quatremasseségales,de sorteque (3) équivautà l'existence
de deux nombresréels v et £ tels que, pour tout choix des indices i et j,

Remarque.- Nous n'avons indiqué le système (4) que pour permettre la vérification
directe des équations (7), qui semble requérir un calcul assez long. La coplanarité des
quatre masses, qui n'est pas conséquence de (6) et de (7), sera exprimée dans la suite
avec la seule équation (5). On peut montrer que quand les rf • correspondent à une
configurationplane non alignée, le système (4) ou l'équation (5) caractérisent les aires
Aj à un facteur près. Signalons enfin que les principes développés dans [1] permettent
d'établir facilementles relations (2), (4) et (7), et d'interpréter ce dernier systèmecomme
donnant les « configurationséquilibrées».
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DÉDUCTIONDURÉSULTAT.- Nous supposonssimplementque la fonctiontp' est croissante

(tp" > 0) et concave(tp"' < 0). Ces hypothèsessontnotammentvérifiéespour le potentiel
newtonien,où l'on pose tp(x) = x" 1!2. Le premiermembrede (5) seraitnégatifsi les -rf•
étaient tous égaux, d'après (1), et a fortiori s'ils décroissaientquand les A; Aj croissent.
On doit donc avoir v > 0 dans l'équation (6).
On appelle« configurationconvexe» toute configurationplane telle que

Si l'on a par contre

la configurationest dite « non convexe». On peut toujoursse ramenerà l'un de ces deux
ordres en renumérotantles sommetset en choisissantl'orientationdu plan.
Un tétraèdresymétriquepossèdesoit un plan de symétriecontenantdeux des sommets,

soit un axe de symétrie.Le premiercas est caractérisépar une doubleégalité de côtés du

type a = b, f = e, le secondpar une double égalité du type a = f,b = e. D'après les

équations (6), et des identitésdécoulantaisémentde (1), du type

toute configurationcentraleplanenon symétriquevérifie,quitteà renuméroterles sommets
et à changer l'orientation du plan,

PROPOSITION1. - Touteconfigurationcentraleplane et convexede quatre niasseségales
est symétrique.
Démonstration.- En utilisant les identités (10), les équations (6), les inégalités (8)

et (11) et la croissancede la fonction tp', on ordonne les six côtés de la configuration
supposée non symétrique:

c<b <e<d<a < f.

On en déduit,par exempleen interprétantce déterminantcommel'aire orientéedu triangle
de R2 formé par les points (/, A), (e, B) et (d, C), que

De même, en utilisant cette fois la concavitéde la fonctiontp', on obtient

Ceci est absurde : l'équation(7i) ne peut être vérifiée.On peut d'ailleurs contredirede la
même façon n'importe laquelle des équations (7).

PROPOSITION2. - Touteconfigurationcentrale plane non convexede quatre masses

égales est symétrique.
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Démonstration.- On supposeencore la configurationnon symétriqueet on utilise cette
fois l'inégalité (9) pour obtenir

c<b <a< d<e < f.
Fixons les variablesD, E et F de sorte que D < E < F et considérons la région de
l'espace des (d, e, f) définie par les deux inégalités

Le triplet (d, e, /) appartientà cette régionquand il passeun graphe concaveet croissant
par les trois points (d, D), (e, E) et (f, F) de U2. Il nousreste à contredirel'égalité (7j)
en montrant que la forme linéaire en (d, e, /)

est négative sur la région ainsi définie. Le troisième déterminantintervenant dans cette
égalité est en effet positif. Cette forme est nulle sur la droite d = e = /. Il suffit donc
de montrer qu'elle est négative sur les deux demi-plans« frontière» de la région, qui se
coupent suivant cette droite. Elle vaut (f —d) (2E - 2D —B + C) sur le plan d = e,
et prend donc le signe de

sur la frontière correspondante.L'identité (1) et les inégalités (9) montrent que cette
quantitéest négative,La forme se réduit d'autre part à son secondterme sur le deuxième
demi-planfrontière,pour lequel le triplet (/, e, d) est combinaisonlinéaire de (F, E, D)
et (1,1,1). Elle prend donc le signe de la quantité

qui est négative, ce qui achève la démonstration.

Noteremiseet acceptéele 21novembre1994.
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