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BIFURCATIONS DE DIFFEOMORPHISMES DE R
AU VOISINAGE D'UN POINT FIXE ELLIPTIQUE

A. CHENCINER

Université Paris VII

Note  liminaire : Le texte qui suit ne contient pas de démonstration

précise 3 i1 dcit étre considéré comme 1'exposition d'un courant d'idées

et un guide pour la littérature (un peu trop) abondante sur le sujet.

Par rapport aux approches existantes la nouveaut® consiste en 1'exhibi-
tion dés la cocimension deux de phénoménes du type conservatif (déployés

dans 1'espace ces paramétres) par opposition aux phénoménes dissipatifs

atudiés dans la théorie classique des bifurcations.




INTRODUCTION : FEquations différentielles et diffeomorphismes ;

exemples autour de Van der Pol et Liénard :

Once in possession of the general theory two roads
lay open before us. We could follow Poincaré, Levi-
Civita, Birkhoff, and study "two degrees of freedom"
and the extensive doctrine centering around the
3-body problem. The second and more modest road which
we have selected led to non-linear differential equa-
tions of the second order : the group of problems
stirred up a generation ago by Van der Pol.

Sotomon Lefschetz 1957

1 - Le phénoméne des oscillations non-linéaires a &té particulie-

rement 8tudié sur les équations du type

<
Mt L) R e s
k) .
4t" d:
En posant
v B E ) ey e[ f(a)d
¢ dt J,
on obtient le systéme (champ de vecteurs,...) eguivalent
dx F (=
(7 - (=)
(2)




| 3 <
x
; Soit LLLI, é) < ==+ - 5 le long d'une solution

| 2 Z

(orbite, courbe intégrale, trajectoire,...) de (2) on a

.d_l.l - -~ F (x) ;

dt

L est donc une fonction de Liapunov (décroissante sur les orbites)
dés que >C F(z) >0 pour X + 0O , ce qui force

alors 1'origine & é&tre un attracteur global (Fig. 1).
figure 1

Lorsque r»:(:t\ n'est pas de signe constant pour = 40 des orbites
périodiques peuvent apparaitre (puisque (O, 0 est la seule singula-
rité (=position d'équilibre=point singulier) de (2) i1 s'agit forcé-
ment de courbes fermées entourant 1'origine) ; 1'archétype de cette
situation est 1'equation de Van der Pol | & {=)\ (2" 4), |

q ,_E"'f}l.x" ;) K20
dont 1'étude et 1'origine, qui remontent aux années 20, sont ré&sumées
respectivement sur les figures 2 et 3 (on remarquera que =X F('x\\ 0
pour X ¥ C assez petit : 1'origine est donc un répulseur). Un
bon article de revue, contenant une abondante bibliographie, est "J :

-

Pour un bon exposé mathématique, voir [L } chapitre 11.

Remarque : Lles figures 2 et 3 correspondent au cas ol P. {4 ;
Te cas H >y A est assez différent phénoménologiquement, mais

pas topologiquement.

Figures 2 et 3

Plusieurs techniques sont disponibles pour prouver 1'existence d'orbites




périodiques d'un champ de vecteurs dans le plan ; dans le cas de
1'équation de Vander Pol i1 suffit, grdce & la symétrie par rapport
& 1'origine du champ de vecteurs, a'étudier 1'application de "demi-
premier retour" qui & un point A situé sur le demi-axe Oy positif
fait correspondre le premier point C ol 1'orbite issue de A coupe
le demi-axe Oy négatif (Fig. 2) : une orbite périodigque correspond
& 0A = -0C ;3 un argument de monotonie montre alors 1'existence et

1'unicité de 1'orbite périodique, ainsi que son caractére attractant.

Plus généralement, on peut chercher des anneaux dans lesquels rentre
Sou sort) le champ de vecteurs ; s'il n'y a pas de singularité dans
un tel anneau, le théoréme de Poincaré-Bendixson {voir[L] ou[H.5.})
fournit une orbite périodique, mais 1'unicité reste un probléme
difficite (voir figure 4). On trouvera dans [L.M.P.] une étude

du nombre d'orbites périodidues de (2) en liaison avec le degré du

polyndme F {x) .

Enfin, et c'est notre théme principal, on peut chercher a voir
apparaitre de petites orbites périodiques dans une famille & plusieurs
paramétres d'équations différentielles : de global le probléme devient
local et donc justiciable de calculs de perturbation, ce qui ne peut

que plaire & des physiciens .

Dans le paragraphe suivant nous indiquons 1'esprit de cette approche




dans le cas de 1'équation de Van der Pol avec o8 petit.

2~  Pour ,.,{, > 0 le changerﬁent de variables

X ==V

. {Y -y Vi
transforme le sysatéme (2) (o0 F(x)= }L(%?_I \ ) en
ERRAC RS

1Y . X
gt

Nous allons étudier {4) pour ?,L voisin de Q en oubliant la

(4)

restriction LL >0

(4} s'écrit encore

| A -4
I E IS R

Les valeurs propres de A " = (_1 5 ) sont (pm.].r:_!_\':i.( L)
< —
r\ - LL + & 4 - -!i' s A., = t.t... - f- Zf" 3
o2 k po2 4

des vecteurs propres correspondants sont, par exemple,

A
eP“ ..(s1

P') . et é'}i :(?H> _




Dans la base {e‘i ,é E les coordonnées d'un vecteur réel sont de la
forme ( F, \9 E ) . un tel vecteur est donc repére par le seul nombre

complexe E dans cette identification de fR a @ , 1'équation (4)

s'écrit

e
20 Y4t
le changement de variables

—

(6) 5:«\“2 e (@

L./‘

transforme (5) en

5
..... - A . B h}*’ R é Z» l_,
\ 7 ol
1t 21 \4 i _[:fm 5
+

—_—

$1 on remarque, comme 1'a fait Poincaré dans sa thése, qu'un changement

de variahles de la forme

(8) . 5 L7 €
9 L+& 5 ? é' (EAL& (E )
transforme 1°'équation

C] ;) Y L

d_.z_ =A% +£??&:5QL} ? é en
Ly N e ‘
2 RS (N e PR,

on peut ramener (7) & 1'équation

d g A | < 4
(9) RN P\- \g eyt O
de ¥ 1 P S lels (|€| )
b

w




Bien entendu, si +0 A X et on peut
M Ay #o
supprimer tous les termes d'ordre 3 dans (7) ; pour },L =0

ce n'est plus possibie & cause de Ta "résonnance" < A o ‘io = 3 3
s{ on veut des changements de coordonnées dépendant gentiment de P’

i1 faut conserver les termes en 5\5] pour tous les M proches de
0O (voir fig., 26)., Une excellente référence est le chapitre 5 de [Al] :

nous verrons en détail le cas des difféomorphismes un peu plus Toin.

L'équation (9) est facile & &tudier si 1'on oublie les termes O(l Clg);
elle a en effet la propriété particuliérement agréable de laisser
invariant le "feuilletage" des cercles centrés & 1'origine : 1'image

d'un te) cercle au bout du temps t est encore un cercle analogue (Fig. 5),
Figure §

En particulier, une orbite périodique ne peut &tre qu'un cercle centré
& 1'origine et la recherche d'une telle orbite se raméne 3 la recherche

des réels F 5 O  tels que

r
A (’l- AN SR soit purement imaginaire
MUt

(en effet, sf lCl w ¥ , g_S est alors orthogonal & ﬁ )
t

Cdks,‘:ond1t1on (BEF s'éerit encore Y=o \IT.L“ ce qui prouve 1'existence
pour f,l,)O d'une orbite périodique (attractante) pour 1'équation (9)
dans laguelle on oublie le terme O(l@l )




lLa figure 6 représente le “portrait de phase" de cette équation pour
les diverses valeurs de }4, , dans 1'espace produit R x d:(coordonnées

FL, 2; ) ¢ cela signifie qu'on trace le portrait de phase de 1'équation

L A I T

L . —
o ( dt f a0 ‘/1~£L“

I

Figure 6

1T s'agit de ce qui est classiquement appelé (au moins en Qccident) une
"bifurcation de Hopf" supercritique (voir [ Al] chapitre 6 §.33, en
particulier le haut de la page 259 ol Arnold préfére 1'appeler bifur-

cation de Poincaré-Andronov).

Lorsgue fL > O  est assez proche de O, on peut montrer (nous indique-
rons comment d& propos des bifurcations de Hopf des difféomorphismes,
plus générales) que les termes en O ([2;'9) sont suffisamment petits

par rapport & 1'attraction de 1t'orbite périodique de 1'équation

tronquéc pour que cette orbite périodique subsiste, légérement perturbée,

pour 1'équation {(9), et donc pour 1'équation de Van der Pol.

Remarque 1 :
Contrairement aux apparences, 1'équation (4) (ou plutdét la famille

d'equations (4) paramétrée par }&,)-présente le phénoméne de "bifur-

cation" d'une orbite périodique & partir d'une position d'équilibre




dans ‘F?Z'dans toute sa généralité (i1 faudrait dire “généricité") :
tout d'abord, pour la valeur critique A = 0 , le spectre de 1'équa~
tion linéarisée rencontre 1'axe imaginaire ()vo = L ) ; s'11 n'en
stait pas ainsi, 1'origine serait un attracteur stable (deux valeurs
propres de partie réelle négative) ou un répulseur stable (deux valeurs
propres de partie réelle positive) ou un col stable (deux valeurs pro-
pres réelles non nulles de signes différents) et i1 ne se passerait

rien de nouveau au voisinage de é;:o pour rt* O assez petit.

$1 une des valeurs propres est &gale a C pour }L:-O » une petite

perturbation fait en général disparaitre Te point singulier et aucune

orbite périodique n'apparait (voir[Al]' chapitre 6 §.32}. I1 reste le

cas ou le spectre de 1'équation linfarisée est, pour L= , sur 1'axe

imaginaire (et non nul) ; puisqu'aucune valeur propre n'est nulle pour
p_:;D une application fmmédiate du théor2me des fonctions implicites

montre qu'une petite perturbation d'une telle équation posseéde encore

une point singulier ﬁroche de O ; par un petit changement de coordonnées

on peut supposer que ce point singulier est O : le fait que pour tout
[ 1'eéquation (4) ait un point singulier en O n'est donc pas une

restriction.
Enfin, dans une famille & 1 paramétre générale, le spectre de 1'équation

linéarisée au point singulier traverse 1'axe imaginaire lorsque fL

traverse la valeur critique }L =0 , ce qui est bien réalisé dans (4).

Sous ces seules conditions un théoréme de nature purement topologique,
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di initialement & Alexander et Yorke, {voir [Lem] pour une exposé qui
présente 1'intérét d'apprendre & ceux qui ne le savent pas ce qu'est

un groupe d'hometopie et le J. homomorphisme)affirme 1'existence dans

1'espace produit iFQxﬂ?ﬂ d'une famille & 1 paramétre d'orbites pério-

diques issues de (l.,l. , K ,Y): (O, 0,0) (i1 s'agit d'un disque
plongé dans ﬂQ % ﬁ?z’ , dont les intersections avec les plans FL s
petit sont des orbites périodiques de 1'équation correspondante : voir
fig. 7).

Figure 7

"Génériquement”, les terimes non Tinéaires font de V'origine un attracteur
ou un répulseur (faible) pour L =z O

l.La famille d'orbites périodiques se trouve alors du coté > 0 oudu
coteé f& £ QO puisqu'elle re peut intersecter le plan #L::O (au moins au

voisinage de 1'origine).

C'est ce qui se passe pour la famille (4) (pour oz 0 1'origine est un
atiracteur faible) mais pas pour la famille de Van der Pol, qui au voisina-
ge de O ne se distingue pas qualitativement d'une famille d'équations
linéaires (la bifurcation est alors "dégénérée", toutes les orbites
périodiques voisines de 1'origine opparaissant pour la scule valeur }1.: O

ainsi que le montre la Fig. 8).

figure 8
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Le mérite de notre calcul appfoché n'est donc pas tellement de prouver
1'existence d'orbites périodiques pour M petit, mais de les Jocaliser
assez précisément (en particulier pour 1'équation de Van der Pol, on
constate en suivant dans 1'ordre inverse les changements de variable,
que le cycle obtenu pour J petit est voisin du cercle xz'.,.%z':lf ;
pour une démonstration rapide utilisant 1a méthode de moyennisation,

voir [Ay] chapitre 4, §.17.D).

Remarque 2

I1 existe beaucoup de démonstrations analytiques du théoréme de bifurcation
que nous venons d'@voquer ; pour une méthode utilisant 1'application de

premier retour de Poincaré au voisinage de 0, voir (R.T.] § 6 .
Remarque 3

Les th&orémes de bifurcation sont des théorémes locaux : dés que L
grandit, on ne sait rien dire par ces méthodes de la Tocalisation (ou
du destin) de 1'orbite périodique ainsi dénichée. Un bel exemple de
cette affirmation se trouve dans [B.C.D.D.] a propos de 1'équa-

tion

, ,

d_x 2 alx -

(11) | &% x4} 2= +}L[x_a) =0 ,
u“}k( ) T

avoisin de 1, [ trés grand ,

que les auteurs étudient (sous 1'impulsion de G. Reeb) par des méthodes

d'analyse non standard ( H, infiniment grand).

On y reléve en particulier les dessins suivants (Fig. 9)

Figure 9
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- )
3 - La famille de fonctions Yul(iﬁ = %ﬁ - = est un déploie-
3
ment universel de FE,(];);; x (pour une vue plongeante et des réfé-
3

rences sur la notion de déploiement universel, voir [Al], [Chl]’ [Chz]).

. 3 S .
Si on remplace 2 par X ¢t que 1'on ne considére comme Van der Pol
que des fonctions impaires, on est amené a étudier la famille & deux para-

métres d'équations du type (2) obtenue en posant

S 5
NN v o 2
i L . .\? (I ) - " 5‘" e \) ~5.. ——— }i tr

‘P_ng

velours de o U ob Ny les experts reconnaitront dans la réunion de

ba iicure 1o edsume Ta forme du graphe de pour les différentes

by odrolte }i -0 et de la parabole pointillée une secticn de la sur-

Face apoolln "gueue dlaronde”

Figure 10

) . ] -
EErOUens one, s tl@’fL\) est en dessous de Ta courbe formée de la
LAz A
dewmiedindte TIERV I N Lo o et de Ta demi-parabole '1.:r»w;g~ 5 v k o
. o, i
RO I T ) pour 0 #:(3 Tonous avons vu o au debut

oo Gho Dodduine estown attrecteur globai {en particulier

T

O P SV R S . T tEN R NIEE STy
Py E D o DT DRrTOnionn ) L REmeE . 81 !*ﬂ -~ O, on pent o con

ST winience olune uniloue ol fle periodique (attracleur) par le
Lheurene du Licsare {(voir DL ) chapitre X1 §.2).

in famitle &

FvosL i inionani ung veleur N2 ‘\.'1: ot considérons
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un paramétre M ainsi obtenue :

Si N?O <0 , on assiste lorsque LL passe d'une petite valeur
négative a une petite valeur positive au phénoméne de bifurcation de
Hopf décrit dans le paragraphe précédent (tout se passant au voisinage

de 1'origine, on peut pratiquement oublier le terme en L ).

Sq Q() 5O, la situation est plus complexe :
lorsque %{ passe ¢'une valeur légérement positive & une valeur
léegerement négative i1 apparait une petite orbite péricdique répulsive

(phénoméne analogue & la bifurcation discutée plus haut & 1'exception

d'un signe ...} ; par ailleurs, 1'orbite périodique attractante d'ampii-

tude finie gui existe pour e > G  par le théoréme de Liénard continue a
exister (stabilité), et un théoréme de Ryckov (cité dans [ L.M.P. 1)
affirme que 1'équation {2) a au plus deux orbites périodiques lorsque

le degré de F est égal a 5 .

[1 existe donc une région bordée par la demi—droitefiz(),‘Q‘; O et
il
contenue entre cette demi-droite et la demi-parabole fL = - ;%%? y W Y,

correspondant a des }1L‘ 9 ayant exactement deux orbites périodiques,
7

1'une {la plus grande) attractante, 1'autre répulsive {Fig. 12}.

Lorsque [ {0 , 1'origine est un répulseur (local) ; il existe donc
2
un voisinage de O dans ﬂ? (d*autant plus petit que A est proche

de O ) dans lequel 1'équation (2) n'a pas d'orbite périodique. Il est

alors facile de montrer que la seule fagon qu'ont les deux orbites
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périodiques ci-dessus de disparaitre lorsque }L décroft ('0:'Q0>Df1xé)
est d'entrer en collision (Fig. 13)

Figure 13

Exercice  (Ayant &té prévenu trop tard qu'il aurait a faire ce cours,
1'auteur n'a pas eu le temps de faire 1'exercice mais est n2anmoins
persuadé de la justesse de 1'affirmation dont i1 demande Ta démonstra-
tion, sinon de la facilité de cette derni&re) : montrer qu'il existe

une courbe | réguliére comme sur la figure 14, limitant le domaine

du plan (H,‘Q )} correspondant & des équations ayant deux orbites pério-

diques (domaine noté 2).

Figure 14

Remargue :

Le phénoméné de collision de 2 orbites périodigues 1'une attractante,
1'autre répulsive se produit "génériquement” pour des valeurs isolées

du paramétre dans des familles & 1 paramétre d'équations différentielles ;
pour ces valeurs critiques, les deux orbites périodiques sont.confondues
en une orbite périodique attractante d'un c6té et répulsive de 1'autre

(on dit qu'elle est "non normalement hyperbolique"): bien que cette

orbite soit d'amplitude finie, 1'étude. de ses avatars est encore un
probléme local car i1 se raméne par la méthode des sections de Poincaré

a 1'étude au voisinage d'un point fixe d'un difféomorphisme tocal de ﬁ2

dont la dérivée au point fixe est éga]é a1l (voir [All chapitre 6, §.348B).
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Ceone sera plus le cas pour la situvetion analoguk concernant des familles
de diffeomorphismes ; retbe derniéee sera en fait la source des phéno-

menes de fype Hamillonien qui nous intéresseront.

4 - le probléme de la démultiplication des fréquences en Blectricite

conduil ¢ dos équations av la foraw

qui ne différent de (1) que par Yexistence d'un second menibre pario-
dicue en t (force électromotrice appliquée).

Une bonne pariie des methodes de la dynamique qualitative peut-2tre

mise en ceuvie sur ce type d'eguations, qui est d'ailleurs & 1'origine
de certaines d'entre etles {voir Tes souvenirs de 5. Smale dans {5)
concernant les travaux classioues de Cartwright-Uittiewood ot Levinson

ceux-cion'etant pas notre propos, nous renvoyons 3 (01 et i1 ).

+ a

ST estb Ta periode de‘?i L) dafinit un chaan de vocieurs sur fe tove
e & ) .
plein g x L‘/”“}! (coordonnges =, g o _.ﬁw'(:x) . 39 dEfini
S // ; } y -
i { ‘__J i

goaulo T ooar des toramlos

—
e
—
-
E—
5
—
.,
P
—
i
—
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Les solutions de (14) se projettent sur le cercle R/rz en les solu-
a8

tions de cﬁ = ; une solution issue du plan @ -0 recoupe donc
ce plan au temps -7 (Fig.15) ce qui fournit un difféomor-

phisme P: RL-J, lfe appelé "application de Poincaré". Il est
clair que 1'étude qualitative de (14) equivaut & 1'étude qualitative
de ? du point de vue de 1'itération (une orbite périodique de (14)
de période nT correspond & une orbite périodique de P de période n,
un tore invariant de (14) correspond & une courbe fermée invariante

de P , ete. ..

Figure 15

$i P -0 , le difféomorphisme ¥ (que nous noterons ?O ) n'est
aulre que celui qui, au couple (:2‘,13), associe la solution au temps T |
(*;r_(‘r) ) % (T) ) , de 1'équation (2) qui vérifie x(o): x

% (O) = % a
Pour des fonctions \P suffisamment petites, le difféomorphisme
est une perturbation de ?o ;en particfﬂier, les points fixes de ?0
LW
l::)

? obtenu

en lesquels le spectre de D ne contient pas la valeur propre 1
existent encore (1égérement déplacés) pour P , ce qui fournit des orbites
periodiques de période T de (14).

Puisque le spectre de D?o en un point-fix? (X, ’%o) de ?O n'est
autre que 1'image par 1'application é —y & T du spectre de 1'équa-
tion (2) linéarisée en ce point, nous voyons apparaitre des problémes

de résunnance @ ¢'est en particulier le cas lorsqu'on perturbe une

famille d'équations (2) présentant une bifurcation de Hopf par
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un terme \P({,) dont la période est égale & un multiple entier de la
période de 1'orbite périodique qui est en train de naftre (1e spectre
de 1'équation (2) lingarisée pour la valeur critique du paramétre est
(* L w), la période en question est %}r y s Tzm. %1‘ , le spectre

de 'D?o au point fixe correspondant est réduit & une valeur propre

T ..._(‘*‘Lto\
double égale & 1= € )

La méthode utilisde au paragraphe 2 nous raméne & 1'étude d'une

2
famille d'équations définies au voisinage de QO € Rz« par

d %

(1) v (}wa) ‘él}lﬁo(lélh)w‘f’(t).

Les paramdtres sont (}4. W &) voisin de( ,aJmo) ' \Ij est

périodique de période %E , et ? est le difféomorphisme local (i.e.

défini au voisinage de © ) qui & é(o) associe é(T)

En utilisant la méthode de variations des constantes pour écrire é(T) )
on approche la f‘arpjﬂe des difféomorphismes P par une famille de

dif’féomorphismes l? (déf‘inis au voismage de O ) de la forme

P(z)= 4+ru)e ; a,]§| z . &b
Les paramttres sont (lx,'@,é,) proches de (0,0,.0) , et Re ayo.
La figure 16 indique suivant les régqions de 1'espace (}J. ,'5‘,&)1& neinbre
Pyl ~4
de points fixes de ? . signalons que les difféomorphismes locaux ?

definis par (16) sont loin d'é&tre completement compris.

(voir cependant (G} ).

gt e
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Dans la suite de ce cours nous é&tudions 1les modifications
apportées par une petite perturbation périodique aux bifurcations qui ont
été illustrées dans les paragraphes 2 et 3 ; si on excepte les phénoménes
de résonance tel celui qui vient d'étre évoqué, on est ramenés au probléme
suivant :

Ftudier, du point de vue de 1'itération, une famille de difféomorphismes
Tocaux de Rzperturbant un difféomorphisme local ?0 . TR:L, O JN H?L, 0
qui admette O comme point fixe elliptique (ce qui signifie que le
spectre de D Fﬂ)(OX est contenu dans le cercle unité de d et

non réet).

Remarque :

lLa méthode des sections de Poincaré permet d'associer & toute orbite

périodique d'une équation différentielle définie dans une variété de
m-~4 ‘ M -4

dimension M un difféonorphisme local P K , 0 —» (KR , 0.

Pour une vue générale des bifurcations d'orbites périodiques, voir [A4]

chapitre 6 § 34,




I. DU THEOREMNE DES CONTRACTIONS AU THEDREME DES FONCTLONS IMPLICITES :

ua::r.a‘-'=na==a=;====3=a===aaz====a==‘.=.'-'.z=-"..=-=====2===z==;=u;==;=:‘-==a
PERSISTANCE DES POINTS FIXES
B S NN RS RN SRS E NI RS ERS

J'étals autrefols blen nerveux, Me vodcd
sun une nouvelle vode .

Je mets une pomme Aun ma table. Puis je me
meds dans cette pomme. Quelfe tranquillits !

Hentd Mlchaux

Solt ¥, U,Xo - LU” XO un difféoorphisme de classe Cm
( C'i suffivrait) defini aur un voisinage (}' du point Xo:(xo ,1}_9"}; IR,J
tel que p()(o\! z Xo (Fig, 17). Rappelons que " P de classe Cr " glgnifie
que les dérivdes partielles de P et Pﬁ Jusqu'h llerdre r existunt et
sont continues sur le domaine de définition.de P y et gue, d'apriy  la
régle de dérivation des applications composdes, la dérivéde de P en Xo )

2
D? (XO) y @st un isomorphisme lindaire de ]R dont 1l'inverse eat

D2 (X, .

Figure 17

a 60
Solt Q = Um-_} »L un difféomorphisme de classe { ~ proche de P
dana la topolegie C" ( Q et sea dérivdes partielles aont respectivement

proches de ? et ses dérivdes partiellss). Nous allons examiner plunieuts

argumenta prouvant sous certeines hypothiges que () posabde un point Fixe YG

(i.e, Q(YO) :yo )pmche de XO .
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1. Contractions

Supposong que le spectre de DP(XO)soit contenu dans 1'intérieur du disque

unité de C (s'il est contenu dans l'extérieur, on applique le méme arqu-

ment & 1'inverse P ). 11 existe alors un voisinage UC. U’ de XD

d'adhérence compacte (comme un disque) tel que ;

(1) T’(ﬁ”\ e v

(ii) la restiriction de P A U' est une contraclion.

Si () est assez proche de Y dans la topologie C't , Q posstde
-}

4]

ggaloment ces deux propriétéds et a donc un unique point fixe dans oo,

ie raisonnement ci-dessus est presque correct. le seul probléme

rat que, 8l le apectre de D? (Xo‘) n'est pas réel, pour gue “D? (X;\ u

Y
i

seit infariecur & 1 et donc que ? '/ splt vraiment une contraction,

il faut bien chpisir la mesure des longueurs (la norme) dans TR ou, ce
qui revient au mbéme, faire un changement de coordonnées lingaires qui
transforme D?(Xo\ en le composé d'une rotation et d'une homothétie

de ropport £ 4 (voir Figure 18).

(e n'est pas parce que D?(Xoyenuoie chaque ellipse d'un feuilletage
OPxx]<IX ]

cela devient vrai aprés un changement de variasbles transformant les

sur une ellipse strictement plus petite que

ellipses en cercles,

P

Remarquons que nous avons non seulement prouvé que & nogskde Lin
noint fixe yo proche de XO y Mmais nous avons également une idée
preécise (au sens topulogique) de la dynamique de (Q au voisinage de yo

( yo est un attracteur).




C'est en quelgue sorte cette dynamique qui force Je point fixe yo 4 exister,

2. Contractions dégquisées : hyperbolicité

Supposons maintenant que le speclre de D?(Xo>soit formé de deux valeurs
propres réelles A‘S ' >\ , telles que
L
O<|a, ] <1 ¢ |Au"

\
( /'\5 comme stable, A comme instable en unglais).
W

Il sera commode de supposer que XO: O et que les veprteurs
propres de D ?_ (O\ sant portés par les axes de coordonnées (1'axe des

> pour ')LLL , l'axe des l-é pour A; ).

5i @  est proche de 'D , on peut montrer que o posside
un point fixe Vo proche de XO; C de la mapniere suivante :
i) on montre que ? laisse (localement) irjuaria-mtes deux courbes CQG,
o 5 -
WO (P) et Wp (?) , pasuant par et respectivement tangentes

aux axes de coordonnées, telles gque la restriction ? (resp.

(%

Wi (P)

*\.‘fs (7) ) soit une dilatation (resp. une contraction) : ces deux
Jo (T

rourbes sont une version locale non-linéaire des directions propres de
,‘)? (O) (voir la Figure 19 ol quelques orbites de P sont représentées);

Peno

on les appelle variété instable et variété stable de
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ii) on montre que si (Q est assez proche de P , Q laisse également
. e’y u 5
(localement) invariantes deux courbes C ,\U (G) , W (Q) R
u S
respectivement proches de WO (?) ’ W o (?) , et s'intersectant donec
transversalement en un point Yo proche de Xo = O ; une telle inter-
section vérifie forcément Q (}/03 = YO (Figure 20).

Figure 20

La démonsiration de ces deux points utilise‘encore le théoréme des contrac-
tions, mais cette fois dans un espace de courbes (danc de dimension infinie)
et non plus dans un domaine de Re . Comme précédemment, le (ii) se
déduyit du (i) parce qu'une petite (dans le sens C—f ) perturbation

d'une contraction est encore une contraction,

Précisons un peu cette idée {qui remonte & Hadamard ) car elle sera impor-
tante dans 1'étude des bifurcations : soit 0 = YQW—> R une fonction
continue ; 1'image par DP(O) du graphe de ¢~ est encore le graphe
d'une application qu'on note F'_T(G‘) R —_ R . Le choix des axes de
coordonnées implique que D?(O)(x,lé) :'/ RlL}:’ asﬁé\ et danc (voir

Figure 21 ):

an () = A e ()

Figure 21

On remarque que la fonction nulle (dont le graphe est l'axe des 2C ,
variété instable de D?(O) , est un point fixe de cette transformation ;
‘ ' M
de plus, si (= est uniformément bornée ,F“ (0'3 tend uniformément

vers O lorsque M tend vers + o0 3 Enfin, si o est C avec




L2

des dérivés uniformément'bornéea, F/o*) est £ et les ei.dériuées e

F “(0‘) tendent uniformément vers O  lorsque M tend vers 4 oP

11 est done néturel de chercher W o (P) comne point fixe d'une
"transformée de graphes" F‘ qui soit uné contraction dans un espace
fonctionnel bien choisi : pour que 1'image d'un graphe seit encore un
Qraphe, on eat amenés 3 ne considérer que des fonctions au moins Lipshit~
ziennes “o—(-r_)..o"(z')lé gil:c_x‘})et définies seulement sur un intervalle
[~F,-+ r] (F(b‘)est alors définie comme la restriction & cet intervalle de
la fonction dont P (graphe ¢~ ) est le graphe, restriction qui existe car

P dilale au voisinage de O dans la direction horizontale}.

£n choisissant un espace fonctionnel formé de fonctions ayant une
LR (qui
certaine classe de dérivabilité, on montre que Wo ( * ) (qui est unique,
cor ecuractiérisée comme l'ensemble des points X proches de O tels

[ -n
que Um ? (X):O) est C 7 ceci étant vrai pour tout %, ,
Ny 40

w o)
W (?) est C .
0
Pour une démonstration raffinde donnant les meilleurs résultats (pas de perte

de différentiabilité en différentisbilité finie) voir le chapitre 5 de [Sh] .

5
Quunt a 1'existence de WO (?\ , elle se prouve en remarquant

que W;s (?) = W: (?‘r) .

3. Fonctions implicites

Bien entendu, la meilleure démonstration de persistance d'un point fixe est

celle qui, supposant simplement que 1 n'est pas dans le spectre de -D?(Xo)

en déduit (c'est la définition) que D?(){o) - ]:CL est inuersible ,
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done (théordme des fonctions implicites) que (F IcL) est un difféomorphisme
d'un voisinage de X, sur un voisinage de O ; 11 en est donc de méme

de Q-Id si Q est C“ proche de ¥ , ce qui montre 1'existence d'un
point 70 proche de X, tel que Q (Yo) -Yo': 0.

l.a différence essentielle entre cette approche et la méthode des
contractions est que maintenant nous n'avons aucun moyen de comparer la
dynamique de & au voisinage de >’o & la dynumique de P ou voisinuge
de Xo (duns les deux cas prévédents, on peut muntrer que ces dynaniques
sont topologiquement les mémes dans le sens ol il existe un changement
local de coordonndes continu qui transfurme (@ en P gt mbme en DY) :
{1y a otabilitd locsle ; voir [ Sh ) chapitre 7).

A titre d'exenple, 84 DP(O) est une rotation, Q peut présenier des

dynamiques aussi différentes que celles reprdsentédes sur la Figure 22.

A D T e Mt

.+ Heureusement, puisque le but du cours est justement d'dtudier la
dynamigue de tels difféomorphismes Q y BU moins de ceux qu'on rencontre

duns dea familles génériques dépendant d'un nombre fini de paramdires.

Remargues

La démonstration du théordme des fonctions implicites es rembne olle-mbme

au théordme des coniractions , mais la contraction utilisde n'e pas de

signification dynamique simple.
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4, Courbes invoriantes

Supposons qutun difféomorphisme ? de [R laisse invariante une courbe
fermée C (par exemple un cercle entourant 1'origine). Comme dans le cas
des points fixes, on peut se demander si un difféomorphisme Q proche de ?

laisse également invariante une courbe fermée D proche de C .
. |

On peut cosayer la méthode de contraction qui vient d'étre invoquée en

2. : on identifie un voisinage O de C au produit de C par un
intervalle I ¢ ﬂ? , ce qui permet d'associer & une application

ac: C 5 1 son graphe contenu dans 1) , et de définir pour des O

"ageez petites'" la transformée de graphe F(y) comme 1'application dont

le graphe est 1l'image par ? du graphe de T~ (Figure 23).

Figure 23

La différence essentielle entre le cas d'un point fixe et le cas d'une
courbe est que, dans ce dernier, ce n'est que lorsque T > FU’ est une
contraction (resp. une dilatation) dans un espace fonctionnel bien choisi
gqu'on peut affirmer la persistance d'une courbe fermée invariante de classe
1 T

C pour toute perturbation assez petite Q (pour une courbe dans 1% ;
la condition est que g~ - Fb—) soit hyperboligue : il peut y avoir
des directions normales dilatantes et des directions normales contracltantes).

2
On dit alors que la courbe C est normalement hyperbolique (dans [R '

normaleme’nt contractante ou normalement dilatente): intuitiverent, cela
signifie que la contraction (resp. dilatation) de P normalement & C

'emporte sur la contréction (resp. dilatation) de P tangentiellement 2 C .

Les définitions techniques se trouvent dans [H.P.S5.] qui n'est pas d'une
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lecture facile, mais dans le cas de [Rzil nous suffira de prendre le vocable
“normalement hyperbolique cbrnme synonyme de la propriété de contraction

de la transformée de graphe associée a P ou de celle associéde & P“4 .
L'exemple indiqué sur la Figure 24 de.vrait éclairer ceci (le nombre de
fleches indigue la force de la contraction ou de la dilatation ; la courbe
ferimée invariante n'est autre que 1'adhérence de la variété instable d'un

point fixe hyperbolique ; seul le cas (i) est normalement hyperbelique).

Figure 24

Remarquons que non seulement 1'existence mais' la différentiabilité de la

-~

‘ourbe invariante D dépendent du rapport entre contraction (resp. dilatation)
Y narmal e oo acti o 4 : P tancent i

de ' normalement & Cf et contraction (resp. dilstation) de Y tangentiel-

00

lement a C (on suppose ici ’P et (: de classe C ) 3 examinons en effet

le cos le plus simple, celui d'un point fixe attractant sur la courbe ,

qui so présente dans 1'exenple de la Figure 24 suppdsons que ED: I)?)(C}

est lindaire et que ses valeurs propres sont A1, A& s O< ]A%R\A'Tl 4 1,,

la direction propre relstive a A‘f (resp. A-Z ) étant 1'axe des x (resp.

1'axe des ’lé, ) (Figure 25).

Figure 25

Ll W
La transformée de graphes associdée 8 Y (remarquer qu'elle ne peut plus

ftre définie localement, le domaine de définition se rétrécissant) s'derit
(18) E(o—)(x\ = R& G (aw)
.1

tn particulier,

. (%) A, 3 X
(19) ( i (o)) (=) = aé v (%) ( )
1
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lLe degré Q de différentiabilité des fonctions d'un, espace sur lequel F

puisse &tre une contraction est donc limité par une condition du type

&y
A,E A

puisque &m\ m_‘% = 4 o0 . 5i cette condition est violée, il existe
QG;MJO R" %

des perturbations (@ de ? dont la courbe invariante D n'est pas C .

{ | qui ne peut étre rédalisée pour tous les entiers %,

En particulier, si la restriction de ? a la courbe fermée invariante C
posséde des points périodiques génériques (attractants et répulsifs)
ce phénomgne de perte de différentiabilité se produira (voir [Al]

figure 141 },

La raison pour laquelle un théoréme général de persistance
d'une courbe invariante ne peut é&tre obtenu par un théoréme de: fonctions
implicites est la suivante : on cherche i résoudre 1'équation
(F‘ _10\,)(0') = 0 mais en général, si C n'‘est pas normalement hyperbo-
lique, le spectre de D P(O\ (ou de ce qui tient lieu de D P (9) )
operant dans un  Banach bien cheist de fonctions, contient tout le
cercle unité de T ; en particulier, 1 est dans le spectre et 1'argurent

de 3. ne peut fonctionner.

L'exemple le plus simple d'une telle situation est fourni par
un difféamorphisme P: Cx R _, Cx R (€ cercle unité) défini au
voisinage de C w O par
®(8,5) = ($(8+0(1x]) , 2{0)x vo(lx))
La transformée de graphes F‘ associée, qéfinie sur un voisinage de (O dans
C& (C, R) (fonctions de classe C " de C dans ]R ) n'est déri-

_ -4
vable que si on la consideére comme 3 valeurs dans C (C ) TR) H

sa dérivée en (O est alors la transformée de graphes linéaire (3~
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associée a
N(O,=) = (F(6) , o (6) =)
On remarquera que G applique C (C , (R> dans lui-méme.
Si $ est une rotation d'angle‘Z[[(d , et si ¢ est irrationnel, le
spectre de (}' coincide pour tout E aver le cercle de d: de rayon
axF[S: io% la (8)] d@] . |
Si '? est un difféomorphisme du cercle structurellement stable, le spectre

de (} peut contenir toute une couronne (voir [Ch-I] chapitre 11).

11 est cependant possible de montrer que certaines perturbations de E?
préservent l'existence de C lorsque C n'est pas normalemgnt hyperbolique ;
1'outil est un théoréme raffiné de fonctions implicites foncticimant dans
des espaces de Fréchet de fonctions (:oo : le premier résultat de ce
type est le célébre théoréme de Kolmogorov. Arnald. Moser sur l'existence
de courbes invariantes pour des diffdomorphismes préservant les sires au
voisinage d'un point fixe elliptique (voir [M] chapitre 2,84 et [ Hl] )
Nous montreroné au chapitre 1V que ce type de méthode fournit édgalement
des résultats dans le cas dissipatif qui nous intéresse. Bien entendu, on
ne contrdle plus la dynamique de QR au voisinage de la courbe invariante
D  dont on montre 1'existence (dans le cas normalemént hyperboligue il vy
a, comme pour les points fixes, une équivalence topologique entre la dyna-

mique de ? au voisinage de C et ls dynamique de (Q au voisinage de D

el c'est précisément cette dynamique qdi force 1l'existence de j) ).
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' 1
IL. FORMES NORMALES DE DIFFEOMORPHISMES DE [R ™ AU VOISINAGE D'UN POINT FIXE

Nous promenions noire visage

(Nows §imes deux, je Le maintiens)
Sur madints charmes de paysage,

0 soeur, y comparant Les tiens,

Stéphane Maflaimé

1. Calculs formels

2 2 0 2
soit PR, 0 _5 1R, 0 un dirféomorphisie local C de R defini

au voisinage de son point fixe 0

Dans tout ce qui suit nous supposerons que le spectre de DY/(0) est formé
2w Ny
de deux valeurs propres non réelles (a = F e et a
: o e
Se plagant dans une base propre sur € de I)E>(()§ et identifiant R

a8 (C comme en 1.2, on écrit E? sous la forme

(20) ?(é) = A} + O(lé‘z> (1e terme () est fonction deé et 3)

Par des changements de variables formels (i.e. définis par des séries dont
on ne se préoccupe pas de la convergence), on cherche & simplifier le

développemnent de Taylor en O de TD . Le résultat obtenu, s'il converge,
donne souvent une compréhension gdométrique trés (trop, d'ol la divergence

dans bien des cas) simple de ??

Plus précisément, la conjugaison de i? par

(21) " (53 =3 Lir /BAL(} b’u §£}




30

ne change pas les termes de degré inférieur 3 T et ajoute aux termes de

degré I le commutateur

(22) | 2= (R A ) 3“’& é é"

L+a,: r

Une relation de la forme Ab AJ~._& = 0 (l‘,+& >,2) est appelée une

résonnance ; notons

+ c0
23 B ( AN B AT
é) £+a:'& Ld, | é é
le développement de Taylor de ? en O . Un terme C- é éa de ce

développement est dit résonnant si A A_& A =0 .

Le calcul précédent montre qu'il existe toujours une série formelle

(24) H(§)=§+ _5-—— fb é é )
&-2
obtenue en composant une infinité de polynSmes du type (21) de deqrés

A
croissant, telle que la série formelle H océ) Po H (é) ne comporte !

que des termes résonnants (on appelle cette derniére une “"forme normale

formelle" de ? ).

5'il n'y a pés de résonnance, c'est-i-dire si ,(\, _-,t ‘f ,
H o(\e ?o H-‘i(b):&é; autrement dit, il existe un changement de coordon-
nées formel qui "linéarise" ? . En fait, dans ce cas, la situation
est bien meilleure : si ? est analytique au voisinage de 0 ' H 1l'est
également (i.e. son rayon de convergencé est non nul), si P est Coo P
H est le développement de Taylor d'un difféomorphisme local Coo qui
linéairise ? par conjugaison au voisinage de (@ . On comprend donc
parfaitement la dynamique de P dans un petit voisinage de (O (voir

[ Al] chapitre 5, § 25 et [Cha] pour les démonstrations de tous les
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' (e o]
théorémes possibles de lingarisation C ).

Si IAJ = A , il y a au moins les résonnances inévitables de la forme
A(MA) & 0 .
Ce sont les seules si A n'est pas racine de 1'unité ; dans ce cas, on

peut choisir H de fagon que
+ 00 2

(25) H ocﬁo?o\-\"i(é) :é(h+ = e, sl )

(=4
mais il y a divergence en général (ﬁomparer la figure 22 et la propriéte
(*) de (32), et lire la derniére remarque du chapitre V).
Si R_ est racine de 1'unité de nouvelles reésonnances apparaissent ;
S1 A,q = A , les nouveaux termes résonnants de degré le plus bas

—

-4 — 0-4
seront des termes en é i {résonnance (& _A =0 )

Remarque importante  : i1 résulte de 1'étude ci-dessus que l'on peut,

par un changement de coordonnées Jocal }4 polynomial (composé d'un

nombre fini de changements de variasbles du type -(21) ) supprimer les

termes non résonnants du développement de Taylor de P en O Jjusqu'id un
ordre fixé. Par exemple, si A est de module 1 mais n'est pas racine
q-iéme de 1'unité pour 9 $-2¢L+—5, on peut toujours choisir des coordonnées

locales au voisinage de 0 telles que r? s'écrive

o () ey (o2 eyl V-0l )

(Ecrire '? est un sbus de notation,, il faudrait écrire HoPoH‘l )
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2. Familles & parambtres

' 2
Soit P (b) une famille de difféomorphismes locaux de IR dépendant
différentiablement de paremdtres P‘ 4 IR y telle que

(1) Po (0) =0
.(ii) speactré D?O (O) ={A° ,.(-101 y Ao c e

IMiw,
# 1
D'aprds le théordme des fonctions implicites (voir 1,3) il existe pour
tout P, voisin de 0 un point X £ [RL proche de 0 (et dépendant
différantisblement de P. ) tel que F}-"(XM:O Aprés une éventuelle
famille de changements affines de coordonndes dépendant différentisblement

de P, ’;ﬁ peut su;lspasar gue XP’ - O :t que
(27) ]H‘(%:)‘P‘P,é-f 0(’5/)
pour (F.., ?) voisin de (0,0).

Supposons de plus que, pour i ¢b , MF‘} * 1 :
pour chaque 1u, #0 voisin de 0 , on peut lindariser ? par un changement
Cm de coordonnées Hf"' mais lorsque P tend vers O les coefficients des
termes en b:' 5&. gu développement de Taylor de H correspondant & des
résonqances ﬁ: Xi_lo=o de ?o tendent vers lt'infini (ils ont

AL Az =A n au dénominateur) ; ceci implique que le voiéinage de O
dans lequel est défini HP’ se rétréeit au fur et & mesure que P. tend

vers 0 (voir Figure 26)., 5i l'on veut simplifier le développement de

Taylar de ? par une famille de changements de coordonndes formels ddpen=
dant différentiablement de ‘,L 8u voisinage de '.l. =0 , il feut consecrver,
méme pour P. # 0 , les termes correspondant & des résonnances de Po .

Par exemple, si Ao n'est pae une recine de l'unitd, on se rambnera suivant

la situation & :
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+c-o

(28) Q??P(é)ﬁé (Ap* T i (F)lbl )

ou i

em+3

n 2
(29) ?F‘ (}) =3 (Rp‘* E ¢L u") f;}, )+O(’b, )

Remarque

Méme s'il existe dans tout voisinage de 0 € |R des valeurs de A
telles que \AP‘I =1 (ce sera le cas en général pour N %4 ) une
condition du type AO #1  pour C1 {2M +3 implique la méme condition
sur a dés que P' est assez proche de 0 . On pourra donc toujours

P_

mettre la famille sous la forme (29).

Figure 26

3. Ftude géométrique des familles génériques de formes normales tronquées

1),

(cas_"pon fortement résonnant )

A

[

Soit PO comme précédemment (P (O) 0 s spectre D? O) AO/A}

-ZTT.LCOO
On suppose que A - n'est pas une "petite" racine de 1l'unité

(Ai +1 pour CI$Z‘TL+?> ).

Dans un systéme de coordonnées convenable, une famille ?P’ dépendant
N
différentiablement de P, € R peut alors s'écrire sous la forme (29)

pour (‘..L }) voisin de (0,0), ou ce qui revient au méme sous, la forme

ansay 2ui]g (e, 500 Y)]
o83 oo ) |

(30) (5) 3
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ol '; et % sont des polyntmes de degré m. en la deuxitme variable &
coefficients réels dépendant différentiablement des paramétres }J. » que

Fle ) a0 (k) rag (1) X s oo v an (19X, a, (o) =
4k %) l’o(t‘)+b4(}*))( b S (WX, b, (o) = @,

On appelle famille de formes normales tronquées (& 1l'ordre M ) associde

n

(31)

1]

4 la famille ?P' la famille de dlff'éomorphlsmes locaux

AT (P:fbl)
(32) l‘* (é) :}[ﬂ‘}(}hl_é] )J ¢

Les difféomorphismes NP' ont les propriétés caractéristiques suivantes

(comparer la Figure 5 et la Figure 27)

(i}  le feuilletage des cercles de centre 0 est invariant (le cercle

I’JI =r est envoyé sur le cercle )%I = r\(.f"_{:‘(P,r&D )
(*)4 (ii) un cercle de centre 0 est envoyé sur un autre cercle de centre 0
par une rotation (pour le cercle de rayon I’ ; la rotation est d'un

angle de < Kj(’,},.‘r"z’) ).

Figure 27

Remarg.ge

(*) traduit 1'équivariance de N sous 1'action du groupe des rotations :

Pour tout o , N (éebd) N (é)e"d' |
Supppsons qu'il existe N M tel que
‘ao(o):q,'(o): e o & :Q—N-"’ (O)

(33)
‘ a (0) # O (Cette condition implique que O est. un attracteur
N ou un répulseur pour N, ).
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On dira alors que PO est formellement de codimension N . (La notion de

codimension se réfere 3 la codimension d'une classe d'équivalence dans un
espace fonctionnel (voir [Al] chapitre 6, § 29 et [Ch,] Chapitre 5) ; il
apparaitra qu'au sens de 1'équivalence topologique les difféomorphismes

envisagés sont sans doute de codimension infinie. La forme normale ALD est
de codimension finie si on prend une relation d'équivalence tres grossidre
ne tenant compte que de la variasble radiale : on se sert du fait que A/O

commute avec les rotations pour passer au quotient par la variable angulairg).

Pour une famille générique dépendant de N paramgtres (i.e. d'un paraméetre

o :(fLO,{/L1 e r;_N_,i)(__ }RN), 1'application de \RN dans \RN
(34) e (Qo (B seve s @y, (M)

a une dérivée en O qui est un isomorphisme. D'aprés le théoreéme des fonctions
implicites cette application est un difféomorphisme local d'un voisinage
N -~ N
de O0E€ R sur un voisinage de 0€& \R . 0n peut donc prendre aO(rL),
N .
ay (fb) g ey aVJ-i(F), comme coordonnées locales dans [1%4 , Ce qul

revient 3 écrire
™

N4 v
(35) { Ho ).“,BN_HX>: ot P Koe s )'LN-*X +aN(HX ,,...,,an(r)x
a (o) #0

5ous cette forme, il est facile de déterminer les courbes fermées invariantes
(proches de 0) de Nl*’ . tout d'abord la propriété caractéristique (*)(i)
implique qu'une telle courbe est nécessairement un cercle de centre 0 3
d'autre part les rayons Y des cercles invariants sont les solutions de

1'équation

(36) ‘E(H,'r"‘):o ,
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Les Figures 28 et 29 indiquent dans les cas N:-:41 et N -4 la forme de
la surface définie par (36) dans RN % rR et le nombre de cercles inva-
riants par N',,, en fonction de la position de }.L dans IRN : dans les
deux cas, on a choisi Q—N (0) 0 (pér exemple fLN (0) = -’f ) ; le cas

(0) >0 est analogue avec des dynamigues inversées.

Ne pas oublier en lisant ces figures que tout est local su

voisinage de (H > r) = (0,0) .

Figure 29
Une fois détermindes les courbes invariantes de NP’ , la

dynamique de NH est transparente ; elle est indiquce dans les cas t -
et N =2 sur la Figure 30 et la Figure 31 que l'cn comparera respec-
tivement & la Figure 6 et & la Figure 14 (le sens de rotation n'est pas

significatif) :

Figure 30

Figure 31

4. Résonnances _fortes

On suppose maintenant que le spectre de D? (O) est formé de deux valeurs

propres A’O , /\o non réelles telles que Aq -4 ( (1 >3 est le plus

petit entier ayant cette propriété).
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LS -
Une résonnance Ao hi; —P\o =0 (fv-f-'} >/2) peut toujours s'écrire sous 1l'une
des deux formes &suiuantes :

w T \¢
(37) ch -1

| (2) (1, ?l) A,

o) (Rgo) si C}J

Les termes résonnants correspondant (L_é = ‘f’mﬂﬂ, O]) sont représentés pour
O.:: 3 sur la Fiqure 32 (les puissances de é sont en abcisse, celles

‘é sont en ordonnée ).

Figure 32

Une propriété fondamentale apparait sur la formule

: ¢
o0 M) P |12 4,563 " P69

A

a savoir 1'équivariance de la forme normale sous une rotation de —-

(et non plus sous tout le groupe des rotations comme en (*) ) :
20 ST L

s No (3e T )= No(3)e q

Remarquons que, parmi les termes ajoutés a ceux provenant des résonnances

inévitables, celui de plus bas degré correspond a é q_ . On peut donc

se ramener &
emg(!;l") g
woy Yy (3) = g(ﬂg(l’a\ )) +¢3 *O(‘é\q)

' -2
oll $ et % " sont des polynfmes de degré < [i‘e—] ([a] signifie

"le plus grand entier M LA " ).

1
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Soit d. 2,{ la valuation de F (plus petit degré d'un terme non nul du

polynfne f ) s
si 41 ¢d & [j—.?:—] , on peut écrire

iy (131°) L)

24
e Fo(3)=3(teay 3] ) e ol ),
et 1'origine est.un attracteur (faible) ou un répulseur (faible) suivant

que ad {0 ou a_i >0
q-1

Dans le cas contraire, et si C # 0O |, le terme ‘:5 intervient
qualitativement dans la dynamique de FB au voisinage de O (voir par

exemple la figure 33 ) : on dira alors qu'il y a résonnance forte.

C'est en particulier le cas pour q L4 dés que C£0O, et c'est dens
cette derniére circonstance qu'on emploie le terme de résonnance forte duns
la littérature (A;] Chapitre 6, § 34 , et [I] chapitre 4 ).

(Si € =0 on peut donner les mémes définitions en remplagant CS»C1~4

par le premier terme non nul ne provenant pas des résonnances inévitables).

Nous reviendrons sur la formule (40) au dernier chapitre, lorsque
nous chercherons des points homocliniques dans les bifurcations génériques

de codimension 2.

Figure 33

Nous n'étudierons pas ici les bifurcations dans le cas des résonnances fortes

(voir [Al] chapitre 6, § 34 E et 35K ; et [I] chapitre 4 )

Donnons simplement un exemple dans le cas ol q=5 .
2,
Soit IDFL une famille de difféomorphismes locaux de R de 1a forme
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Puls) =duy v 3t w0 (1317)
Rz =1

(42)

On calcule 1'itéré troisiéme de PP‘
3 3 - <2 2 3
(43) ?H' (9):A#é+C(AH+AH+AHAH,)§ +O(lé] )

les points périodiques de période 3 de ? (proches de 0 )} sont les
“ [

solutions de
3 AN 37 32
o (A=l A, K) 2ol

Il n'est pas difficile de voir qu'il y en a 3 si A -4+ 0

z):Q

Remargue

Dans une famille & 1 paramgtre générique de difféomorphismes ou de formes
normales telle que (42) il n'apparait pas de courbe fermée invariante au
voisinage de 0 pour FL voisin de O . Cependant, de telles courbes
peuvent apparaitre dans des familles particulitres. Ce phénoméne est
beaucoup mieux comnpris si 1l'on considére des familles & deux paramétres

du type (42) dans lesquelles les deux parcmétres ne sont autre que le
module et 1'argument de X;L—- 1 (voir [Al] Figure 144 ), On reviendra

sur ce point au chapitre suivant (voir IIL.3).

Figure 34

Figure 35
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IIL. BIFURCATIONS DE COURBES INVARIANTES NORMALEMENT HYPERBOLIQUES

0 belle, je ne sais pas pourquoi f'aime ta trace
Dans e sable durcd pan £'habitude des vagues,
Miroin, je ne demande nien au neflet de ma gace,
Touf est 44 adimple,

Geerges Ribemont-Dessaignes

On a vu (chapitre I1) que la proprieété pour un difféomorphisme
de laisser invariante une courbe fermée normalement hyperbolique persistait

pour une déformation suffisamment petite.

Nous exploitons maintenant cette idée : étant donnée une famille

de difféomorphismes locaux de la forme

: <n+d 7
Pz [t bl i) vo(sl)]e
@I lr= (Koo Fuy)

e fg (ke 1y1%s 00131 ° 1 )]

N-1 N "
¥(}L’X):Fo+ft1x+"'+#/v..4x +¢N(}L)X +...+a.%(}4_))(
@y (0) #0
nous déterminons des régions (voisines d= 0) de 1l'espace des paramtres

dmna2

) est

suffisamment petite par rapport a 1'attraction (ou la répulsion) des cercles

dans lesquelles la perturbation apportée par.les termes C)(fbl

invariants de la forme normale A/fL pour que ceux-ci se perturbent en

des courbes fermées invariantes de ED}L .

Contrairement 2 ce qui est fait dans.beaucoup de textes sur le sujet nous
mantrons que, pour ces valeurs des paramdires, la dynamique de F}L ressemble
(dans un sens qu'on précisera)  celle de N}“' dans un voisinage de O € IRZ'

N
uniforme par rapport aux ’fb suffisamment proches de Q € [R

——
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1. Domaines d'hyperbolicité normale

Soit P un réel, N £ P {m ; on note

+ | v
() wCP(fL,X) < f(wx)te|X| ,[O<£<<|a,N(o) si p= A, ]

t 2
Les Figures 36 et 37 représentent $ (I.L , T ): O dans les cas M:‘!

et N =2 lorque QN(O) < O (situation des Figures 28 et 29)
Figure 36
Figure 37

si N =4 , le contour apparent des surfaces -p OA, ) O sur

1'espace des parametres est le méme que celui de f(}‘l r ) 0.

si N=2 , ce contour apparent contient, en plus de l'axe }.LO: 0 |, une

+ + -
courbe r‘P' : les deux courbes [-1 et r'F définissent un

F

voisinage effilé [_)’ de la courbe

m={p

si N s , tout se passe comme pour N =2 : la partie non triviale

laisse invariant un cercle non normalement hyperbolique}

du contour apparent de P (’A. r ) =0 et ? (}-l r ) définit

un voisinage effilé U’ de 1' hypersurf‘ace rl de ”? correspondant
aux valeurs de },L pour lesquelles NP’ possede au moins un cercle

invariant non normalement hyperbolique.{On remarquera que U’ est d'autant

plus effilé que p est grand).
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Nous appellerons domaine d'hyperbolicité normale (et nous

N
noterons }tﬂ ) le complémentaire de (J dans un voisinage de O de [R

(Figure 38) . Remarquons que dans le cas Nz4 et dans ce cas seulement
un domaine d'hyperbolicité normale est un voisinage de ( . (Tous ces
voisinages de () devront étre choisis assez petits pour que ce qui suit

soit correct).

Figure 38

- A + 2
51 rL e X, les inéquations FP (’.4, )IJa’ )SO < ‘?P (}-L,\‘é\ )
définissent un anneau au voisinage de chaque cercle invariant de A/*L ;

1'appartenance de P, a a“{- équivaut a la disjonction de tous ces anneaux -

(Figure 39)

Figure 39

2. Jhéorémes de bifurcstion lorsque ,J. € 26

Neus sommes maintenant en mesure d'esguisser la démonstration d'un théoréme

de bifurcation dans un domaine d'hyperbolicité normale :

(i) on montre que dans chacun des anneaux définis & 1'instant la trans-
formée de grlaphes (voir I.4) associée a ?r_,' (resp. ?'-: suivant les
cas) est une contraction (a condition d'avoir bien choisis p et m ).

?P_ posséde donec dané chacun de ces anneaux une courbe O invariante
attractante (resp. répulsive) dont le bassin d'attraction (resp. de répulsion)

contient tout l'anneau. le degré de différentiabilité g, est d'autant plus 5

N
grand que | est proche de O e R

_
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(ii) on montre qu'étant donné un veoisinage suffisamnent petit /ﬂg de O
q

N
dans ﬁ2 et un domaine d'hyperbolicité ‘gﬂﬁ C /&L , 11 existe un

4
voisinage {1 de O dans R ayant les propriétés suivantes :

|
: (*) IDP' a autant de courbes fermées invariantes dans 0 que A/fL ;
(46) L (**) Les partitions de {) en bassins d'attraction et de répulsion de
1'origine et des courbes fermées invariantes sont les mémes pour
PP’ et NP'
Remarque

Nous verrons que (ii) n'implique pas du tout 1'équivalence topologique de

Ny et By

sont en général différentes.

dans SL : leurs dynamiques sur les courbes fermées invariantes

Commencons par démontrer (ii) en admeltant provisoirement le point (i) :
: |
il suffit de remarquer que, pulsque F :\( mn , On a pour (P’é)G ,41),(0.

assez petit

(RO elal-3 BT TStk B €O

12, (sl (05 11T s £ (o) > 0

On en déduit, si r4_ € Zﬁﬁ? , qu'a l'extérieur des anneaux entourant

(47)

les cercles invariants de A/}L. , la dynamique est la méme pour E)F' et
pour A/FL : le seul probléme pourrait 8tre 1'éventualité d'un saut de
1'orbite d'un point par dessus un des anneaux, mais ceci est impossible &

cause de (i) .

En ce qui concerne la démonstration de (i), il suffit d'indiquer le cas

N = 4 (le cas général est analogue, la conditionl,( € 9‘6 , vide




a4

pour N =4 , impliﬁuant que 1'attraction (resp. la répulsion) des cercles
invariants .» Nu. est suffisante par rapport a la perturbation par les
termes O(b,zm'ﬂz) (3 condition que P soit bien choisi et que l.«l— soit
assez proche de © ¢ (R ). On considere donc une famille 3 1 paramdtre

de difféomorphismes locaux de la forme (45), avec

{F(p,X):p+a1(ﬁ)X
R R o, [0} <o

< a)o
(on se raméne a ce cas dés que /Lo =€

rlq pour Ci ) ).
AN O

en coordonnées polaires é: re , P,.L 5 ECI‘lt

(49) -ﬁx (,8) = ({17 vaali) - Or%), 81 b)) . 0(e%))

Exercice

2 >0
Soit ?7: [R ; 0 = IR s D un difféomorphisme local fixant l'origine ;

1 <
soit \\‘) H Tl' X IR — P le "passage en coordonnées polaires" défini

.f
par \P(e/T‘) ;-(P Ces < a; Fsim 2T 9) (ﬂ_ _-]R/Z est le cercle
(= tore de dimension 1) de longueur 1

a0
Montrer qu'il ex1ste un unlque dlfféomorphlsme C (local au voisinage

de —ﬂ—{xo ) ? -"_ R -"_1

1
laissant || x O invariant , tel que

(50) \})OTPJ = ?o\\)

L'exercice consiste & montrer que P est défini et C sur tout un

-~/

voisinage de T x O dans T ﬂ‘?et pas seulement sur un voisinage de

T 0 dans‘fr R

On choisit des coordonnées locales dans un anneau entourant le cercle
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—
invariant ‘bl:V’:}(}q de NH paur !J.)D(ce serait pour P. {0 si
%A

on avait supposé q1 (o) > O ) en posant :

(51) P=Vj{;::(-;§ (4+Y \[f:)

~/

" On constate ilors que P s'écrit (tx >0):
PP_ (“3»6)=(>’z®) )
3
o | YUy b (39)
b’l
@ - @4-50 (\J~> 3 H (‘H_))r}*ﬁ/& KP (tJ-,L9>

ol les termes HP‘ ct K }‘L sont uniformément bornés en norme C dans
3
un voisinage de W -0 . C'est la petitesse de la perturbation (en },l / )

d

par rapport & 1l'attraction du cercle invariant de NP’ (en 1-2 /.L )

qui permet alors de conclure en montrant que, dans 1'anneau qui nous
intéresse, le transformée de graphe " associée a “’L est une contraction

(si ]tL

Techniquement, on définit F sur l'espace Uﬁ formé des fonctions

est assez petit).

4
w. ?T — rR de classe C ﬁ' telles que

(1) lU.] \< 4 (le graphe reste dans un anneau du type considéré a
condition de choisir p = 3/2)

D(c)u|\<*f

(s3) 4 (2) Pour tout (., ; ‘f\{l: £ %‘ »

(k)

(3) D U est Lipshitzienne de rapport ..é‘f , c('zst—é—dire que

pour tous O, (93 E-IT‘_[ ” (l)“(@)‘p )U(G\z\k,@t‘%]

(on munit U de la topologie de la convergence uniforme, ce qui le rend
p q

bien complet (Merci M. Ascoli !).
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Remarque
5
LTS U q‘e -1, on peut se débrouiller pour faire encove marcher cette

néthode (il suffit d'approcher un peu mieux la courbe fermée invariante

1-rherehée @ovoir [I] chapitre 3 page 43 ),

Jn vient done de "“wmontrer" (et non "démontrer") le théoreéme de

bifurcation de (disons) Hopf pour les difféomorphismes de R , qui

assure la bifurcation (pour }A >0 ou P» < O suivant les cas) d'une courbe
fermée invariante C ( E d'autant plus grand que /fll est petit) dans

toute famille & 1 parametre générique I’ de difféomorphismes locaux de

TR.Z Lelle que ?O(O> =0 et spectre DPO(O\ :{Ao ,ioz ,(\{1 ;L’f |
pour q :{ - !

femarque importante

Contrairement au théordme de bifurcation de Hopf pour les équations diffé-
rentielles évoqué dans 1'introduction (et qui est d'ailleurs dans les cas

génériques une conséquence de 1'énoncé ci-dessus), ce théorame n'est pas

de_nature topologique ; autrement dit, la condition de généricité, qui

assure que l'origine est un attracteur (faible) ou un répulseur (faible)
pour }23 n'a pas pour seul rdle de forcer une famille de courbes fermées
invariantes (ou de points périodiques) qui existerait forcément & se trouver
dans le demi-espace }A >0 ou fL { O (comparer aux Figures 6 et 7 ) ; elle
est ici fondamentale pour assurer que ces courbes invariantes existent !

Pour s'en convaincre, il n'est que de considérer une famille de la forme :

(54) ?P (3) :('f+fl) P (3)

ol ng est un difféomorphisme d'Anosov-Katok, c'est-a-dire un difféomorphisme
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préservant les aires ergodique dans le disque Dz , et tel que Po (O) -0
spectre D?O(O) :{Ro) ﬂo} ,Aj :t-{ pour tout 9 (voir [M] page 56).
On voit facilement que pour tout }J, assez proche de O (y compris,bien sor,
[v( =0 )’PP" n'a pas de courbe invariante proche de O , ni de points
périodiques bifurquant & partir de O . Pourtant le spectre de D?H (Oﬁ
traverse sussi gentiment que possible (i.e. "transversalement") le cercle

unité lorsque (.L traverse la valeur

3. Dynamique sur les courbes invariantes

l.orsque }1 € }’é y ce n'est qu'au niveau de la restriction
de PP‘ a une courbe invariante C‘P que se révéle la différence entre
PH et A/{,L : alors que le difféomorphisme du cercle ainsi obtenu est

une rotation lorsqu'il s'agit de- /VILL , le difféomorphisme P}L IC}A_

peut n'étre pas méme topologiquement conjugué i une rotation : c'est

en général le cas lorsque son nombre de rotation 'PP T f(?}) C‘u) est
rationnel : nous verrons qu'on obtient un difféomorphisme du cercle "struc-

turellement stable" (au sens de 1'article "Differentiable Dynamical Systems"

dans [S] ) ayant un nombre fini de points périodiques attractants et un

nombre ¢égal de points périodiques répulsifs.

[ Rappelons {voir [H-?,] chapitre 11 pour. les démonstrations) qu'étant donné
.l 1 /.
un homéomorphisme du cercle préservant l'orientation -F H TT __>Tr (TF1: ﬁ\)/[/‘
~ .

on peut le relever en un homéomorphisme {\ :R N (R de la forme I(Q):6+(Ff9)
‘P(EM) =P (9) et que la suite de fonctions - -1d

~ "

"
( g = itéré néme de ‘F ) converge uniformément vers une fonction

‘ Y .
constante dont la valeur F(F) € TR est appelée nombre de rotation
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~ “

”
de ¥ (H. Poincarée). Deux relevements £y et f, de § différent d'un
entier, et il en est de méme de { (51) et f(f\ , ce qui permet d'associer
» § son nombre de rotation J‘)(#f) eTV-R/Z  (classe de § (\6)
modulo &£ ) ; g(?) est une "rotation moyenne" de |+ , en particulier

¢oal 3 o si { = K’d est la rotation de o dsfinie par K, (8);—(9 +0

[ts propiiétes essentielles de ? Fosd f- (\C) sont les suivantes :

1) F p———)f(ﬁ) est continu pour lé topologie de la convergence uniforme
sSur "T ; A

2) f est un invariant de cocnjugaison C ° . f(‘p) :J> (RDPO ?"- )
si ﬂu :—[\—4___5 Tr“ est un homéomorphisme ;

3) f{-,[\) est rationnel si et seulement si Yf posséde au moins un peint
périodique  (de période q si f(ﬂ . P )s

4) lorsque -F est um difféomorphisme de classe C'e , f(ﬁ) est irratiormel
sl et sculement si -F: ﬁLO R)’(C) o R- y S?L . TT{_>TT‘{ homéomorphisme
(A. Denjoy) 3 _

5) il existe ACTI—“'.. @/Z de mesure de lebesgue égale a 1 tel que si f
est un difféomorphisme COO de nombre de rotation f’({:) €A,

| 4 A
L o0
'f = FL o} Rf(ﬁ)o PL ; ﬂ. :T.__> L difféomorphisme €~ (M. Herman) J.
Pour comprendre la fagon dont apparaissent des points périodiques sur les
courbes invariantcs données par les théoremes de bifurcation du paragraphe
précédent, nous considérons maintenant certaines familles génériques & deux

paramdtres P + (on peut étudier de la méme manidre des familles 2
/7

(N+-{) paramétres Po ,...,}(N 4 , t ; voir le chapitre V pour le

cas N = 2 ) telles que
- .2rcaqP-
{1) Spectre D?O,O(o):{ko,o Roio} ’Ro,o:e s Ci}.’;»
(55)

_ 2
2) L'application (}L,t)._; )\F & est un difféomorphisme local de ]R dans
€ au voisinage de (0,0). '

({A—F{t ’A}L,'t} est le spectre de D ?/J,t (O))
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(comparer & [ Al) chapitre 6, § 35 L).

On peut supposer aprds changement éventuel de coordonnées (comparer & (40))

que
i

B ()=, () Tepn3 T vo(3)1) 5 clo0) rer #0

' 2 "Jﬁig(}‘:tflém
) NM (5= 5ttt 5l) e

(p X) :H+a4 (R OX + .o, a4(00)£0  (par ex. =-1)
F t X) H-+JC b (H t) vey bd[0,0)#O (par ex. =1)

Si on note 1'itére g‘eme de NF & sous la forme
2 s Q* / TPy, (151%)
(57) N,Lt,{ (3) =e °<gb 151%)

on constate sans peine gue
8 9 st b & 94
(58) PP,’C (§)= NF’JC (é)'f'e 1 %()u,f\g) +O(l5|q)

Spit r‘q _r (H'{;\ 1'unique (si elle existe) petite racine positive de

l'équatlon
(59) [’3(1 (r;)t_—o

Po\ est le rayon de l'unique cercle (s'il existe) transformé "radialement®

9
[t

(Figure 40) : si b*f (0,0) > 0 un tel cercle existe pour t¢o.

Figure 40

Si de plus O (r‘ ) 4 O , le cercle /é!: Pq est fixé par N’j,{: .

C'est clairement au voisinage d'un tel cercle qu'il faut chercher d'éventuels

points périocdiques de période a( de ,_( + qui bifurquent 3 partir de
i

1l'origine {cas (H,{;\ :(O, 0)
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ceoohong: ¢ wverisbles (pour 't < 0 )
JUL B
(e ! o ;3 =roe
HriaLL @ |’€KP]Uu3iUI wuivante de 1 ﬁff
( : ((9;9):[96‘)&1)
L : v 2 A
(61) < uq s p+ 9+ﬁ)(1 (p;fz) rﬂ {f (f*'t'f'e)
P A
i \'{u.q.
\j)ﬁf:j”_ SC] rq {2 (F,f,f,@)
UUjf g 3h4 j:q-% L)
)(9) Sim < T (
v(/*f (£1) %Lﬁ)i qf)*(”ﬂf) ‘l)
A 91 3 (2 otyof f (oa (r)
L _ o5 qf’ ? f
1%(}'»{ 0)=p s U3 AS i v {_‘? 1ol
9 ‘1 9 9
et
<l u
Ccl “’L*Q - gﬂ e T
£ (r%) -9 (rg)
VT e
(63) 2 [r?) - Po (r%) - q(r:) Bq (r?)
Fb‘i ST R TS
9 9
A

Les points fixes de E> ¢ proches de l'origine sont donnés par les
t

¢quations
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—_

{ (et 909)
o L z{iii,{‘,f,@)

La premigre s

P

ey

e résoud sans prebléme par le théorgme des fonctions implicites

et fournit pows (Hat\) proche de (0,0) une courbe de la forwe 37 : Yil ¢ (6)

proche du cevele }"}i s (i.e. 5’ =4 ) transformée
ff (,/‘
-y ‘.:";E '

VR Fs N
P repre Al
! SRV !

4o

“radialement pay

E

Fugore 4

Redaragions gue, s ! ,{ ’ﬂ U) . la deusiéme dquatlon s'dorit

( (_'__ Qb> Sim 21 U({ ] _~._4_.f’_=,q21 d‘i(iwﬁ( r\q)zo
e 3{1 (it “)‘*q(*‘q %) éqf e

>

Koot
—
.._.S: -\g

" Cost
(65) (o8 i

. 9
$
Cltasl dor Nq (l‘q V. A

done la taille de g QUi détermine 1'existence ou non
-

G aniofims de (540 oL -.',‘lf-:{(J!!!‘;, revient su méme, existonce gt not
1

. .o 4
: py e fl , . W
intecseci lun entve la courbe J--J 5‘3 | ) ClooBewd Lmage psyr
ls % }

'
'}

LU
11y aura en particolier %ﬁ solutions si

ok(r)

. U S assez petit.
ﬁ 3 ) X
T

4
11 reste & remacqguer que D{q (Y‘ ) -

est de 1l'ordre de C{(}.J.,«f.Q,.‘(O_O) "‘f \
| | € P
cd v PTordue de \/ o pour chtenir le domsie /

wine o P de lespace
3 i !fﬁ ((!} ((E
Ao peownebres dag L .n i ? } { posséde deux orbites de points périodiques
I
L \, t /;)3
ViLr L
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Remarques
~1- At fixé, ’-{ est dans un domalne d'byperbolicité normale et les

sainls périodiques obtenus ne peuvent cu'appartenir & une courbe
q G

invariante {voir (46) ). On comparera 3 la Figure 145 de [.f\l} A

-2 L'iddée de chercher une courbe j).‘.' Y}L {(9) transformée "radialement"
~ I-

par P qt remonte A Birkhoff et lLewis dans le cas conservatif (ol
P‘ P q

alors cetle ccurbe recoupe forcément son image par ).
/ .t
~%~  Nous verrans au chapitre V que ¢ O, O) est simplement relié a
1'angle des variéteés stables et instables des points fixes de ¢
.t

qui sont des cols.

Comme o remarque Arnold, les considérations précédentes permetient de
conprendre en termes locaux 1'infinité de bifurcations que subit la
restriction du difféomorphisme }L 4 e courbe fermée invariante v
spparue par bifurecation de Hopf géndrigque {Ja généricilé est ici au scns

de le coldgorie de Baire comme dans le chapitre V) @ il suffit de plonger
celte famille dans une famille 8 deux paramétres dans laquelle le spectre de
la dérivée en O des difféomurphismes de la famille parcourt Lout un

voisinage dans € du spectre de D?O (O); au voisinage de chague racine
de 1'unité, le phénomene décrit ci-dessus dlapparition de points pdériodigues
isnlés sur une courbe fermée invariante se produii, la période tondant vers

1'infini lorsque le spectre du difféomorphisme se rapproche du cercle unité

(Figure 43 :remarquer que ceci reste vrai méme si Ai =1 ) 61 215.).

Il y a done pour la famille PF’ [Cl’l de difféomorphismes du cercle, une

infinité de bifurcationsdu type collision et apparition de points périodiques

i
!
b
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dans tout voisinage de }‘L =0
On a représenté sur la Figure 44 1la fonction H — j) (PP [CP-)

pour une famille & 1 paramdtre générique présentant une bifurcation de Hopf

(formules (48) ) et pour la famille de formes normales NH qui lui
correspond,

i w - . -
D'une fonction C (formes normales), cette fonction devient un "escalier
' du diable" ayant des paliers & chaque valeur rationnelle.

Au voisinage de I.L = O, le graphe est contenu entre les graphes de deux

|

! fonctions polynomiales ayant un contact d'ordre arbitrairement grand pour
|

H = O  (voir [I] 1I11.3, Théoreéme 3).

Figure 44

Génériquement, 1l'ensemble des valeurs de H, pour lesquelles S)(?lw ! C}’L)

est rationnel est un ouvert dense dans R au voisinage de O ; mais

on déduit de { H3 ] que la mesure relative de l'ensemble des [ pour

lesquels ( ,C est irrationnel tend vers 1 lorsque tend vers O
§PIC D ! we

(voir également [ChlJ ).
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1v. BIFURCATIONS DE COURBES INVARIANTES NON NORMALEMENT HYPERBOLIQUES

et T T b L L I L e e R R e e e e L

Que saisirn sinon qud 4'échappe,
Que voin sdnon qud 4'obscunc4t,
Que désirer sinon qud meunt,

Sinon qud parfe el se déchire ?

Yves Bonnefoy

1. Les phiénoménes étudiés dans ce chapitre et le suivant apparaissent dans
leur généralité dés la codimension 2. Nous supposons donc que N=-2 , et
¢tudions des familles génériques & deux paramétres de difféomorphismes

2
locaux de ”rﬁ

,O\ de la forme (45) (au éhangement preés du nom des paramétres,
qui a plus 3 voir avec le sentiment qu'avec la logique, et du nom de 1'ar-
gument du difféomorphisme, qui aura, lui, son utilité)

ol en“)}em (8 (0 (131°"")

STicw
(pra[é):e [h?(p a ’9]
(ee){ §(e,2,X) = kv X +az(ru,a)-x"+..- NG a\X a (o0} #0

3, (pe XY sw(pe)-w b (pa)Xe oy bm(}l,a\x , byfo0) ¢ 0

Rematquons la nouvelle condition (générique) .b‘f /o , O) +0

Pour fixer les idées, nous supposerons

a,{0,0)=-4 , bylo0)=1, tw(0,0) zw,

Rappelons qu'une telle famille est gén‘érique si Wy, #5- pour q\<2,ﬁn+ 3
ce gque nous supposerons. Remarquons enfin que 1'indice ¢o est muet

P

Nous supposerons que(f,{’a\ est dans le voisinage effilé (_)/ de 1a courbe [

ne dépend pas de @ ).

représenté sur la Figqure 37 (ol l'on se contentera de remplacer /"{0 par

et },(4 par & ),

==
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L 1" laf le NV de | ad
orsque (Hla\€ , la forme normale Hoa e lP.Cl posséde, au

voisinage de ) , un unique cercle invariant non normalement hyperbolique.

Un exemple typique de difféomorphisme ayant des courbes invariantes non
normalement hyperboliques est un difféomorphisme qui conserve les aires, au
voisinage d'un point fixe elliptique (voir [M]). L'expérience de ce genre “"b;:(

de difféomorphismes (qui est, pour nous, hautement non générique) nous

apprend deux choses :

(1) il ne faut pas s'attendre & une dynamique trop simple de ?}J a
/

lorsque (}/(,a\ c J

(2) 1le parametre important (qui va remplacer 1'atiraction ocu la répulsion

normale d'un cercle invariant de N ) est le cisaillement tangen-

pa

tiel (twist) de au voisinage d'un cercle invariant, c'est-a-

NPQ
dire le taux de variation par rapport au rayon du cercle de 1l'angle
de rotation de la restriction de /VH a 4 un cercle procte d'un

cercle invariant). Sa non-nullité est assurée par 54 /O, O) 0.

Enfin, heuristiquement, la famille & un paramétre de cercles invariants de
NP 2 obtenue lorsque ((l.(’a) parcourt la courbe /—1 , va remplacer la
f'amillle des cercles centrés a l'origine qui sont tous laissés invariants
par la forme normale de Birkhoff d'un difféomorphisme ? conservant
les aires. On est done amenés a faire, en plus de 1l'hypothése b't {0,0) z0
1'hypothese (génériquement vérifiée) que le nombre de rotation de la res-
triction de N a @ son unique cercle invariant varie effectivement

'
lorsque (H,a) parcourt rY . (C'est 1'analogue de 1'hypothiése de "twist"

dans [M] ; si on ne la fait pas, on peut s'attendre & des pathologies

analogues 3 celles décrites par Anosov et Katok, dont on a parlé a la fin

de 111.2 (voir [ M } page 56).
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5i 1'on pose
D) s ) e (o)

by (p.@) aq-
cotte dernidre vondition est
6y N (0.0) =4+ 2 'gf' (0,0) #0
Fn effet, en un point (R,a)€1" le rayon £ de 1'unique cercle invariant ;, Ui
de NHA est de la forme
(69) T‘€:%+O(lala)

et la rotation induite par N sur ce cercle a pour angle

+ O

(70) LT w :%T"[%-%%U(O‘@W*ro(laﬁ)]

Comparons maintenant les stratégies de recherche de courbes fermdes inva-

riantes de PP,& suivant que (P,Q)E l.)’ou (/4;1) € }ﬁ (on fera le

parallele avec 1.1 et 1.3 ) :

1- lorsque (H‘a> € B’C, on cherche une courbe fermée invariante par
pour une valeur donnée (Ho ,00) de (H,a) . Lorsque (fl,a )EU’ )
on pourra seulement affirmer l'existence de valeurs de ({-L,a.) proches
de ()—Loj ’ O)é ]-1 pour lesquelles Y aura une courbe fermde

‘La

invariante.

&

2- lorsque (}Lfﬁ.) £ M les courbes obtenues sont de classe C ,
ﬁ, fini.
Lorsque (Ia.ﬁl) & U » les courbes obtenues seront de classe Cw.
Plus précisément, les courbes sont obtenues dans le premier cas comme

conséquence du théoréme des contractions dans un Banach de fonctions C

_
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et sont donc automatiquement normalement hyperboliques ; dans le

deuxidme, elles viendront de 1'application d'un théorgme raffiné de
o0

fonctions implicites dans un Fréchet de fonctions C , et pourront

ne pas &tre normalement hyperboliques.

3~ Lorsque (f*,ﬂ\ € 2 on ne contréle pas la dynamique de Y sur la

}l,a

courbe invariante cherchée.
Lorsque (}L'a) € (w}, , on trouvera uniquement des courbes fermées
invariantes sur lesquelles ED induise un difféomorphisme

T

conjugué 3 une rotation d'un angle irrationnel fixe.

Remarquons 1'opposition entre 2- et 3- : dans un cas on contr8le bien
la dynamique au voisinage de la courbe mais pas sur la courbe ; dans 1'aulre

on contréle la dynamique sur la courbe mais pas au voisinage.

Dans la suite du chapitre, nous donnons une idée précise des résultats con-
cernant l'existence pour ?,A " de courbes fermées invariantes lorsque
(}111:)€‘Lr’ , ainsi que des étapes de leur démonstration.

Dans le chapitre suivant, nous étudions, toujours lorsque (H'q)EZL}T les

problemes 1iés & 1'existence et au comportement des points périodiques de

By o

2. Les résultats énoncés ci-dessous sont démontrés dans [Ch3] S0US

1'hypotheése parasite que &) satisfasse une igpgﬁtion diophantienne de la

forme (0) F [ ~7*———- pour tous F1}1 € Z ; cela vient de 1l'exi-
/lﬂli *F’

gence d'une dép dance C' des paramétres dans une version du théortme de

/

Riissman énﬁncé plus loin. Qu'une,telle dépendance soit vraie dans le cas

wﬂL qzz; ynm{ N

Qduk'[qu .
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/4

général m'a été juré par Rissman /e,t Herman, mais ,11 apparait qu'une preuve
écrite de ce résultat doive coQfer un effort an négligeable ; cet effort

s
est fait dans [Ch3] pour dgs cas ol le d/i,tf" théoréme se démontre a 1'aide

du théoréme de fonctions/implicites de Hamilton (voir [Hl))
Suivent sa déontologié propre, le lgtteur oubliera ou n'oubliera pas cette B

Hypothése presque /A0rement superflue.

Nous allons montrer, sous les hypothises précédentes, que :

(i) torsqu'on passe de la famille N de formes normales & une famille
T

0% générique de la forme (66) , la courbe (_1 de la Figure 37 est

koo >

remmplacée par un ensemble de Cantor . (adhérant &2 O ) de valeurs de

A

(’A, a\ pour lesguelles ? a posséde une courbe fermée invariante C
. “J
Y | - -
non normalement hyperbolique E’DP o telle que P"' a l a soit C 7 _

conjuguée a une rotation irrationnelle R (voir Figure 45).
. “(pa)

(11}  Chaque point (}lo)ﬂo)e r‘rest centre d'un petit morceau de courbe
v

C
w(Pof
de (F{a) pour lesquelles ?H’QDDSSéde , si (HiL)# (tuo,ao), une courbe

JI

~ 0o
soit C conjuguée a la rotation R
J
H ;a !-‘l 0-

o )dont les extrémités sont au-dessus de Lj/ , formé de valeurs
e

w -
fernmée invariante C normalement hyperbolique EJ , telle que

tw (HO;QO) ’
cette courbe est un attracteur si (H,O.) est d'un cdté de (H"’a")’ un
répulseur de l'autre (de quel c6té dépend du signe de 'D(O, 0) )

(voir Figure 46).

(iii)  DOn déduit de (ii), et de la stabilité des courbes invariantes norma-
a4
lement hyperboliques, que chaque point (HNQ o) € r' est en fait centre
d'un double cbHne effilé formé de valeurs de (’,(,a) pour lesquelles ?H a
I

posséde une courhbe fermée invariante C ™ normalement hyperbolique si

|
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(}L‘a)i (Po,ao\ ., attracteur si (H‘q) est d'un coté de (Ho ;ao) ,

répulseur s'il est de 1l'autre (Figure 47).

(iv) En un point d'intersection (P,@l) de deux des demi-c8nes ouverts dont

il est question en (iii), ?P a possdde deux courbes fermées invariantes C

~1'une attractante, l'autre répulsive.

(il ne faudrait cependant pas en déduire que ? "ressemble"” a N}‘ a ).

‘u,o.

Figure 45

Figure 46

Figure 47

3. Les démanstrations de ces résultaté reposent sur une analyse des
structures obtenues dans 1'espace des parameires (,ua) lorsqu'on -s'inté-
resse aux Nlufaayant un cercle invariant tj tel que NPO‘ , *@ soit
une rotation de nombre de rotation fixé.

Plus précisément, on montre facilement que

(71) Cw = {(H’Q) 1 il existe un cercle Ew a invariant par NP'Q

! r w
tel que N & =R } est une courbe C si (0,0) #0
P,a} opa W 28 )

(on identifie un cercle |5‘ = § avec R/Z_ par 9I———> fe- ;

R(,u correspond donc & une rotation d'angle Qi w).

De plus, lorsque ‘0(0;0))0 (resp.40) ', Cwest tangente en un unique point
’a‘w a I osi W ZWelresp. w £ Oy ) (la fiqure 48 représente respec-

tivement les quatre cas génériques; on a toujours Coz <, £ CJ_1).
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Figure 48

Nous pouvons introduire meintenant ce qui, dans [Ch ] est appeld '"systéme
de coordonndes" adapté & un ¢ ( G, 8i m (o, o) )
Pour (}J. a} proche de 2*‘ y Soit r(a) }.1 o.) 1'unique solution positive

proche de O de 1'équation

(72) %w (H,a.,r*(w,t;,a)ej

a oppliqee le cercle Iél =p (w, J-l,o\ sur le cercle

,b):r‘(w,rl,l) ["f+¥(!.1,o.,r‘(w,}_l,o,)a)] ;.)ar la rotation Qw . Posons,

pour o0 donng,

\?:10(‘!401" }Ja))(la courbe Cwest définie par ¥ =z 0 )
- g - (PQP(G)PQ)) %»—-—(parw}& )r(w}*a)

T=2 3‘0(,.“1 rlw, u,a) ).r‘(co,,u,a)z.of

}":],:r‘(wrta) (1+ o o) ™)

Cn montre que

1~ 1'application (I)w :{F,a)%—ﬁ('ﬂ&) est un difféomorphisme local au voisi-
nage de '3\ y POUTVL que (W soit assez proche de Wy ; son déter-
73]

minant jacobien au point ’a‘ est en effet dgal &

(K, cu\)ow*o(fw ot Y, = (Poiw) fw-‘”(“ Fy cﬂ'

2~ Soit (\?,E :@m (}4‘,0.) : 8i ((4. a)est voisin de (0,0), et si «
est assez petit, NP a définit un dlf‘féomorphlsme de x[-—'{; +"]

sUr un voisinage de T-T%{oz dans 77"{ X [R de la forme suivante: i

T TR L N e e re 2 m a r re s o e . -

™) [ r*(w,r.,ad 14 oo est un meilleur changsment de varishles ; il
permet en particulier de choisir X = 1 dans le lemme (75) (Note

ajoutée sur épreuves).
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N"L:Q‘» ((9.'0_): ®’ = <m
® =8,w4+7040(Ta) 0?0t ) ...+ 02 ")
> = g-{?— +(‘f+£)0'+0[(€-‘?)c{ +’t‘r[w,l,t,a) ]U‘+...+O(?:‘ ol )g-

(74)

o0 les termes notés O(‘x.) sont de la forme X ,d .LP(w’Ha,)Jﬁentier }, 1a) ,
] o0
\p fonction C définie au voisinage de (0,,0,0) .
La signification de ?’) &- ) & apparait claircment sur cette
formule : ce sont respectivement le twist (cisaillement tangentiel),
la "translation" (différence des rayons) et la contraction normale,
assocides 2 l‘applicatljon MHfa au volsinage du cercle {9[:1‘(&3,#,‘1) .
Remargquons que lorsqu'on parcaourt CC-U (‘O = 0) s le passage par
g4 (é‘ :0) correspond & un changement de nature (attractant ou répulsif)
w .
du cercle invariant {é' 3 F(LJ,P,CL) de NP’G . C'est ce fait qui va
nous permettre de prouver que, pour un Cantor de valeurs de (}«l,Q) proches
- . D \ C™ i nvars
de , le difféomorphisme \ P a posséde une courbe fermée invariante

non normalement hyperbolique.

Le lemme fondamental est le suivant :

2
Si ot:fi ,l&léfci , ¥ P, mas ,(Q,e):i)w(}.t,a),

32 32
on a PP,CL(S'O—) :(61-6)1-?."00--}’(&) Aw,P’Q(GIO') 3 0'+'t'w BCU,}*‘O‘(GIG'));

(75) ) N ¢ . .
ol ’C"w :?’(&J,Hm’aw):-&f&) +0 {féu ) , et ol les fonctions

A , B , sont bornées en norme C (pour tout ﬁ. } sur
wpe T

—n--fx [‘4 )+4] uniformément par rapport & L ,}4 , Q. vérifiant

les conditions ci-dessus.

Pour contraste, dés qu-'on s'éloigne de fa"w , on a des estimations du type

"hyperbolicité normale", ob le r8le joué par T dans (75) est maintenant
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tenu par £
on+d

sia= €7 odrfupd) ® <Jef, ¥ <&, (v)=0 (1)

on a
e 32
(7.6) ?P'O(G'O‘):(@fw-rlfl wa}qu (8’0-)}(‘1+E)0_+|£, DGJ’P‘Q (9’0-))’
ou les fonctions C, et D sont bornées en norme C

1l ,Q wlpfa
(pour tout % ) sur T["*K[—'f, +1 ], uniformément par rapport & (W ,

}A , 0. vérifiant les conditions ci-dessus.

La Figure 49 représente le systtme de coordonnées (‘Q, E) au voisinage de 24 3
w
la Figure 50 indique les z0nes respectives de validité de (75) et (76)

: 2
(les deux figures sont faites dans le cas ol 7a—w— (O, O) >0 ).
: . a

figure 49

Figure 50

Nous supposerons dorénavant satisfaites les hypotheses de (75) ; on peut

Wk 0

]

i o t sont ch 1 d'
voir que A ( o) e E’)wltl'&(gfo-\) sont chacun la somme d'un
polynéme en o (indépendant de 8 ) et d'un terme de la forme

m-3)/2
PRy

(9,0“> ; 51 ce terme supplémentaire est nul (cas de
9 s, '.t'_ o

la forme normale NP'Q ), le cercle- 0" = Q (c'est & dire [3|:r{w,}1,a))

est appliqué sur le cercle "translaté" (au sens des coordonnées 9,0" )

W

A . Un théordme de Riissmann (voir [ Hl] ) adapté 3 notre

j)-&
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situastion (voir [Ch3] appendice : c'est la que viennent les conditions
parasites provisoires sur W, ) nous permet d'affirmer qu'une situation
analogue se produit dans le cas général a4 condition que (W soit mal
approché par les rationnels (i.e. 3 C., ]5 > 0 tels que pour tout

P C

rationnel - , ](,.,)_ﬁ- > _mi_.fr; ; la condition parasite disparait
| 41" |

si on peut remplacer C par C T ).

Plus précisément, dans le domaine de validité de (75), il existe,

0 ~S
pour de tels Qo , une unique courbe fermée C , z? d'équation
. w,p.a
o= \}) (3) , que I applique sur la courbe "translatée"
a0, P’a‘ P.
o0

d'équation O = (@) PL par un difféomorphisme C_ con jugué

f’«’ A a ,

5 K (on parameétre les deux courbes par 8 .
Lo .

Le Lthéortme de Riissmann est déduit dans [Hl] du théoreéme de fonctions

implicites de Hamilton ; ceci a pour nous une conséquence fondamentale:

0
la "translation" A_ dépend de maniere C { C'isuffirait), dans
W p.a 32 3/
un sens raisonnable, des perturbations T', _A et T . 5 )
W w, Pla' G &, }-1 @

et est done proche de —3 si @ est proche de %W, (il faut bien

0
entendu des estimations précises).

On en déduit gue, si ¢» est assez proche de (), (et M assez grand),

s'annule sur une courbe C’o; d'équation V=1 (E) , ol
| a
- — | t t he de O (Fig. 51).
[ f&)’ .&,] ’ 530, ) j) ] es e proc e de (Fig )
Si) %w({‘* '): f(&) E) (c'est-a-dire.si (}4 a\ € C ) , la courbe
\ewlp"a est donc laissée invariante par ?P,CL y € , ff
est C % conjugué 3 R

- s

Figure 51
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Nous venons donc de trouver pour ? 1'analoque de Ctu y et en fait

U, a
1'analogue des courbes N = constante (les courbes o = cste)

C(Jf!"hl‘Q

lorsque (0 est mal approché par les rationnels.

Nous allons maintenant trouver 1'analogue des courbes & = constante :
Y

par un changement de coordonnées ((9/ Q—\ﬂ—,’* (€ , 1) tel que l?w

s'éecrive X -0 , ? devient
Q.

o0 P, (8= (Sew, 000, R VST ER)

Au voisinage de 'Ep Lg) est proche de 4 | done
w0

Co HW

positif ; puique (O est mal approché par les rationnels, 1'dquation aux

différences

(78) l‘ogé,p, (¢,0) - Log ’r*““‘(é\} gxwka )JLOQX (é\,iﬁ

0
a une unique solution y (g\ C et proche de 1 (démonstration

G)’Fla

Par séries de Fourier).

Le changement de variables

(79) ( £ L3 RSN ( : y - B )

P

transforme slors L en

l,a
(80) t_t E'g (E A O( ) ?-xF“:Logxw‘Pra(E)dg]jj*0(32‘))

™
pourvu que (qu) E Cl.o (i.e. que ED a soit une courbe fermée

_— UJ/P

a

1nvarlante de ' H




51 (W est assez pfoche de (W, , et M assez grand, 1'application LPQ)

définie par

(a1) “"w(*&):(%,@“*(va ”PH °3xw,%“w,e)(£)dg])

6

_ b
~est un difféomorphisme de [_f s Y ] [ ﬁu y fL)} sur son image et
w .

cette derniére contient (0,1) (Figure 52 sous les mémes hypothéses que
¥
49, 50, 51). Soit /J« ( ) (o 4) : on déduit de (80) que 7.

- W
est 1l'unique point de la courbe CCU tel que la courbe invariante fzv ‘ﬁ
[
L
de \ ~ soit non normalement hyperbolique, ce qui démontre toutes les

Ty

assertions du paragraphe 2 .

Remarques

1- Méme pour les valeurs de (}l,a)telles que E)Pva‘ait deux courbes

fermées invariantes (:co y 1'une attractante, 1'autre répulsive, on est

loin de pouvoir décrire complétement la dynamique de E?fL at les bassins
’

d'attraction ou de répulsion des courbes sont 2 priori trés étroits et il

est vraisemblable qu'existent entre eux des points périodiques homocliniques

du type de ceux décrits dans le chapitre V.

2- Le théoreme de Riissmann était initialement destiné a prouver le théoréme
de Kolmogorov.Arnold. Moser : dans ce dernier, la condition de conservation

de 1l'aire intervient en effet comme une ccndition de codimension 1 : chaque

courbe fermée entourant 1'origine doit recouper son image. En particulier,
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si la dite image est une courbe "translatée", la translation ne peut étre
que nulle. Dans la situation dissipative que nous avons considérée, c'est
la présence de parametres qui fournit des valeurs de (}A ,a) pour lesquelles

la "translation" s'annule.

On remarquera que, contrairement & ce que semblait penser son auteur 2
1'époque, le théoréme de Riissmann n'est nullement artificiel : il suffit
de le comparer aux propriétés caractéristiques (*) des difféomorphismes

A/ énoncés en 11.3 .
o

3~ Sivomse débarasse-cffectivement-de1'hypothése parasite discutée au
G \t.'L{,'\,_\c&,C‘f WAVt o ! .

=
débutdu paragngphe.z,,on obtient un Cantor | de mesure positive (en

projection sur 1'axe des Q).
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V. BIFURCATIONS DE POINTS HOMOCL INJREES

Vows vous étes abordés
; Comme coquelicol et ble
! Ma §{&fe, ma f<fLe, je tremble

1 , René Char

Dans le chapitre précédent, les techniques fournissant la

2
structure générique d'un difféomorphisme local de R préservant les zires

au voisinage d'un point fixe elliptique ont permis d'établir 1l'existence

de courbes fermées invariantes non normalement hyperboliques de ?f’ , bour

certaines valeurs de /H‘o) voisines de r1 : le Cantor de courbes invariantes

d !
de la situation conservative est devenu un Cantor de valeurs de (}1,“) 3
en quelque sorte, la situation conservative générique a été "déployce"” dans
| RPN « B e N
la direction de (de méme que, dans la bifurcation de Hopf, la situation

linéaire elliptique est "déployée" dans la direction du parametre

(Figure 6) ).

Nous poursuivons maintenant 1'analogie au niveau des points péricdiques
(%)
e R s ) o I ,
homoc 1 infeties %_ngai\F, o det Abie peradges

Alors que dans le cas conservatif générique, tout voisinage de 1l'origine contient
relahd & vy A0 jenipiste
un point p#ffedique homoclinigde transversal¥dont la période tend vers

1'infini lorsque le voisinage se rétrécit ( [Z] ), nous allons montrer que

pour une famille P générique, étant donné un voisinage L. de 0O dans

2 ok
ﬂz , 11 existe une valeur de (k{,a) dans L}_ , proche de (0,0), telle
5wt
que Pfi " posséde dans (L un&éﬁﬁﬁ%&é
(voir [Cha D .

fgee homoclinf@le transversale

. y ]~ . ¥
oo leve A o g ey (*\{Uw-—v L' ‘Q L0 Lhtn Ag ot bes

(»\) Ra U elang Ciul W { v kY ‘ | 7
oy, b wuie, de 2 pas f“&‘(‘“<kﬁﬁ~bs efjoabenant

L\E e (J G '\,LA-Q-L\,.,\(‘ Gl K"\:.f"‘ﬁ' 3
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Remarque

Jusqu'ici, le mot "générique" signifiait le plus souvent "pourvu que
certaines expressions algébriques ne s'annulent pas" . Dans ce chapitre,
la signification est (comme dans [ 7] ) plus restreinte : c'est la géné-
ricité au sens de la catégorie de Baire (propriété vraie pour tous les
éléments d'une intersection dénombrable d'ouverts denses) telle qu'elle

intervient dans la théorie de la stabilité structurelle (voir [S] ) .

Comme dans [Z] , on commence par considérer des familles de difféomor-
phismes analytiques, que 1'on rend génériques par une suite infinie de
modifications élémentaires.

Nous nous bornerons ici a la description de ces modifications élémentaires.

L"idée principale est de trouver les points périodiques comne
traces des bifurcaticns qui se produisent lorsque W, prend des valeurs
rationnelles (souvenir des résonnances). Pour cela, on plonge comme dans
; P - P ; . . . il T
ITI.3 1la famille é¢tudiée dans une famille a trois parametres U peul” fuppered

5

% ' il . . iy s ’
de la forme swvaulte )( & teed pedf Gulon o S’ C cautladd e % E rx’(““"*’) :
Naw e g 7

‘D
]

‘6.'(.*5*]' :.q"‘f q
p ?PJO'{(é):NF,a,t(i)+e C.3 +O(’é] ) ,\2 C.'réel i(}} ,'2)
1 %ﬂi(ﬁu . HLag(y,a,é
NHIQ.JC (é):e i )é(‘H- T(}J,Q}léﬁ))é’. q

DE(raX) = b eaX e (el X L
3, (faX) = ol -Loby (pax oo,
aj(olo):_«{ p bylooysd (0 0y =

__D]Tr

que 1'on comparera a (56).
Dans la suite, on supposera t < o assez petit.
Tous les calculs faits en 111.3 restent valables; on garde les mémes notations

'o(% By B Ty e (vedn (57), (59, (63) ).
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Exercice

Montrer qu'on a les évaluations grossiéres
¢ |
2 2 ~opd L
d\q(rq)_-ﬁ NCIQ(H’O'P)’ O(C,(r'i)'\‘ﬁl"g‘; (t-knarr‘q) ’

Tb(r)mq (Fa,r), Sqmq-c

Le changement de variables (60) conduit sux formules (61) dunt
-9
: b o .

on déduit comme précédemment l'existence de Zq points fixés par

pourvu que

5 -2
(83) lD(q (r;) _4\ < a" f‘z; , B‘ assez petit .

Remarquaons que cette condition signifie exactement que (Fa) est assez

proche de la courbe (comparer & (71} )

(84) C— ) { ER l I1 existe un cercle t?f. . invariant
E IQI
§ 11
par NP + , tel que a'tle _Pr}
P 1 F Q t q
dont une équation est justement dq rqa) 4 -0 , puisque la derniére
condition équivaut, si t est proche de O, :‘a( ‘ c‘: Identité
Hat et
(on sait a priori que c'est une rotation car N}A a t est une forme normale,
' ,a,
et si r est assez proche de — , on a F = P’

. Notons @N"’{’)’fv(ﬂ> , V= A2, 000, '?Jq les points fixes
de % ?
Koat |
© . O (¢
(85) { ’\’((3) ¥ kﬁ /2 -
= " d
? S)‘\P il

ainsi obtenus, et faisons le changement de variables
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dans un anneau entourant le cercle j) =4

Si, en plus de (83), on impose que

(86) &’q (rqz) = O(f’q) ' (notations de (&3) )

c'est-a-dire que (}A O.) n'est pas trop loin du point ’d’\ (i—) 3 C.E( ) ,
1

on obtient, 1

F:Qt(w,x):(k\) xq)
'?":\
(87) “f) = P+ W*‘sz( ) r ?‘+O(q !
c' {)S!‘ Sm-&uc,(«}) |*f+~?,:¥( )qujx+ O(}";/aﬂ)

(N pair correspond aux cols, N  impair aux centres, puits, ou sources).

Remarquons 1'analogie avec les formules de [Z] , la seule différence

v 2y .2 . o
provenant du terme ¢ « (I“q ) l"c1 o qul s'annule en particulier au
paint (t)

"}
Trés pres de gw’({\ , ¢'est-a-dire de la courbe || » Plus précisément
dés que q
-
(88) %, (ry) =0 (f‘f1 )

ce terme disparait et on retrouve les formules de [Z] dans le cas conser-

vatif,

. N F vﬁr)»'m_:ﬁ L O
Lorsque N est pair, ? }L 't est proche¥de 1'application "solution au
. "

temps 1" de 1'équation différentielle

(d\? “zﬁ(r)r‘/x
(89) |

[4

o2 a
rr!H !

2 . - N y\ Lt
g r‘q Sim ‘2“61 k})+( D(q (f‘q)f‘q X

1 ————————




il

c'est-a-dire (avec les notations de (63) )

3ty I NI R ~ gyl dY
(90) a_{z =< gq ﬁq(r‘q ) rcl Sim -an‘y ) okq(rq)r*q T

~ )
qui admet la fonction de Liapounov (de Hamilton si diﬁ(r ): o )

9
- ~ e v § 3
(91) F(ac,&\));zﬁq(r:)r‘q —E—+~;I%q cos zuq‘{J

(équation du pendule avec frottement).

le portrait de phase de cette équation est donné sur la Figure 53 pour les
~ 2 \
diverses valeurs du frottement z,dql}“q) r; ; on a indiqué sur la Figure 54
|

les régions correspondantes de 1'espace des parametres.

[xercice

Calculer 1'angle des variétés stables et instables des cols en fonction de

g , et donc de ¢ (on trouvera une expression qui s'annule avec C ).

9

figure 54

Remarquons que les variétés stables et instables de deux cols consécutifs
de 1'équation différentielle se traversent lorsqu'on passede 1 & 5 .

On peut montrer que la perturbation qui fait passer de la solution au temps 1

des diverses équations (89) {(correspondant aux q cols) a l'application
YC\
poo.t

est suffisamment petite pour que cette propriété soit préservée.
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Un argument standard permet alors d'affirmer gue 1'intersection se fera
transversalement en général, CQFD. (Figure 55 ol le mouvement d'ensemble

est indiqué).

Figure 55

Remarques

l- lescas 1 et 5 correspondent 3 des valeurs de (P‘,Q) en dehors

4 . P . . s
de U (%\ ; les points périodiques appartiennent done 3 une coutrhe
différentiable invariante de v . 4 - Cette courbe est un atlracteur
R Y
en 1 , un répulseur en 5

Z- Un simple arqument de continuité rontre qu'il existe des valeurs de
{H'Cl\ proches de a\i_({) pour lesquelles les varidtés stables et
instables de deux cols consécutifs de périonde 1 de ?jP.D_% sont tangentes ;
il est alors possible que des phénoménes du type de ceux décrits par

5. Newhouse ("infinitely many sinks") apparaissent .

5- Lorsqu'on s'éloigﬁe de la courbe CZE fr) ,» les points périondiques
s'éliminent par paires ; preés de /?£ (f? on obtient ainsi des valeurs
de { H,;1\ 3u volsinage desquelles se produit (en plus conplexe)
1'analogue pour les difféomorphisnes de ce que Bogdunov a décrit pour les
champs de vecteurs (voir [Al] Figure 135) : on peut donc s'attendre 3

de noﬁuelles bifurcations de Hopf pour :? 1 , eto...

p,a,t

Figure 56
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4~ Pour une famille donnée 1'existence de points périodiques se

F. Qa

montre directement par un argument du type Birkhoff. Lewis (Figure 41) 3

condition que la période q ne soit pas trop grande par rapport a la

-
}4 a, o

distance ]u)o -7 } (par exemple si F.CX est de la forme

“ (voir (B82) ) avec l%\ assez petit) : en suivant un chemin transverse

a C'E. dans le plan (HIQ) , la courbe transformée '"radialement" par

?C1 \ est & 1'intérieur puis a 1'extérieur de son image ; il ecxiste

donc un moment ou elle rencontre cette image (en général transversalement)

la continuité de la dépendance par rapport a (P ,q) vient de ce qu'une

telle courbe s'obtient & partir d'un banal théoréme de fonctions implicites.
Si 1'intersection est transverse, il y a un nombre fini de points périondiques

"explose" en une

&
de période 1 , et la courbe définie pour hJLJ 5

courbe épaisse (voir Figure 56) (:I. de valeurs de (%{,a)pour lesquelles

P posséde une orbite g-peériodiquedt wawfue o rotahan {

‘p e {

5; Dans le cas conservatif générique, chaque voisinage de l'origine contient
un point homoclinique transversal. Si @, est irrationnel, ceci prouve
géométriquement la divergence des séries transformant un tel difféomorphisme

(supposé analyvtique) en une forme normale : cette derniére devrait en

effet laisser invariant chaque cercle de centre l'origine.

41

- N N & = p A= o)
(J ) ! A\/I(‘-—u ¢ (,'[ es ‘—}/t el 7L Lo AR /c‘f(, - ;‘ / oo 00 fr‘ﬂ,u v dazy @LL\]
~/ Q ( < = : - v
pems da, Cp N (e {'CU o tufetile & lavhn ) e whBhand
‘ L w : i L 0.
o 1 n K'Tf'tl "’;>.,£'1f1.'-t’. el ‘Qﬁ(\d‘k( Yol (J@ &w&élm\cf«t.e, (e ﬁ ALTTCOLLL lgu A ﬁ
VAL WINANTAA / E

e " s
el Ry R, e €
k S,\. o l.\c\ic'w.\ [JPRSERTIN e (/Ll:‘\“ ve (oo oeele ke ( _f_; firad veind S (

e, ‘rL. ootz {V"“‘UQN '

T LMHVL(A<H) Y s 9 ?Aumc(

| ) N v—‘bi\&"‘_-'\ /“:_ - :
. S . = —
P : S (& -
(e ‘QE V7, ~_ = ,j§J

At

P&

3 y o : - = =
Y 5 /4\\ e E
\w\q \»\ Eo ,a.xxa,\Q\ u\,w\ O |u,u - ke
" ((&'4 C; th\v‘ulm{) " \L\“ PETEY - .

N

- T U

J ‘ », -
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CONCLUSION

Nuit putrdde et glaciafe, épouvantable nuit,

Nuii du fantdme infirme et des plantes pourries,
Incandescente nuit, fLamme et feu dans Los pusits,
Ténebres sans éclains, mensonges et roueries |

Robert Desnos.

Les deux voies évoguédes par Lefschetz se sont rejointes : des
la codimension deux, des phénoménes de type conservatif se présentent
"déployés" au voisinage des hypersurfaces de l1'espace des parametres qQui
correspondent 4 des formes normales ayant su moins un cercle invariant

non normalement hyperbolique.

Ainsl qu'on a commencé de le faire au début du chapitre Vv,
on compare dans la Figure 57 les couples

(difféomarphisme lindaire elliptique / Bifurcation de Hopf générique)
et

{difféomorphisme conservatif générique / Bifurcation de Hopf de codimension

deux au voisinage de |'& ).

figure 57

En fait, la Figure 57 n'est qu'un lointain reflet de la réalité ; en
Fraivanany

particulier, des points perdodiguen homocliniggesYpeuvent a priori coexister

avec une courbe invariante.

Un exemple intéressant est abtenu en composant un difféomorphisme
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conservatif générique J% avec une famille &4 deux paramétres ’V}x‘q de
formes normales comne celles que nous avons considérées (voir (32) et (35) ) :
On peut s'attendre & voir apparaitre des "attracteurs de Birkhoff" (voir {B] )
construits en composant un difféomorphisme conservatif générique f% avec

un difféomorphisme ayant une courbe fermée invariante tres légzrement

-attractante séparant en deux une zbne d'instabilité de J%

Une fagon de montrer 1'exislence de tels "attracteurs" dans une famille

~

générique % 4 deux parametres serait de trouver une des courbes C ,
} i “

1.Q

~S 7

et une des "courbes épaisses” C.p s'intersectant dans une zBne de C,
o _Q]- b‘au& VaYiauwe q

pour laquelle ! possiéde des points 5@%&@&%@mg&rhomoclinﬁ&ﬁesy)et

}.L '

dans une z8ne de C,, POUT laquelle ?’P a pass&de une courbe fermée

-

invariante { repulsive. 1l existerait alors un anneau ,A invariant

—

contenant une orbite 258 88 homoclinigfe et 1'"attracteur”

par ?P-a
serait 1'intersection des itérés de cet anneau (Figure 58); malheureusement,
les estimations dont on dispose ne permettent pas d'assurer que cette

situation se produit en général.
Fiqure 58

On peut retirer de ce qui précéde le "slogan" suivant : pour étudier les
bifurcations génériques, au voisinage d'un point fixe, de familles de
difféomorphismes locaux de ﬁ? , i1 est utile de comprendre la structure

de ceux qui préservent les aires.

Ces derniers concentrent en effet dans leur structure les
éléments (points périodiques, courbes invariantes, ete...) qui, dans des

familles génériques de difféomorphismes ne préservant pas les aires, apparais-

sent un & un pour différentes valeurs des paramétres (voir Fig. 57) ;
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la Figure 59 donne des exemples de champs de vecteurs et de difféomorphismes
conservatifs pour lesquels le lecteur pourra chercher des analogues en

théorie de bifurcations :

Figure 59

Je finirai par deux commentaires

Le premier sur le fait, qu'en général, 1'ouvert de 1'espace des difféomor-
phismes d'une variéteé formé par ceux qui possédent un attracteur d'up
certain type (autre qu'un point fixe, par exemple une courbe fermée) est
"bordé" par une zone complexe dont la structure est au moins aussi riche

que celle du produit d'une variété de dimension infinie par un ensemble de
Cantor ; le probléme de la bifurcation de cet attracteur en fonction de
parametres n'est donce pPas un probléme local dans 1l'espace de ces paramétres,
Cependant, dans le cas 0l une courbe fermée attractante d'un difféomorphisme
local de ﬂ?z’disparait par "collision" avec une courbe fermée répulsive, les
deux courbes venant de naitre d'un'point fixe elliptique (chemin transverse
a | ); il y a une probabilité non nulle (& condition d'avoir effectivement
. ~

montré que la mesure de | est positive) de rencontrer une valeur du

paramétre pour laquelle le difféomorphisme considéré laisse invariante une

oo
courbe fermge ( non normalement hyperbolique .

Ceci donne un intérét ay probléme local de bifurcation consistant 3

comprendre les déformations possibles d'un tel difféomorphisme.

Le second commentaire concerne la notion d'attractivité

(répulsiviteé) "vague", c'est 3 dire "non lindaire" (ou faible) telle
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qu'elle est postulée en (33) :

si Y est un difféomorphisme local de ({R O} dont la dérivée en 0,
D?[OB, est elliptique, les termes non linéaires du développement de Taylor
de ? en O font génériquement de l;origine un attracteur ou un répulseur
sauf dans les cas de résonnance forte {(dont on comprend cependant la dyna-
.m.ique locale, voir chapitre 11, § 4).

11 n'en est plus du tout de méme lorsqu'on remplace le point fixe O par
une variété invariante V (une courbe fermée par exemple) d'un difféo-
morphisme de \Rm , M 2,2- .

La derluce SY (0\ est remplacee par une application "skew-produit”

StV x\? -k — Vi« rR r?v = JL\'m.V} de la forme

‘b(@ x) - (L(Q), A(@) x) ' , ol { est un difféomorphisme de Y
et A {’9) une famille de matrices inuers.ibles M x M paruanétrées par
eV (on a supposé le fibré  normal de Yo dans R ™ trivial).

Le spectre de D?(OS peut étre remplacé par le apectre de la transformée

de graphes /c) de S , définie sur 1'espace (V ﬂ') )

(par exemple) par

S(r_;rapl;le (P )= -graphe ({f\P)

Mais, méme si le spectre de /5 est contenu dans le cercle unité de T ,
on ne peut en général rien dire de la dynamique de S ; par exemple, si
\/ est le cercle et 4 une rotation irrationnelle, les orbites peuvent
gtre localement denses et le slogan qui.précede devient vide de sens
c'est comme si la géométrie d'un difféomorphisme local générique de [
préservant les aires était remplacée par celle d'un des exemples d'Annsov

et Katok cités a la fin de 111.2 ).

Ceci explique que des hypothéses tres fortes doivent étre faites pour
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assurer la persistance d'une courbe invariante pour de petites perturbations
du difféomorphisme (comparer 3 la fin du chapitre 1) ou la bifurcation
de variétés invariantes telles le tore (voir par exemple [Ch. 1], en

particulier V.3) .

La seule facon d'éviter partiellement ce type de problémes est de consi-
dérer des familles dépendant de suffisamment de paramétres pour contenir

la naissance de la variété V a partir d'un point fixe. Mais de toute

fagon, les problemes liés aux "skew-produits" persistent.
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LEGENDES DES FIGURES

FE -2 i

5 G =a,b,¢.., G(y=a,b,c

L'équation de Van der Pol pour P. voisin de 0 :

R N L

%fé - - X
i
Sur la partie gauche de la figure, une orbite périodique vient

d'apparaitre par bifurcation de Hopf.

(1) Rotation

(2} Point fixe attractant

(3) Point fixe vépulsif entouré d'une courbe fermée invariante
(4) Point fixe entouré d'une 26ne ergodique (Anosov et Katok)
(5)  Point fixe entouré d'un Cantor.de coubes fermées invariantes

(situaticen hamiltonienne générique).

La linéarisation de PL4 ( u i‘C‘) se fait obligatoirement dans un

‘voisinage de 0 trop petit pour voir la courbe fermée invariante

apparue par bifurcation en FL = 0.
Cas N =1.

Cas N = 2 : 1'axe Po= 0 est une ligne de points de bifurcation de

Hopf, générique si P4 qﬁ(L

Cas N =1
Cas N = 2
an _,
i)o (9\ = e 3 '(é 1L )
< P
Les droites f) = _MZH: , £, =0, 1, 2, sont permutées par P0 ;

l'origine n'est ni attracteur, ni répulseur.
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Figure 34  Exemples de déformations dy difféomorphisme Po de la Figure 33,
On a représenté les variétés stables et instables des points périodiqy]

de période 3 et les éventuelles courbes fermées invariantes,
Figure 35 Une autre déformation du méme (comparer ay Chapitre V),

figure 36 Cas N = ].

- +
Figure 37 Cas N =2 . [° (resp. [—1 ) est contenu dans le contour apparent

de §t: /F,F?’):O (res. ﬂ:(f.x,l"e'):o ).

tigure 38 Domaines d'hyperbolicité normale.

. . 9
Figure 40 le cercle b‘ =r est transformé "radialement" par N

i pot
Figure 41  Suivant que la courbe transformée "radialement" par P’A ¢ intersecte
- I
bunon son image, on abtient ou non deg points périodigues de période f.‘t
de 7
ot 2
| ¢ . 14(0,0) 5=
Figure 42  le domaine ) P ¢ approximativement H -e—  t I( 'J'“,"
Y bi(o, 0)
On a représenté le cas ol G.l(U,D): -1, bl(D,D) = 1.

L'orientation bizarre de 1'axe des t vient de ce qu'on le pense

comme un morceau de cercle orienté dans le sens trigonométrique.

Figure 43 On a représenté une partie des valeurs des paramdtres pour lesquelles

Jrct

le difféomorphisme 2 e, € ? (5) posséde des points périodiques

J
proches de 0 : la famille PI“L est supposée générique, et telle que

Spectre DPP (O):{;{Pﬂi#} )AP :{1+F)Ao ’Mo[:‘{, )(Z#‘/ pour ‘T<5— .

Figure 46 Cas 7) (O, O) >0 ; A= attracteur, R = Répulseur .
A
Figure 52 En tous les preints de C P ‘a pusséde une courbe fermée (.

W,

~
invariante Fw’ p,a attractante (A) si (}L,a) est 3 gauche de X‘w, ‘

répulsive (R) s'il est 3 droite.
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figure 23

fiqure 54

Figqure 56

Figure 59

43

L'orientation de Lt) correspond a celle du cercle.

Lta figure correspond a NP a ¢ Pour t £ 0 petit Fixé,
! )

Les points 1 , 2 , 3 , 4 , 5 sont voisins de CP{t)et

T

peuvent en particulier étre choisis sur cette courbe.

s ’
La région C e (f\ est l'intersection avec un plan "t = constante"

de l'analogue & 3 paramétres de la région b p représentée sur la

Fiqure 42, q

Ces figures ne sont bien sdr que qualitatives.
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\;r

/

‘u: 400, 3= 0,93834+04513 ' fﬂ'—’iOOI ds 0,9384‘1‘0‘#51%
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