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ISAAC NEWTON

(1642 - 1727)

PHILOSOPHIA

NATURALIS

PRINCIPIA
MATHEMATICA

Aurore 5. NEWTON, Trin. Coll. Cantab. Soc. Mathefeos
Profeflore Lucafiano, & Socictatis Regalis Sodali.

IMPRIMATUR:
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Fulii 5. 1686.
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Isaac Newton Philosophiz naturalis Principia Mathematica Liber ter-
tius Propositio VIII Theorema VIl “S: la matiére de deuz globes qui
gravitent l'un vers l’autre est homogéne & égales distences de leurs cen-
tres-: le poids de l’un de ces globes vers lautre sere réciproquement
comme le quarré de la distance qui est entre leurs centres” (traduction
de la Marquise du Chastellet). '
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EMMY NOETHER (1882 - 1935

13. Invariante Variationsprobleme

Nachr. v. d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1918, S. 235-257

Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 26. Juli 191817).

Es handelt sich um Variationsprobleme, die eine kontinuier-
liche Gruppe (im Lieschen Sinne) gestatten; die daraus sich er-
gebenden Folgerungen fiir die zugehtrigen Differentialgleichungen
finden ihren allgemeinsten Ausdruck in den in § 1 formulierten,
in den folgenden Paragraphen bewiesenen Sitzen. Uber diese aus
Variationsproblemen entspringenden Differentialgleichungen lassen
sich viel prézisere Aussagen machen als iiber beliebige, eine Gruppe
gestattende Differentialgleichungen, die den Gegenstand der Lieschen
Untersuchungen bilden. Das folgende beruht also auf einer Verbin-
dung der Methoden der formalen. Variationsrechnung mit denen der
Lieschen Gruppentheorie. Fiir spezielle Gruppen und Variations-
probleme ist diese Verbindung der Methoden nicht neu; ich er-
wibhne Hamel und Herglotz fiir spezielle endliche, Lorentz und
seine Schiiler (z. B. Fokker), Weyl und Klein fiir spezielle unend-
liche Gruppen?). Insbesondere sind die zweite Kleinsche Note und
die vorliegenden Ausfilhrungen gegenseitig durch einander beein-

1) Die endgiltige Fassung des Manuskriptes wurde erst Ende September
eingereicht.

2) Hamel: Math, Ann, Bd. 59 und Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 50.
Herglotz: Amn, d. Phys. (4) Bd. 86, bes. § 9, 8. 511. Fokker, Verslag d. Amster-
damer Akad., 27./1. 1917. Fur die weitere Litteratur vergl. die zweite Note von
Klein: Gottinger Nachrichten 19, Juli 1918.

In einer eben erschienenen Arbeit von Kneser (Math. Zeitschrift Bd. 2) handelt
es sich um Aufstellung von Invarianten nach ihnlicher Methode.

1918
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CONSIDERATIONS
SUR LE

PROBLEME pes TROIS CORPS.®
pAR M= 1. EULER

1.

Lc probleme o il sagit de déterminer le mouvement de tror
corps qui s'attirent mutuellement, (elon Phypothefe Newtonien-
ne, eft devenu depuis quelque tems fi fameusx par les foins que les plus
grands Géometres v ont employés, qu'on a déjd commencé i difpu-
1er, 2 qui la giotre de Pavorr le premicr eé{olu apparcenoit.  Mais cet-
te difpuce elt fore primermree, & il s'en fuur bien encore qu'on'{oit
parvenu & unc foluiion parfaire du probleme.  Tout ce quion y 2
fair julquiici eft reftreint a un cas s parericulier, ol le mouvement
de chacun des trois corps fuir 3 pery pris les. regles érablies par A¢-
piev; S dans ce cas méime on s'eft borné & dérerminer le mouvement
par approximation.  Daas tous les autres cas, on ne fauroit fe van-
ter quion puile afligner feulement 3 pew peés le mouvement des trois
corps, lequel demeure encore pour nous va aulli grand myftere,
que [ l'on a'avoir Rmais penfé 3 ce probizme.

2. Pour prouver cliirement combien on eft encore éhigne
d'unc olunon completie de ce probleme, on n'a qui le comparer
avec fe cas on il n'y' 2 que deux corps qui Sarvirent motuellement, &
meme svec le cas le plus fimple, ol il sagir de decerminer le mouve-
mear d'un corps pelant projerte d'vne maniere quelconque dans e
vuide.  Er on convicadra aifement qu'id auroit cté impoflible de trou-

ver
(") Lt e 4 Dde. 1765,

1765

Leonherd EULER (1303178 3)



ALEXIS - CLAUDE CLAIRAUT (1713 - 1765) JEAN LE ROND D'ALEMBERT (1717 - 1783)
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DES SCI1ENCES 411

DE L'ORBITE DE LA LUNE,

En ne nagf" igeant pas fes quorrés des quantites de
méme ordre que les forces perturbarrices.

Par M. CLAIRAUT.

J E. fuppoferai ici, comme dans ki folution que je donnai Aﬁ-ﬁ i

en 1747, que les deux orhites font dans le méme plan, LAERSE 21

qu: celle du Salell eft fans exceniricité; & je naurai point &% ’l:*lqi‘
d sux 1emoes qui feroient introduits dans les valers Mm 1753

dcsﬁ:»mc:s@ & I1, fi lon ne négligroit pas fe quarré du

rappont des dillances do Soleil & de b Lunc 3 b Terre.

Ainfi ks forcs @ & I1 front encore

'—'—;:— f%—*‘éwﬁ"?}-&__‘(ﬁ" 7):
"N ¢tant {2 maffe du Soleil, A1 1a fomme des mafles de b
Terre & de la Lune, r le rayon vefteur ede for-

bitc de k Lune, 1 le rayon de Forbite da Solail, 7" Felon-

L’avance moyenne de I'apogée n 'est pas un petlt effet les 3°3' par révolution lunaire font
environ 44° par an, c¢’est-a-dire un tour complet en moins de 9 ans (3233 jours) ! Or a
’époque de écriture de la Théorie de la Lune de 1748, Euler, Clairaut et d’Alembert
s’accordent pour trouver que la théorie de lattraction en V'inverse du carré de la distance
ne fournit que la moitié de cette quantité et, le 15 novembre 1747, Clairaut soutient
devant 1’ Académie des Sciences que la théorie de Newton doit étre révisée par I’addition
3 Dlattraction d'un terme en linverse du cube de la distance. Mais, coup de théitre,
s’apercevant que le calcul des perturbations au deuxieme ordre fournit un terme de taille
comparable & celui fourni par le premier ordre, Clairaut rétracte le 17 mai 1749 ses theses
et annonce les résultats d’un texte déposé sous pli cacheté en janvier de la méme année qui
réconcilie théorie newtonienne et observations (ce texte ne sera publié qu’en 1752 sous le
titre De lorbite de la Lune en ne négligeant pas les quarrés des quantités de méme ordre

que les forces pertm"batmces!

AFmas 1343 (ublic end 752



i i wh i C est le lendemam de cette rétractation de Clalraut que

d’AIembert conﬁe pour prendre date, son manuscrit au secrétaire perpétuel de I’Académie
des Sciences Grandjean de Fouchy. Dans Recherches sur différens points importans du
systéme du monde, il donne le moyen de faire le calcul des perturbations aux ordres sui-
vants sans faire apparaitre d’“arcs de cercle” en suivant le dernier chapitre du manuscrit
de 1748, que nous avons déja évoqué. D’aprés I'éditeur du volume, cette méthode serait

déja contenue dans un pli cacheté déposé a la fin de 1747 et aujourd’hui perdu ; il n’aurait
donc manqué a d’Alembert que d’appliquer numériquement sa méthode pour faire la méme
découverte que Cla1raut Il en retire une amertume qui s expnmera d1x ans plus tard dans




ENCYCLOPEDIE,

 DICTIONNAIRE RAISONNE
DES SCIENCES,

DES ARTS ET DES METIERS,

PAR UNE SOCIETE DE GENS DE LETTRES.

Mis en ordre & publié par M. DIDEROT, de I'Académie Royale des Sciences & des Belles-
Lettres de Pruffe ; & quant 2 la PARTIE MATHEMATIQUE, par M. D°ALEMBERT,
de 'Académie Royale des Sciences de Paris, de celle dePrufle, & de la Société Royale
de Londres. '

Tantim feries juncluraque pollet,
Tantum de medio fimpris accedit honoris ! HoORAT.

'TOME PREMIER.

le tome 9 de I’ Encyclopédie (le volume parait en 1765 mais I’article est rédigé en 1759) : “Je
ne dois pas oublier d’ajouter 1°. que ma méthode pour déterminer le mouvement de l’apogée,
est trés-élégante & trés-simple, n’ayant besoin d’aucune intégration, & ne demandant que
la simple inspection des coefficients du second terme de l’équation différentielle ; 2°. que
j’ai démontré le premier par une méthode rigoureuse, ce que personne n’avoit encore fait,
& n’a méme fait jusqu’ici, que l’équation de lorbite lunaire ne devoil point contenir d’arcs
de cercle ; si on ajoute d cela la maniere simple & facile dont je parviens a l’équation
différentielle de l’orbite lunaire, sans avoir besoin pour cela, comme d’autres géometres,
de transformations & d’intégrations multipliées ; & le détail que j'ai donné ci-dessus de
mes travauz & de ceux des autres géometres, on conviendra, ce me semble, que j’ai eu plus
de part a la théorie de la lune que certains mathématiciens n’avoient voulu le faire croire.




PIERRE SIMON DE LAPLACE ( 1749 - 1827)

"TRAITE
DE
MECANIQUE CELESTE,

PAR P. S. LAPLACE,

Membre de I'Institut national de France, et du Bureau
des Longitudes. '

TOME PREMIER.

DE L’IMPRIMERIE DE CRAPELET.

A PARIS,

Chez J. B. M. DUPRAT, Libraire pour les Mathématiques ,
quai des Augustins,

AN VIL

1798 - 1799
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Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)



SECONDE PARTIE. — SECTION V. 357

stantes, deviendra
2 082 o dQ a2 a2 ‘
.Q: oy ey e e el == AV
A = Ao+ 5-\(5+ Ay +o o+ o +dHAH-+- 5y &+

En la substituant dans le premier membre de I’équation de I'article
précédent et ordonnant les termes par rapport aux différences mar-

quées par A, on aura

(QS—)dtﬁol) Am+<—d£ )A§+(d?dt—61):&/+

d a3
+ (Q_; dt + o:z) A} + d——_d.f -+ 65) Ap + (d“dt—;— gy | Ay +...=o.
o7 AT 2 7 /
Comme on peut donner aux différences Az, A3, ... marquées par

la caractéristique A une valeur quelconque, il faudra que I'équation
soit vérifiée indépendamment de ces différences, ce qui donnera autant

.d’équations particulieres, telles que

0Q =il R

d—dt 82, d—fs—dz__olu, 97(!5_40), ey
g0 09 gRE T e
del — 0z, Ep—d.!_f—-oﬁ, mdﬁ.-'—of,

14. Les différences marquées par la caractéristique & sont propre-
ment les différentielles des constantes arbitraires devenues variables
(art. 10); ainsi, comme ces différentielles peuvent maintenant étre
rapportées également au temps ¢, il est permis et méme convenable de
changer les 3en d, et on aura, pour la détermination des nouvelles
variables e, B, v, ..., A, &, v, ..., les équations

99 4B 92 oA 40

7 e
/-1-‘:@{/[‘!41(“\@\

T e R : ;
0% dp_ 02 " 4 - o0 dleg Q.Ci/(—:@hﬂuj ”[

e SR 2o Hauwilton /!
.,_._'——'__'_. ‘e

qui sont, comme l'on voit, sous une forme (res simple, et qui fournis-
- . . =, n . .
sent ainsi la solution la plus simple du probleme de la variation des

constantes arbitraires.
p
Hawceba u! ebutle
s
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Siméon-Denis Poisson (1781 - 1840)

JOURNAL
DE UECOLE POLYTECHNIQUE.

MEMOIRE

Sur les Inégalités séculaires des’ Moyens mouvemens
des Planétes ;

_Lu & IlInstitut, Ie 20 Juin 1808,

Par M. PoissoN.

L’ACTION réciproque des plandtes produit, dans leurs mouvemens,
des inégalités que 'on distingue en deux espéces : les unes sont pério-
diques, et-leurs périodes dépendent de la configuration' des planétes
entre elles; de sorte qu'elles reprennent les mémes valeurs toutes les
fois que les planttes reviennent & la méme position : les autres sont
encore périodiques; mais leurs . périodes sont incomparablement plus
longues que’ celles des premiéres, et elles sont indépendantes de la
position relative des planétes. On nomme’ces inégalités a longues pé-
riodes , inégalités séculaires ; et, vu la lenteur avec laquelle elles croissent ,
on peut les considérer pendant plusieurs si¢cles, comme proportionnelles

XV.¢ Cabhier, A

1808
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JACQUES HADAMARD (1865 - 1963)



George ‘David Birkhoft, 1913

Ge orqe Vavidh BIRKHOFF
ALy, 4134l

Reprinted from Trans. Amer. Math. Soc., January, 1913, Vol. 14, pp. 14-22

PROOF OF POINCARE'S GEOMETRIC THEOREM
GEORGE D. BIRKHOFF*

In a paper recently published in the Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo (vol. 33, 1912, pp. 375-407) and en-
titled Sur un théoréme de Géométrie, PorNcaRrE enunciated a theorem of great
importance, in particular for the restricted problem of three bodies; but,
having only succeeded in treating a variety of special cases after long-con-
tinued efforts, he gave out the theorem for the consideration of other mathe-
maticians.

For some years I have been considering questions of a character similar to
that presented by the theorem and it now turns out that methods which I
have been using are here applicable. In the present paper I give the brief
proof which I have obtained, but do not take up other results to which I
have been led.t

1. Statement of the Theorem. Poincaréd’s theorem may be stated in a
simple form as follows: Let us suppose that a continuous one-to-one trans-
formation 7 takes the ring R, formed by concentric circles C, and Cy of radii
a and b respectively (a > b > 0), into itself in such a way as to advance the
points of C, in a positive sense, and the points of C, in the negative sense, and
at the same time to preserve areas. Then there are at least two invariant
points.

In the proof of this theorem we shall use modified polar codrdinates y = 7%,
2 = 0 where 7 is the distance of the point (z, y) from the center of the circles,
and 6 is the angle which a line from the center to (x, y) makes with a fixed
line through the center. The transformation T may be written then

¥=9(x,y) Y=v¥(= 9).

The function ¥ (z, ¥) is a continuous function of (x, y), uniquely deter-
mined at each point of R, and so is periodic in 2 of period 2r. The function
@ (2, y) admits of an infinite number of determinations which differ from each

* Presented to the Society, October 26, 1912.

1 Some of my results are contained in a paper entitled Quelques théorémes sur les mouve-
menls des systémes dynamiques, which is shortly to appear in the Bulletin de l a Société
Mathématiquede France.
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52. ON THE PRESERVATION OF CONDITIONALLY PERIODIC
MOTIONS UNDER SMALL VARIATIONS OF
THE HAMILTON FUNCTION *

We consider in the 2s-dimensional phase space of a dynamical system with s
degrees of freedom a region G, represented as the product of an s-dimensional
torus T by a region S in an s-dimensional Euclidean space. The points of the
torus will be characterized by circular coordinates qy,. .., ¢, (the replacement of
Qo by ga + 27 does not change the position of the point ¢), and the coordinates
of a point p belonging to S will be denoted by p,,...,p,. Assume that in the

region G the equations of motion in the coordinates (g1,...,8:,p1,-..,ps) have
the canonical form

dga _ 8 dpa _ O

i e aa=s ) (v

In what follows, the Hamilton function H is assumed to depend on a
parameter 0, defined for all (¢,p) € G, 0 € (—c;+c), and to be indepen-
dent of time, In essence, the consideration below is related to real func-
tions, but imposes rather strong conditions on the smoothness of the function
H(q,p,0), stronger than the condition of infinite differentiability. For simplic-
ity, in what follows we assume that the function H(p,q,0) is analytic in the
variables (q,p, 8) jointly.

Below the summation over Greek subscripts extends from 1 to 5. Ordinary
vector notation is used: (z,y) = 3, TaVa and |z| = +/(z,z). By an integral
vector is meant a vector all components of which are integers. A set of points
(g,p) € G with p = c is denoted by T.. In Theorem 1 it is assumed that S
contains the point p = 0, that is, Ty C S.

Theorem 1. Let

H(@.p.0)=m+) " AaPa+ 1D Pas(a)Pars + O(Ipl), 2
o af

where m and A, are constants, and let the inequality

Andfet Nikelaievitch KoLMOGOROV
A 203 --1987

1954 (original en russe)
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On Invariant Curves of Area-Preserving Mappings of an Aymulus

By J. Moser

Vorgelegt von Herrn C. L. Siegel in der Sitzung vom 16. Februar 1962

1. Introduction .

a) In his stuches of the restricted three body problem Pomcmé [1] was
Jed to investigate area-preserving mappings of an annulus onto itself, In fact,
he stated a theorem concerning the existence of fixed points of such mappings
which can be used to sliow the existence of infinitely many periodie solutions
of the restricted three body problem. The penetrating plOOfS for this ploO'ram
were supplied later by G. D. Birkhoff in [2].

The study of anmuli is of importance for wider classes of nonlmea,r differ ential
equations; the restricted three body problem has to be considered as a model
for nonlinear differential equations which exhibit the essential difficulties in
‘a simple form. Area-preserving mappings arise from ordinary dlﬁ'erentml
equations which deseribe frictionless motion.

In this paper we prove a theorem which guarantees the existence of closed

Ui invariant curves of such a mapping. Closed invariant curves correspond to
- almost periodic solutions of the differential equation which generates the
mapping. They are of importance for the study of stability of periodie so-
lutions. We describe the problem concerning mappings more precisely:

" b) Let , § denotoe polar coordinates in the plane and consider the annulus
0<a<<r<b.
. Ab firsh we consider the simple mapping

{01 =0+ «(r)

Hy=1r

o

where we ‘assume that the rotation angle o (r) depends monotonically on r

; : de
4 —-—
A dr = 0
# This ; ma,ppmg presewes ciroles rotating them by an angle which inoreases

with § Increasing radius, We refer to {1.1) as “twist mappmg”

Iev\ MO(ER A82§- 1333
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The Chaotic Motion of the Solar System: A Numerical Estimate of
the Size of the Chaotic Zones

J. LASKAR
SCMC du Bureau des Longitudes, UA 707 du CNRS, 77 Avenue Denfert-Rochereau, F75014 Paris, France

Received December 11, 1989; revised May 7, 1950

In a previous paper (J. Laskar, Nature 338, 237-238), the chaotic nature of the Solar
System excluding Pluto was established by the numerical computation of the maximum
Lyapunov exponent of ifs secular system over 200 myr.In the present paper an explana-

ion 15°given Tor the exponential divergence of the orbits: it is due to the transition from
libration to circulation of the critical argument of the secular resonance 2(g4 —~ @ —
(34 — 83) relateg to the motions of perihelions and nod th and Mars. Another
important secular resonance is identified: (gy — gs) — (s — s7). Y5 critical argu
stays In libration over 200 myr with a period of about 10 myr and amplitudes from 85 to

135°. The main features of the solutions of the inner planets are now identified when

taking these resonances into account. Estimates of the size of the chaofic regions are

determined by a new numerical method using the evolution with time of the fundamental

frequencies. The chaotic regions in the inner Solar System are large and correspond to

variations of about 0.2 arcsec/year in the fundamental frequencies. The chaotic nature of
the inner Solar System can thus be considered as robust against small variations in the
initial conditions or in the model. The chaotic regions related to the outer planet frequen-

cies are very thin except for those of g¢ which present variations sufficiently large to be

significant over the age of the Solar System. © 1990 Acsdemic Press, Inc.




2.6 Possibilité de collisions entre Mercure, Mars, Vénus et la Terre

F1G. 6 — Exemple d’évolution & long terme des orbites des planétes telluriques : Mercure (blanc),
Vénus (vert), Terre (bleu), Mars (rouge). Le temps est indiqué en milliers d’années (kyr). (a) Au
voisinage de 1’état actuel, les orbites se déforment sous l'influence des perturbations planétaires,
mais sans permettre de rencontres proches ou de collisions. (b) Dans prés de 1% des cas, lorbite
de Mercure peut se déformer suffisamment pour permettre une collision avec Vénus ou le Soleil en
moins de 5 Ga. (¢) Pour 'une des trajectoires, ’excentricité de Mars augmente suffisamment pour
permettre une rencontre proche ou une collision avec la Terre. (d) Ceci entraine une déstabilisation
des planetes telluriques qui permet aussi une collision entre Vénus et la Terre (Figure issue des
résultats des simulations numériques de Laskar et Gastineau, 2009).






SUR L'ALLURE FINALE DU MOUVEMENT, 353

Sur Uallure finale du mouvement dans le probléme
des trois corps;

Pan Juan CHAZY.

1. Dans un Mémeire antérieur (') j'ai classé les mouvements du
probléme des trois corps quand le tesmps crolt indéfiniment en sept
sortes. Je me propose ici de montrer comment sont réparties les quatre
sortes de mouvements qui sont possibles quand la constante des forces
vives dans le mouvement par rapport au centre de gravité est négative.

Ces quatre sortes de mouvement sont les suivantes. Ce sontd’ahord
les mouvements que j'ai appelés hyperboliques-elliptiques, ot deux
distances mutuelles, soit r,; et ry,, sonl desinfiniment grandsd'ordre 1
par rapport au temps, et oit la troisi¢ine r(; est bornée; en général les
éléments osculuteurs du mouvement de lu masse m, par rapport au
centre de gravité des deux masses m, et m, sont hyperholiques pour les
valeurs assez grandes du temps, el tendent vers des limiles, et les
éléments osculateurs du mouvement velatif des deux masses m, et m,
sont de méme elliptiques et tendent vers des limites : on pent dire
briévement que, quand le temps croit indéfiniment, le probléme des
trois corps se décompose it la limite en deux problémes des deux corps.

Si daus la condition précédente les dist 5 et ry, sont d'ordre ;

AR RGO
N seulement par rapport au temps, les éléments du monvement de la

Photo Otto ot Pirou

(1) Sur allure du mouvement dans le problime des trois corps quand le temps
eralt indéfiniment (Annales de I'Ecole Normale, 3¢ série, 1. 39, a2, p. 2y-1da).

Jean CHAZY
13821955
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D12 - SYSTEMES DYNAMIQUES
ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

SUR L’ALLURE FINALE DU MOUVEMENT
DANS LE PROBLEME DES TROIS CORPS

par V.M. ALEXEYEV
Introduction.

Le “Probiéme des trois corps” est parmi fes plus connus en mathématique, en
mécanique et en astronomie. 1687 —I’année ol parurent les “Principia” de Newton —
doit étre considérée comme la date de naissance de ce probléme. Depuis lors, soit
presque 300 ans, le probiéme des trois corps a servi de pierre.de touche aux géné-
rations successives de mathématiciens, mettant a P’épreuve leurs nouvelles méthodes.

A. Wintner remarqua une fois que chaque génération pose i sa propre maniére
les “questions fondamentales du probléme des trois corps”, et cherche a tes résoudre
toujours de sa propre fagon. Suivant ici G.D. Birkhoff [1], je crois que du point
de vue mathématique !a question fondamentale est aujourd’hui celle de la descrip-
tion topologique de la décomposition de I'espace des phases en trajectoires des
divers types. La classification des variétés intégrales invariantes est un cas parti-
culier de ce probléme.

Le probléme ainsi posé est, semble-t-il, encore loin de Ia solution définitive.
C’est pourquoi nous nous limiterons a P'un de ses aspects plus particuliers et plus
approximatif, a savoir I'étude de P’allure finale du mouvement, c’est-A-dire Pétude
des solutions lorsque ¢ > oo,

La recherche dans cetie direction commence avec les Mémoires de J. Chazy 2]-
[4]. C’est pour rendre hommage a cet éminent mathématicien et astronome fran-
¢ais, dont les travaux ont stimulé en grande partie ce qui est exposé ci-dessous,
et aussi pour souligner la continuité de I’effort des diverses générations de mathé-

maticiens, que j’ai donné a cette conférence le titre méme de deux de ses Mémoires.

Le Mémoire [2] contient la description de toutes les allures finales unilatérales
(C’est-a-dire se rapportant seulement au cas f > + oo ou seulement au casf > — o),
Du point de vue cosmogonique, tout aussi bien que du point de vue mathématique,
il serait particuliérement intéressant de décrire les divers types d’¢volution du
systéme, c’est-a-dire déterminer quelles athires finales (pour # - + oo etz —o0)
peuvent appartenir 4 un méme mouvement,

La premiére partie de la presente conférence est un exposé des résultats obtenus
dans cette direction. Dans la deuxiéme partie je traite des méthodes i I’aide des-
" quelles ces résultats ont été obtenus.

" Je voudrais remarquer que c'est AN, Kolmogorov, qui, en 1954, a attiré¢ pour
la premiére fois mon attention sur ces problémes. Depuis, son interét amical et
ses précieux conseils m’ont aidé plus d’une fois dans mes recherches.

LE PROBLEME DES TROIS CORPS 895

oesese s —

Fig. 1.

La classe OS fut introduite par Chazy i partir de considérations purement logi-
ques, et longtemps P’existence de tels mouvements n’était pas établie.” Enfin, en
1959 C.A. Sitnikov [11] a démontré, que 0S # ©. L'existence des autres types
de mouvements était déja connue. Dans ce qui va suivre nous nous limiterons aux
types principaux : H,HE,, L, OS, car les autres ont certainement une codimension
positive. Pour différencier les types qui se rapportent 4 ¢ -» + oo nous nous servirons
des indices correspondants : H* L~ etc, T

Il est bien connu qu’il n’existe pas dans M'? d’intégrales pxemiéresélgébriqlies
autres que les 4 classiques (Bruns) et méme d’intégrales univoques analytiques,
dépendant analytiquement des masses m; (Poincaré).

HYPOTHESE, — Dans Ia région HU%J HP,UHE, il existe une famille compléte
d’intégrales premiéres univoques analytiques. :

Les arguments tendant 3 confirmer cette hypothése sont exposés dans [2] et [4].

3. Evolution du systéme ; Ia région # > 0 (table 1)

Les Mémoires [3] et [4] affirment que tout mouvement i les mémes allures
finales pour r > — e et r > + .- Assez longtemps les mathématiciens et surtout
les astronomes furent convaincus qu’une symétrie si remarquable avait effecti-

attribua a des erreurs d’intégration numérique et i impossibilité de fixer Pallure.
finale (¢ > oo) par intégration sur un intervalie finj du temps.
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MEMOIRE

LE PROBLEME DES TROIS CORPS
KARL F. SUNDMAN

4 Heisxoyrons,

Le 18 avril 1883, faisant allusion aux développements en série convergents qu’il a obtenus
comme solutions d’une équation différentielle algébrique, Poincaré écrit 4 Gosta Mittag-
Leffler

“Or je ne crois pas que dans le cas de la Mécanique céleste celle que j’ai donné(e) soit
la plus zweckmaéssig, je crois qu’il y a mieuz & trouver” (lettre publiée en 1921 dans le
volume 38 des Acta Mathematica et reprise dans le volume XI, pages 66-67 des ceuvres).

Le théoreme de Sundman (articles de 1907 et 1909 reproduits en 1912 dans le volume 36
des Acta Mathematica), que cite d’ailleurs en note en 1921 Iéditeur de la lettre de 1833,
donnera effectivement des développements plus “adaptés” (=zweckmassig) en ce qu’ils ne
sont pas arrétés par les collisions doubles, mais il sera en méme temps une illustration
exemplaire de laffirmation de 1908. Ce théoreme, dont une généralisation a n corps sera
donnée par Wang Qiu Dong en 1991, énonce la possibilité d’écrire des développements
convergents pour les solutions du probleme des trois corps dont le moment cinétique n’est

as nul. Sundman montre que cette hypothese proserit toute collision triple, puis que
Ees collisions doubles se régularisent comme points de branchement. Une transformation
algébrique et un changement de temps lui permettent alors de construire la solution sous
la forme d’une série qui converge pour toutes les valeurs du nouveau temps. Mais d’un
point de vue pratique ces séries n’apportent rien, d’abord parce qu'elles convergent tres
lentement, ensuite parce qu’aucun renseignement qualitatif sur la nature de la solution
West lisible sur la série qui la représente™. Quant aux solutions voisines, elles sont tout
simplement absentes de la représentation™*.

KARL FRITHIOF SUNDMAN (1873 - 1949)
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Triple Collision
in the Collinear Three-Body Problem*

Richard McGehee (Minneapolis)

1. Introduction

Consider n point masses moving in k-dimensional space according to
the laws of classical mechanics. If particle i has mass m; >0 and position
g,€R*, then the negative potential energy is given by

m;n;
U=y 0 (1.1)
igj llqi—qu
where || || denotes the Euclidean norm in R*. The motion of the particles
is described by the system of differential equations
m;§;=V, U, i=1,2,...,n, (1.2)

where V, U is the gradient of U with respect to g;.

A position (g, ..., ¢, of the particles will be called a collision if
q,=q; for some i4j. The above system of equations is defined every-
where except at collisions. Suppose we are given the position and
momentum of the particles at time t=0. If we do not start at a colli-
sion, then the standard theorems of differential equations assure the
existence and uniqueness of a solution of Egs.(1.2) on some maximal
interval [0, t*). If t* < oo, then the solution is said to experience a singu-
larity at t*.

The behavior of a solution as it approaches a singularity is not fully
understood, but some of the possibilities are known. If all of the particles
approach a limiting position as t— t¥, it is not difficult to show that the
limiting position must be a collision {12, 17]. The singularity is then said
to be due to collision and the solution is said to end in collision. If m
of the particles coincide while the rest have distinct positions, then the
collision is called an m-tuple collision. It is unknown whether there are
singularities not due to collision.

* Supported by NSF Grant GP-38955.
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DE MOTV RECTILINEO.

TRIVM CORPORVM SE MVTVO
= ATTRAHENTIVM

Auctore

L. EVLERDO.

A ; _c

I.

Nint A, B, C maffa¢ trium corporum. eorzmque
diftantiac a puncto fixo O ad datam tempus ¥
ponantur ' .
OA—x, OB=y et OC—==z

vbiqmdem fumitur ¥ >x et z2>y.
principia praebent has tres aequationes :

Hinc motus

ddxe B C ;

I- der — (_.),_nc\n + [‘c.—:chz
I $% = A+ | ‘

< At —-(:,.__;:)a z—:f)‘

- d.’iz — — A B
L 3w = g=%F — F—0r
vade ficile deducuntur binge sequationes integrabiles: -
o prior—— Adv-EBdy-Cda=Edt et Ax A-Bpp-CazBEr-F

Adate-Hadyr4-Cds? z A B z AC nBC
P()ﬁCI]UL Sty ET; = --'—G_l N — + r.z.-—.:r."—'} 4.—-y

- Hinc autem ob defe@um tertize aequationis integra-
lis parum ad motus cognitionem concludere licet.

2, Sta~

EULER 1767

ESSAI

LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

JuvatJdntegros accedere fontes.

Luca.

{Prix de 'Académie Royale des Sciences de Paris, tome IX, 1772.)

AVERTISSEMENT.

Ces Recherches renferment une Méthode pour résoudre le Probleme
des trois Corps; différente de toutes celles qui ont été données jusqu’a
présent. Elle consiste a n’employer dans la détermination de 'orbite de
chaque Corps d’autres éléments que les distances entre les trois Corps,
Cest-d-dire, le triangle formé par ces Corps a chaque instant. Pour cela,
il faut d’abord trouver les équations qui déterminent ces mémes dis-
tances par le temps; ensuite, en supposant les distances connues, il faut
en déduire le mouvement relatif des Corps par rapport 2 un plan fixe
guelcongue. 'On verra, dans le premier Chapitre, comment je m’y suis
pris pour remplir ces deux objets, dont le second surtout demande une
analyse délicate et assez compliquée. A la fin de ce Chapitre, je ras-

LAGRANGE 1772













Appendice 2. La note aux C.R.A.S. de Poincaré (30 novembre 1896).

SUR LES SOLUTIONS PERIODIQUES
Er LE PRINCIPE DE MOINDRE ACTION

Comptes rendus de ' Académie des Sciences, 1. 123, p. 915-918 (30 novembre 1890).

La théorie des solutions périodiques peut, dans cerlains cas, se ratlacher au
principe de moindre action.

Supposons Lrois corps se mouvant dans un plan ct s’atlirant en raison inverse
du cube des distances ou d’une puissance plus ¢levée de ces distances; j'appelle a,

b, ¢ ces trois corps.
L’éncrgie cinétique T est essentiellement positive et il en est de méme de la

kmm'
rﬂ

fonction des forces U, qui est égale 4 une somme de termes de la forme )

ou k est unc constante positive, m et m' les masses de deux des trois corps,
r leur distance et n un exposant au moins égal a 2.

L’action hamiltonienne

)= f (T + U)de
o

sera donc ¢ssentiellement positive.

Considérons une classe de trajectoires de nos trois corps a, b, ¢; ce seront
des trajectoires fictives, ¢’est-a-dire ne satisfaisant pas aux équations du mou-
vement; mais elles seront soumises aux condilions suivantes :

1° Au temps ¢, les distances des trois corps seront les mémes qu’au temps ¢,:
les vitesses seront les mémes en grandeur ct feront les mémes angles avec les
cotés du triangle des trois corps; en d’autres termes, la figure formée par les
trois corps et par les droites qui représentent leurs vitesses aura repris a

Iépoque ¢, la méme forme qu'elle avait & I'époque &,; ou bien encore les

18

POINCARE 1896
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ESSAI

SUR

LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

Juvat sintegros accedere fontes.
Loca.

(Prix de I’Académie Royale des Sciences de Paris, tome IX, 1772.)

AVERTISSEMENT.

Ces Recherches renferment une Méthode pour résoudre le Probleme
des trois Corps, différente de toutes celles qui ont été données jusqu’a
présent. Elle consiste 2 n’employer dans la détermination de I'orbite de
chaque Corps d’autres éléments que les distances entre les trois Corps,
Cest-a-dire, le triangle formé par ces Corps a chaque instant. Pour cela,
il faut d’abord trouver les équations qui déterminent ces mémes dis-

tances par le temps; ensuite, en supposant les distances connues, il faut
en déduire le mouvement relatif des Corps par rapport 4 un plan fixe
quelconque. On verra, dans le premier Chapitre, comment je m’y suis
pris pour remplir ces deux objets, dont le second surtout demande une
analyse délicate et assez compliquée. A la fin de ce Chapitre, je ras-
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« Richard Moeckel, School of Mathematics, University of Minnesota, Minneapolis, MN

A central configuration is a special arrangement of point masses interacting by Newton's law of gravitation
with the following property: the gravitational acceleration vector produced on each mass by all the others
should point toward the center of mass and be proportional to the distance to the center of mass. Central
configurations (or CC's) play an important role in the study of the Newtonian N-body problem. For example,
they lead to the only explicit solutions of the equations of motion, they govern the behavior of solutions near
collisions, and they influence the topology of the integral manifolds.
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Figure 1: A central configuration of five equal masses with
gravitational acceleration vectors.
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The problem is to determine the possible motions of three point masses 1y, ,,and m5, which attract each other according to
Newton's (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Newton.html) law of inverse squares. It started with the perturbative
studies of Newton himself on the inequalities of the lunar motion[1] (http://en.wikisource.org
/wiki/Philosophiae_Naturalis_Principia_Mathematica/Preface) . In the 1740s it was constituted as the search for solutions (or at least
approximate solutions) of a system of ordinary differential equations by the works of Euler (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk
/Biographies/Euler.html) , Clairaut (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Clairaut.html) and d'Alembert (http://www-
history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/D' Alembert.html) (with in particular the explanation by Clairaut of the motion of the lunar
apogee). Much developed by Lagrange (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lagrange.html) , Laplace (http://www-
history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Laplace.html) and their followers, the mathematical theory entered a new era at the end of the
19th century with the works of Poincaré (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Poincare.html) and since the 1950's with
the development of computers. While the two-body problem is integrable and its solutions completely understood (see [2]
(http://en.wikipedia.org/wiki/Two-body_problem) ,[AKN],[Al],[BP]), solutions of the three-body problem may be of an arbitrary
complexity and are very far from being completely understood.
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