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Dynamics is the science of accelerating or retarding forces, and the varied

movements they must produce. This science is due exclusively to the moderns
and it is Galileo who has laid the first foundations.

LAGRANGE, Mécanique analytique, I, 221.
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ROBERT HOOKE : Observation of Saturn rings, 1666
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13. Invariante Variationsprobleme

Nachr. v. d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1918, S. 235-257

Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 26. Juli 191817).

Es handelt sich um Variationsprobleme, die eine kontinuier-
liche Gruppe (im Lieschen Sinne) gestatten; die daraus sich er-
gebenden Folgerungen fiir die zugehtrigen Differentialgleichungen
finden ihren allgemeinsten Ausdruck in den in § 1 formulierten,
in den folgenden Paragraphen bewiesenen Sitzen. Uber diese aus
Variationsproblemen entspringenden Differentialgleichungen lassen
sich viel prézisere Aussagen machen als iiber beliebige, eine Gruppe
gestattende Differentialgleichungen, die den Gegenstand der Lieschen
Untersuchungen bilden. Das folgende beruht also auf einer Verbin-
dung der Methoden der formalen. Variationsrechnung mit denen der
Lieschen Gruppentheorie. Fiir spezielle Gruppen und Variations-
probleme ist diese Verbindung der Methoden nicht neu; ich er-
wibhne Hamel und Herglotz fiir spezielle endliche, Lorentz und
seine Schiiler (z. B. Fokker), Weyl und Klein fiir spezielle unend-
liche Gruppen?). Insbesondere sind die zweite Kleinsche Note und
die vorliegenden Ausfilhrungen gegenseitig durch einander beein-

1) Die endgiltige Fassung des Manuskriptes wurde erst Ende September
eingereicht.

2) Hamel: Math, Ann, Bd. 59 und Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 50.
Herglotz: Amn, d. Phys. (4) Bd. 86, bes. § 9, 8. 511. Fokker, Verslag d. Amster-
damer Akad., 27./1. 1917. Fur die weitere Litteratur vergl. die zweite Note von
Klein: Gottinger Nachrichten 19, Juli 1918.

In einer eben erschienenen Arbeit von Kneser (Math. Zeitschrift Bd. 2) handelt
es sich um Aufstellung von Invarianten nach ihnlicher Methode.
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CONSIDERATIONS
SUR LE

PROBLEME pes TROIS CORPS.O
rar Mr. L. EULER

1.

Le probleme ot il ¢'agit de déterminer le mouvement de trois
corps qui s'attirent muruellement, felon Phypothefe Newtonien-
ne, eft devenu depuis quelque tems fi fameux par les foins que les plus
grands Géometres y ont employés, quon a déja commencé & difpu-
ter, & qui la gioire de Pavoir le premier réfolu appartenoir. Mais cet-
te difpore eft forr prémarurée, & il s’en faur bien encore qu'on'foit
parvenu i une (olution parfaite du probleme. Tout ce qu'on y a
fair jufgu'ici eft reftreint & un cas trés parriculier, ol le mouvement
de chacun des trois corps fuir & pex,prés les regles érablies par A7
pler; & dans ce cas méme on s'eft borné & déterminer le mouvement
par approximation.  Dans tous les autres cas, on ne fauroit fe van-
ter qu'on puiffe affigner feulement 4 peu prés le mouvement des trois
corps, lequel demeure encore pour nous un aufli grand myftere,
que fi 'on navoir jamais penfé & ce probicme.

2. Pour prouver cliirement combien on cft encore éloigné
d'une folution complette de ce probleme, on na qu'i le comparer
avec [e cas ol il n'y a que deux corps qui Sartirent mutuellement, &
méme avec le cas le plus fimple, ot il $'agit de déterminer le mouve-
ment d'un corps pefant projetté d’une maniere quelconque dans le
vuide. Eron conviendra aifément qu'il auroit été impoffible de trou-

ver
{7 Lt le 4 Dée. 1765

DES SCIENCES 421

DE L'ORBITE DE LA LUNE,

En ne négligeant pas les quarrés des quantités de
méme ordre que les forces perturbatrices.

Par M. CLAIRAUT..

E fuppoferai ici, comme dans Ia folution que je donnai

en 1747, que les deux orbites font dans le méme plan,
que celle du Soleil eft fans excentricité; & je n'aurai point
d'égard aux termes qui [eroient introduits dans les valeurs
des forces & & IT, fi Von'ne négligeoit pas le quarré-du
rapport des diftances-du Soleil & de fa Lune i Ia Terre.

Ainfi les forces & & IT feront encore

Nr

—— (i eot2T), & — 2 (inaT):

'N étant la maffe du Soleil, A/ Ia fomme dés mafles de 1a-

Terre & de la Lune, r le rayon veéteur quelconque de f'or-
bite de 1a Lune, 7 le rayon de l'orbite du Soleil, 7" I'¢lon-
gation des deux aftres.. .

Jaurai totijours, comme dans mon premier Mémoire,, .
pour I'équation générale- de T'orbite produite par les forces-

2 e am; -

1 1 ¢

—— oV == —;7- 0 [ cofv d v

v 7 7
— TT ofv [Q fnw d v,

en fuppofant; . 1.° que @ foit Yangle compris entre Ie rayon -

vedteur quelconque 7, & celui qui paffoit par la Lune fup~
polée apogée, au.moment ol les forces & & IT ont com-

s

Dépofé 3
"Acad.le 21
Janv. 1749,
&0 teny
Mars 1752+
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mencé dagir: 2.° que — = — —— - cof., exprimeroit:
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Réfiéxions fur le Probléme des trots Corps, avee
de nouvelles Tables de lo Lune,d’nn ufcge
wrés-fimple & trésfacile.

L

J *a1 publié dans mes Recherches fur le Syftéme du
Monde, imprimées en 1754, des Tables deiz‘t Lune, tell?s
que Ia théorie me les avoir donndes. J'avois cru dev.ouv
conferver dans ces Tables 1a forme de ceiles des Jnffisu-
tions Aftronomigues , parce que les Aftronomes me pa=
roiffoient accoutumds 2 cette forme, & parce que d'ail-
leurs cette forme me fembloit avoir quelques autres
avantages, dont j'ai fait mention p. 249 & 250 de la
premicre Partie des Recherches déja citdes.

III

Ayane fait réfiéxion depuis , qu'il feroit trés—oomm_oda
& trés-utile aux Afironomes d’avoir des Tables particu-
lieres qui marquaffent feulement la.diﬂ"éren.c‘e des mien-
nes d'avec celles des Znflizuions , jai publié ces Tables

3\7_% Eﬁl}l}‘j’ (O uscﬁéesﬂ)

/CYCLOPEDIE
DICTIONNAI RE RAISONNE
DES SCIENCES,

"ARTS ET DES METIERS,

R UNE SOCIETE DE GENS DE LETTRES.

e £ WMW M. DIBEROT , & § Kombinas Rivpale dos Scienoes &
Hovores 8 Praile ; & quoes 3 % P s EMAartres, pee M, DOALDS
Kiesdomps Rowale des Scictces g Paeie, do valle e Pouffe, & de B Saciin B

g ! b & X, Y
Tiomim fimiss sopnlBacimpae potler ;

Tirtarn ¥y midly fomiess accuby iols & Womax,

le tome 9 de I’ Encyclopédie (le volume parait en 1765 mais I’article est rédigé en 1759) : “Je
ne dois pas oublier d’ajouter 1°. que ma méthode pour déterminer le mouvement de I’apogée,
est trés-clégante & trés-simple, n'ayant besoin d’ancune intégration, & ne demandant que
la simple inspection des coefficients du second terme de Uéquation différentielle ; 2°. que
J'ai démontré le premier par une méthode rigoureuse, ce que personne m'avoit encore fuil,
& n’a méme fait jusqu'ici, que Uéquation de l'orbite lunaire ne devoit point contenir d’arcs
de cercle ; si on ajoute & cela la maniere simple & facile dont je parviens a l'équation
différentielle de lorbite lunaire, sans avoir besoin. pour cela, comme d’autres géometres,
de transformations & d’intégrations multipliées ; & le détail que j'ai donné ci-dessus de
mes travauz € de ceux des autres géometres, on conviendra, ce me semble, que j'ai eu plus
de part a la théorie de la lune que certains mathématiciens n’avoient voulu le Jaire croire.




le tome 9 de I’ Encyclopédie (le volume parait en 1765 mais l'article est rédigé en 1759) : “Je
ne dois pas oublier d’ajouter 1°. que ma méthode pour déterminer le mouvement de l’apogée,
est trés-élégante € trés-simple, n’ayant besoin d’aucune intégration, €& ne demandant que
la simple inspection des coefficients du second terme de I’équation différentielle ; 2°. que
j’at démontré le premier par une méthode rigoureuse, ce que personne n’avoit encore fait,
& n’a méme fait jusqu’ici, que I’équation de l’orbite lunaire ne devoit point contenir d’arcs
de cercle ; si on ajoute a cela la maniere simple € facile dont je parviens a l’équation
différentielle de l’orbite lunaire, sans avoir besoin pour cela, comme d’autres géometres,
de transformations € d’intégrations multipliées ; € le détail que j’ai donné ci-dessus de
mes travaux & de ceur des autres géometres, on conviendra, ce me semble, que j’ai eu plus
de part a la théorie de la lune que certains mathématiciens n’avoient voulu le faire croire.



TRAITE

MECANIQUE CELESTE,

PAR P. S. LAPLACE,

Membre de I'Institut national de France, et du Bureau
des Longitudes.

#:

TOME PREMIER.

DE L’IMPRIMERIE DE CRAPELET.

A PARIS,

Chez J. B. M. DUPRAT, Libraire pour les Mathématiques ,
quai des Augustins.

AN VIL

(9098 )

bR B R (A7)



Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)
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SECO\’DE PARTIE. — SECTION V. 1
stantes, devnendra

09 9 * 08 02
013 A/—i— +07A1 0

En la substituant dans le premier membre de lequation de Particle
précédent et ordonnant les termes par rapport aux différences mar-

oQ
A}J--!—B—)"A‘J—f'

ASZ_

quées par A, on aura’
02 ; 0 '
<d dt—6)>AJ.+<dﬁdt—op>Aﬁ (E(lt—&)Ay—f—...

+<57Tdt+° )A) +<d dt+86> Ap+<Edt+ 67>A,,_,,‘.-_:0_

Comme on peut donner aux différences Az, AB, ... marquées par
la caractéristique A une valeur quelconque, il faudra que |'équation
soit vérifiée indépendamment de ces différences, ce qui donnera autant

_d’équations particulieres, telles que

08 08 X

0Q N o
(w dt = O-}., ¢ dﬁ dt—-O[-L, W[lﬁ.——OJ,
g R 08 5 QRN s
()—)\dl_—oz, b—ﬁdt — 0B, —aga't__——o

14. Les différences marquées par la caractéristique S sont propre-
ment les différentielles des constantes arbitraires devenues variables
(art. 10); ainsi, comme ces différentielles peuvent maintenant étre
rapportées également au temps ¢, il est permis et méme convenable de
changer les & en d, et 'on aura, pour la détermination des nouvelles

variables &, B, 7, ..+s Ay 1%, ¥, .., les équations
de lpd s R e 0 -
E RS 7 AR TR T (R T iy
d.__ 08 cl;.t c)SZ ' dJ ()9
TR R T TR o i

qui sont, comme l’on voit, sous une forme tres simple, et qui fournis-

sent ainsi la solution la plus “simple du probleme de Ja varjation des

constantes arbitraires.




JOURNAL
DE UECOLE POLYTECHNIQUE.

MEMOIRE

Sur les Inégalités séculaires des’ Moyens mouvernens
des Planétes ;

Lu i I'Institut, le 20 Juin 1808,
Par M. PoIssoN.

L’ACTION réciproque des planétes produit, dans leurs mouvemens ;
des inégalités que lon distingue en deux especes : les unes sont pério-
diques, et leurs périodes dépendent de la configuration des planétes
entre elles; de sorte qu'elles reprennent fes mémes valeurs toutes les
fois que les plandtes reviennent & la méme position : les autres sont
encore périodiques; mais Jeurs . périodes sont incomparablement plus
longues que celles ‘des premitres, et elles sont indépendantes de fa
position relative des planétes.On nomme ces inégalités 4 longues pé-
riodes , inéyalités Séculaires ; et, vu fa lenteur avec faquelie elles croissent ,
on peut les considérer pendant plusieurs siécles, comme proportionnelles

XV.¢ Cahier. A

Siméon-Denis Poisson k(1 81 - 1840)

SCIENCEphOtOLIBRARY
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Urbain LE VERRIER (1811 - 1877)
John Couch ADAMS (1819 - 1892)
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Félix TISSERAND ( 1845 - 1896)
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LES METHODES NOUVELLES

v L

MECANIQUE CELESTR

H. POINCARE,

TOME L

Solutions pérlodiquos. — Non-existence des intégrales uniformes.
Solntions asymptotiques.

)

sy

PARIS,

GAUTHIER-VILLAKS ET FILS, INPRIMEURS-LIBIAIRES
DU WERFAU DES LONGITLDES, DE L'ECOLE POLYTECANIQUE,
Quai des Grands-Augustios, 55,

1892

(Tous rolu résersin

LES METHODES NOUVELLES

bE LA

MECANIQUE CELESTE

TOME IIL

Invariants intégraux. — Solutlons périodiques du deuxiéme genre.
Solutiona doublement asymptotiques.

PARIS,
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAINE
DG JUREAU DES LONGITUDES, DE L'#COLE POLYTECHNIQUE,
Quai des Grands-Augusting, 5.

899

{Tous arotts visseren |

MECANIOUE CELESTE

H. POINCARE,
wasans s Conrrr,
orareagen 4 1a ramvid v sicese

TOME 1L
Méthodes de MM. Newcomb, Gyldén, Lindstedt et Bohlin.

S

S

PARIS,
GAUTHIER-VILLAUS ET FILS, IMPRIMEURS-LIBRAIRES
DEORURKAY WES LONGITUDES, DE L'ECOLE POLYTEGHNIQUH,
Quai des Grands-Avgustiny, 55

1893

(Tows araite riseenin

HENKI POINCARE DANS SON CABINET DE TRAVAIL.




HENRI POINCARE DANS SON CABINET DE TRAVAIL.
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Moon, « M"',
agle: G0 Jupiben (m S cu h
M \_ALLL:F\ T) /
J O " (mg)
,/' ‘\ » : m,
[ Gl 2 -t L. Sy (M)
{x (mg)
= | o Y - Muosth
; "’Jmas\ pacameber . [n ) D {(roucs Fa Eﬂ%}
C “".,(L‘\ CW’W\*LCV s T e . \'m Vgtane Farth-
F g “/"‘ N

En ce qui concerne le probléme des trois corps, je ne suis pas sorti du
cas suivant : Je consideére trois masses, la premiere trés grande, la seconde
petite mais finie, la troisieme infiniment petite; je suppose que les deux
premieres décrivent un cercle autour de leur centre de gravité commun
et que la troisieme se meut dans le plan de ces cercles. Tel serait le cas
d’une petite planete troublée par Jupiter, si I'on négligeait I’eccentricité
de Jupiter et ’inclinaison des orbites.!20



397. Que l'on cherche & se représenter la figure formée par ces
deux courbes et leurs intersections en nombre infini dont chacunc
correspond 4 une solution doublement asymptotique, ces inter-
sections forment une sorte de treillis, de tissu, de réseau & mailles
infiniment serrées; chacune des deux courbes ne doit jamais sc
recouper elle-méme, mais elle doit se replier sur elle-méme d’unc
maniére trés complexe pour venir recouper une infinité de fois
toutes les mailles du réseau.

On sera frappé de la complexité de cette figure, que je nc
cherche méme pas a tracer. Rien n’est plus propre & nous donner
une idée de la complication du probléme des trois corps et en
5} général de tous les problémes de Dynamique ot iln’y a pas d’inté-

grale uniforme et oit les séries de Bohlin sont divergentes.
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Reprinted from Trans. Amer. Math. Soc., January, 1913, Vol. 14, pp. 14-22

PROOF OF POINCARE'S GEOMETRIC THEOREM

BY

GEORGE D. BIRKHOFF *

In a paper recently published in the Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo (vol. 33, 1912, pp. 375-407) and en-
titled Sur un théoréme de Géoméirie, POINCARE enunciated a theorem of great
importance, in particular for the restricted problem of three bodies; but,
having only succeeded in treating a variety of special cases after long-con-
tinued efforts, he gave out the theorem for the consideration of other mathe-
maticians.

For some years I have been considering questions of a character similar to
that presented by the theorem and it now turns out that methods which I
have been using are here applicable. In the present paper I give the brief
proof which I have obtained, but do not take up other results to which I
have been.led.t

1. Statement of the Theorem. Poincaré’s theorem may be stated in a
simple form as follows: Let us suppose that 2 continuous one-to-one trans-
formation T takes the ring R, formed by concentric circles Cz and Cj of radii
a and b respectively (@ > b > 0), into itself in such a way as to advance the
points of C, in a positive sense, and the points of C; in the negative sense, and
at the same time to preserve areas. Then there are at least two invariant
poinls. ;

In the proof of this theorem we shall use modified polar codrdinates y = 7?,
z = § where 7 is the distance of the point (z, ) from the center of the circles,
and 0 is the angle which a line from the center to (x, y) makes with a fixed
line through the center. The transformation 7' may be written then

12'=<P($y y)) y’=¢(1, y)‘

The function ¥ (z, ¥) is & continuous function of (z, ¥), uniquely deter-
mined at each point of R, and so is periodic in z of period 2x. The function
¢ (2, y) admits of an infinite number of determinations which differ from each

> Presenmo the Society, October 26, 1912,

{ Some of my results are contained in a paper entitled Quelques théorémes sur les mouve-

ments des systdmes dynamigques, which is shortly to appear in the Bulletinde 1a Société
Mathématiquede France.
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52. ON THE PRESERVATION OF CONDITIONALLY PERIODIC
MOTIONS UNDER SMALL VARIATIONS OF
THE HAMILTON FUNCTION *

We consider in the 2s-dimensional phase space of a dynamical system with s
degrees of freedom a region G, represented as the product of an s-dimensional
torus T by a region S in an s-dimensional Euclidean space. The points of the
torus will be characterized by circular coordinates qy,. .., g, (the replacement of
Qo bY ga + 27 does not change the position of the point g), and the coordinates
of a point p belonging to S will be denoted by py,...,p,. Assume that in the
region G the equations of motion in the coordinates (q;,...,qs,p1,---,Ps) have
the canonical form

o | 8y e B
'a" = 8pn H(Q:F)! P 34a H{Q,P)- {I]

In what follows, the Hamilton function H is assumed to depend on a
parameter #, defined for all (¢,p) € G, 0 € (—¢;+¢c), and to be indepen-
dent of time. In essence, the consideration below is related to real func-
tions, but imposes rather strong conditions on the smoothness of the function
H(q,p,0), stronger than the condition of infinite differentiability. For simplic-
ity, in what follows we assume that the function H(p,q,0) is analytic in the
variables (g, p,8) jointly.

Below the summation over Greek subscripts extends from 1 to 5. Ordinary
vector notation is used: (z,y) =), oo and |z| = +m. By an integral
vector is meant a vector all components of which are integers. A set of points
(g,p) € G with p = c is denoted by T.. In Theorem 1 it is assumed that S
contains the point p = 0, that is, Tp C S.

Theorem 1. Lef

H(q,p. 0.] =m+ 2 Aupu + %EﬁﬂF(Q)Pﬂpﬂ + O(lpla), (2)
o af

where m and A, are constanis, and let the inequality
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New Aspects in the Theory of Stability
of Hamiltonian Systems”

JURGEN MOSER

1. Introduction

The recent development of accelerators has led to many new questions
concerning the stability of orbits governed by ordinary differential equations;
a mathematical theory had to be developed to account for, and to predict,
the observed behavior of particle beams in the magnetic fields of these
various synchrotrons. Without discussing the physical motivation we shall
attempt in this paper the mathematical analysis of the pertinent questions
in such a theory and point out some open problems.

The important feature of this theory is the fact that the differential
equations considered are derived from a variational principle and therefore
can be written in the Hamiltonian form. In physical terms this means that
the influence of friction is being neglected. Thus an algebraic situation
arises which makes the conventional stability theory—as developed mainly
by Liapounoff —inapplicable and necessitates a new approach.

In the following introduction we shall state the problems and discuss
the results whose proofs will be furnished in the later sections.

A) Linear Systems

a) Linear Problem in General. Consider a system of differential equa-
tions of the form

(1.1) (;—: =A(@t)r, AQ@+2n)=A4()

where  denotes a real m-vector and A (¢} a real m by m matrix. The elements
of A(t) are assumed to be continuous functions of # and periodic with the
same period which we normalize to 2z. The well-known Floquet theory
describes the general nature of the solutions of such a system.

The definition of stability of a linear system should be adapted to the

kind of application considered. Here we will call the linear system (1.1)

*This paper represents results obtained at the Institute of Mathematical Sciences,
New York University, under the sponsorship of the Office of Naval Research, Contract
N60ri-201, T.O. 1.
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2.6 Possibilité de collisions entre Mercure, Mars, Vénus et la Terre

F1G. 6 — Exemple d’évolution & long terme des orbites des planétes telluriques : Mercure (blanc),
Vénus (vert), Terre (bleu), Mars (rouge). Le temps est indiqué en milliers d’années (kyr). (a) Au
nage de I’état actuel, les orbites se déforment sous l'influence des perturbations planétaires,
mais sans permettre de rencontres proches ou de collisions. (b) Dans prés de 1% des cas, lorbite
de Mercure peut se déformer suffisamment pour permettre une collision avec Vénus ou le Soleil en
moins de 5 Ga. (c) Pour I'une des trajectoires, I'excentricité de Mars augmente suffisamment pour
permettre une rencontre proche ou une collision avec la Terre. (d) Ceci entraine une déstabilisation
des plandtes telluriques qui permet aussi une collision entre Vénus et la Terre (Figure issue des
résultats des simulations numériques de Laskar et Gastincau, 2009).
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SUR L'ALLURE FINALE DU MOUVEMENT, 353

Sur Uallure finale duw mowvement dans le probleme

des trois corps;

Par JEAN CHAZY.

1. Dans un Mémoire antérieur (') j'ai classé les mouvements du
probléme des trois corps quand le temps croit indéfiniment en sept
sortes. Je me propose ici de monlrer comment sont réparties les quatre
sortes de mouvements qui sont possibles quand la constante des forces
vives dans le mouvement par rapport au centre de gravité est négative.

Ces quatre sortes de mouvement sont les suivantes. Ce sont d’abord
les mouvements que jai appelés hyperboliques-elliptiques, ou -deux
distances mutuelles, soit r,, et r,,, sont desinfiniment grands d’ordre 1
par rapport au temps, et olt la troisiémne r,, est hornée; en général les
éléments osculateurs du mouvement de la masse e, par rapport au
centre de gravité des deux masses m, et m, sont hyperboliques pour les
valeurs assez grandes du temps, et tendent vers des limites, et les
éléments osculateurs du mouvement relatif des deux masses m, et m,
sont de méme elliptiques el tendent vers des limites : on peut dire
briévement que, quand le temps croit indéfiniment, le probléme des
trois corps se décompose 4 la limite en deux problémes des deux corps.

. e .. . 2
Si dans la condition précédente les distances r,, et r,, sont d’ordre 3

seulement par rapport au temps, les éléments du mouvement de la

(1) Sar Uallure du t dans le probleme des trois corps quand le temps
croit indéfiniment (Annales de U'Ecole Normale, 3¢ série, t. 39, 1922, p. 29-130).
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Actes, Congrés intern, Math., 1970. Tome 2, p- 893 i 907.

D12 - SYSTEMES DYNAMIQUES
ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

SUR L’ALLURE FINALE DU MOUVEMENT
DANS LE PROBLEME DES TROIS CORPS

par V.M. ALEXEYEV
Introduction.

Le “Probiéme des trois corps” est parmi les plus connus en mathématique, en
mécanique et en astronomie. 1687 —I’année oi1 parurent les “Principia” de Newton —
doit étre considérée comme la date de naissance de ce probléme. Depuis lors, soit
presque 300 ans, le probiéme des trois corps a servi de pierre.de touche aux géné-
rations successives de mathématiciens, mettant & Pépreuve leurs nouvelles méthodes.

A. Wintner remarqua une fois que chaque génération pose 2 sa propre maniére
les “questions fondamentales du probléme des trois corps”, et cherche i les résoudre
toujours de sa propre fagon. Suivant ici G.D. Birkhoff [1], je crois que du point
de vue mathématique !a question fondamentale est aujourd’hui celle de la descrip-
tion topologique de la décomposition de Pespace des phases en trajectoires des
divers types. La classification des variétés intégrales invariantes est un cas parti-
culier de ce probléme.

Le probléme ainsi posé est, semble-t-il, encore loin de la solution définitive.
C’est pourquoi nous nous limiterons & Pun de ses aspects plus particuliers et plus
approximatif, a savoir I'étude de I’allure finale du mouvement, c’est-3-dire P’étude
des solutions lorsque ¢ - oo,

La recherche dans cetie direction commence avec les Mémoires de J. Chazy [2]-
[4]. Cest pour rendre hommage 2 cet éminent mathématicien et astronome fran-
¢ais, dont les travaux ont stimulé en grande partie ce qui est exposé ci-dessous,
et aussi pour souligner la coniinuité de P'effort des diverses générations de mathé-
maticiens, que j’ai donné i cette conférence le titre méme de deux de ses Mémoires.

Le Mémoire [2] contient la description de toutes les allures finales unilatérales
(c’est-a-dire se rapportant seulement au cas £ = + oo oy seulement au cast > — ©0),
Du point de vue cosmogonique, tout aussi bien que du point de vue mathématique,
il serait particuliérement intéressant de décrire les divers types d’¢volution du
systéme, C’est-a-dire déterminer quelles ailires finales (pour ¢z = + oo etz > —o0)
peuvent appartenir 4 un méme mouvement.,

La premiére partie de la presente conférence est un exposé des résultats obtenus
dans cette direction. Dans la deuxiéme partie Jje traite des méthodes & I'aide des-
" quelles ces résultats ont été obtenus.

" Je voudrais remarquer que c'est AN, Kolrﬁogorov, qui, en 1954, a attiré pour
la premiére fois mon attention sur ces problémes. Depuis, son interét amical et
ses précieux conseils m’ont ajdé plus d’une fois dans mes recherches.

LE PROBLEME DES TROIS CORPS 895

eg0ese ) — )

Fig. 1.

La classe OS fut introduite par Chazy i partir de considérations purement logi-
ques, et longtemps P’existence de tels mouvements n’étajt pas établie.” Enfin, en
1959, C.A. Sitnikov {11] a démontrs, que OS # P. L'existence des autres types
de mouvements était déja connue. Dans ce qui va suivre nous nous limiterons aux
types principaux : H,HE, L, OS, car les autres ont certainement une codimension

Il est bien connu qu’il nexiste pas dans M'? d’intégrales premiéresﬁlgébriqlies
autres que les 4 classiques (Bruns) et méme d’intégrales univoques analytiques,
dépendant analytiquement des masses m; (Poincaré).

HYPOTHESE. — Dans la région HU Y HP,UHE, il existe une famille compléte
d’intégrales premiéres univoques analytiques. :

Les arguments tendant a confirmer cette hypothése sont exposés dans [2] et [4].

3. Evolution du systéme ; la région 4 > 0 (table 1)

Les Mémoires [3] et [4] affirment que tout mouvement a les mémes allures
finales pour t > — e et f —» + °o. Assez longtemps les mathémiaticiens et surtout
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MEMOIRE

LE PROBLEME DES TROIS CORPS

PAR
KARL F. SUNDMAN

a4 HELSINGFORS.

L’objet du présent Mémoire, rédigé sur l'invitation de M. MITTAG-LEFFLER,
est de présenter une exposition d’ensemble et un résumé des recherches sur le
probléme des trois corps que j’ai publides dans les Acta Societatis Scientiarum
Fennicae.t

Les coordonnées et les composantes des vitesses des corps, que nous choi-
sissons en premiére ligne comme inconnues du probléme, satisfont & un systéme
bien connu d’équations différentielles qui les définissent comme fonctions du temps

t. Nous nous bornons & étudier un mouvement réel, c’est & dire un mouvement
ol les coordonnées des corps sont réelles pour les valeurs réelles de ¢.

Ayant défini un tel mouvement en fixant les valeurs des inconnues & I'in-
stant initial, soit ¢ = o, si’on fait varier ¢ en passant par des valeurs réelles, on
trouve que les inconnues restent fonctions holomorphes de ¢ tant que les trois
distances entre les corps sont plus grandes que zéro. Quand une des inconnues
cesse d’étre réguliére, on dit aussi que le mouvement cesse d’étre régulier. Si
cela se produit quand ¢ converge vers une valeur finie ¢,, alors, comme I'a montré
d’abord M. PAINLEVE,? ou les trois distances convergent vers zéro, ou bien Pune des
distances converge vers zéro tandis que les deux autres convergent vers une

! Recherches sur le probleme des trois corps, 1. c. tome 34, et Nowvelles recherches sur le pro-
bleme des trois corps, 1. c. tome 35.

? P. PaiNLeve, Lecons efc., professées & Stockholm, Paris 1897.

Acta mathematica. 38. Tmprimé le 8 juillet 1912. 14
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MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

MEMOIRE SUR LES INTEGRALES PREMIERES DU PROBLEME DES 72 CORPS;

Par M. PauL PAINLEVE.

1. M. Bruns a démontré (Acta mathematica, t. XI, p. 25-97)
que le probléme des trois corps (ou des n corps) ne saurait com-
porter, en dehors des intégrales classiques, d’'intégrales pre-

B miéres, algébriques & la fois par rapport auz coordonnées
cartésiennes des n corps et & leurs vitesses. Mais, au lieu de
ces intégrales, il est naturel de considérer la classe beaucoup plus
étendue des intégrales premieres algébriques par rapport aux
vitesses et renfermant les coordonnées d’une fagon entiére-
ment quelconque. Celte classe est évidemment invariante quand
on substitue aux 3n coordonnées (zi, y:, 5;) n'importe quels
paramétres ¢y, ..., ¢3.; autrement dit, toute intégrale premiére

.
F(&, 7 o os 30 @1, 915 -5 20)

algébrique en z), », ..., 5, se transforme en une intégrale
Fi(g1: gas «+ vy Qans @55 s + -+, ¢3,) algébrique en g, g, ..o,
G'sn» €L Téciproquement.

Dans un Mémoire encore inédit (') que I’Académie des Sciences
a bien voulu couronner (prix Bordin, décembre 1894), j'ai déve~
loppé certaines propriétés générales des intégrales premicres des
équations de la Dynamique et j’en ai déduit une méthode de
recherche des intégrales algébriques par rapport aux vitesses.
Cette méthode peut éire employée pour un systéme quelconque,
par exemple pour le corps pesant fixé par un point. Appliquée
au probléme des n corps, elle permet d’établir qu'il r'existe
(en dehors des intégrales classiques) aucune intégrale pre-
miére algébrique par rapport aux vitesses. C'est ce résultat
dont je voudrais indiquer ici la démonstration sous sa forme la
plus rapide et la plus simple.

(') Ce Mémoire paraitra prochainement dans les Acta mathematica.
Bulletin astronomique. T. XV. (Mars 1898.) 6

John G. Wolbach Library, Harvard. Center for « Provided by the NASA Astrophysics Data System
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Triple Collision
in the Collinear Three-Body Problem*

Richard McGehee (Minneapolis)

1. Introduction

Consider n point masses moving in k-dimensional space according to
the laws of classical mechanics. If particle i has mass m; >0 and position
g,€R*, then the negative potential energy is given by

m;m;
U=y ——- (1.1)

i<j "ql'*qj'ﬂ ’

where || || denotes the Euclidean norm in R*. The motion of the particles
is described by the system of differential equations

m;§;=V, U, i=1,2,...,n, (1.2)

where V, U is the gradient of U with respect to g;.

A position (q,, ..., ¢, of the particles will be called a collision if
q,=q; for some i+j. The above system of equations is defined every-
where except at collisions. Suppose we are given the position and
momentum of the particles at time t=0. If we do not start at a colli-
sion, then the standard theorems of differential equations assure the
existence and uniqueness of a solution of Egs.(1.2) on some maximal
interval [0, t*). If t* < oo, then the solution is said to experience a singu-
larity at t*.

The behavior of a solution as it approaches a singularity is not fully
understood, but some of the possibilities are known. If all of the particles
approach a limiting position as t — t*, it is not difficult to show that the
limiting position must be a collision [12, 17]. The singularity is then said
to be due to collision and the solution is said to end in collision. If m
of the particles coincide while the rest have distinct positions, then the
collision is called an m-tuple collision. It is unknown whether there are
singularities not due to collision.

* Supported by NSF Grant GP-38955.
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DE MOTV RECTILINEO.

TRIVM CORPORVM SE MVTVO
ATTRAHENTIVM

Auctore

L. EVLERDO.

Nint A, B, C maffa¢ trium corporum. eorzmque
diftantiac a puncto fixo O ad datam tempus ¥
ponantur ' .
OA—x, OB=y et OC—==z

\rbiqmdem fumitur ¥ >x et z2>y.
principia praebent has tres aequationes :

Hinc motus

dx B C .
I' gﬁ "'_’(_‘)J—’t\’-_l_[z—m)z'f .
N 3% = =4+ 53 | '
c A T -2 T (a5
. ddz . — A )
gy = g% — 0>
viode Geile deducuntur binge sequationes integrabiles: .

o prior—— Adv-tBdyA-Cde=BEdt oo AxeBp-CazBiF

pofleriox hes ZT; T G4 Dii - :i;

- Hinc autem ob defe@um tertize aequationis integra-

lis parum ad motus cognitionem concludere licet.
2. Sta-

ESSAI

LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

JuvatJdntegros accedere fontes.
Luca.

{Prix de 'Académie Royale des Sciences de Paris, tome IX, 1772.)

AVERTISSEMENT.

Ces Recherches renferment une Méthode pour résoudre le Probleme
des trois Corps; différente de toutes celles qui ont été données jusqu’a
présent. Elle consiste a n’employer dans la détermination de 'orbite de
chaque Corps d’autres éléments que les distances entre les trois Corps,
Cest-a-dire, le triangle formé par ces Corps a chaque instant. Pour cela,
il faut d’abord trouver les équations qui déterminent ces mémes dis-
tances par le temps; ensuite, en supposant les distances connues, il faut
en déduire le mouvement relatif des Corps par rapport 2 un plan fixe
guelcongue. 'On verra, dans le premier Chapitre, comment je m’y suis
pris pour remplir ces deux objets, dont le second surtout demande une
analyse délicate et assez compliquée. A la fin de ce Chapitre, je ras-
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Appendice 2. La note aux C.R.A.S. de Poincaré (30 novembre 1896).

SUR LES SOLUTIONS PERIODIQUES
Er LE PRINCIPE DE MOINDRE ACTION

Comptes rendus de ' Académie des Sciences, 1. 123, p. 915-918 (30 novembre 1890).

La théorie des solutions périodiques peut, dans cerlains cas, se ratlacher au
principe de moindre action.

Supposons Lrois corps se mouvant dans un plan et s’atlirant en raison inverse
du cube des distances ou d’une puissance plus ¢levée de ces distances; j'appelle a,

b, ¢ ces trois corps.
L’éncrgie cinétique T est essentiellement positive et il en est de méme de la

kmm'
rﬂ

fonction des forces U, qui est égale 4 une somme de termes de la forme )

ou k est unc constante positive, m et m' les masses de deux des trois corps,
r leur distance et n un exposant au moins égal & 2.

L’action hamiltonienne

)= f (T + U)de
o

sera donc ¢ssentiellement positive.
Considérons une classe de trajectoires de nos trois corps a, b, ¢; ce seront
des Lrajectoires fictives, ¢’est-a-dire ne satisfaisant pas aux équations du mou-

vement; mais elles seront soumises aux condilions suivantes :

1° Au temps ¢, les distances des trois corps seront les mémes qu’au temps ¢,:
les vitesses seront les mémes en grandeur ct feront les mémes angles avec les
cotés du triangle des trois corps; en d’autres termes, la figure formée par les
trois corps et par les droites qui représentent leurs vitesses aura repris a

Iépoque ¢, la méme forme qu'elle avait & l'époque &,; ou bien encore les

18
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