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TRAVAUX DE THOM ET MATHER SUR LA STABILITÉ TOPOLOGIQUE

par Alain CHENCINER
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Séminaire BCURBAKI

25e année, 1972/73, n° 424 Février 1973

1. Introduction

00

11 s’agit de la stabilité topologique des applications C d’une variété

(f* dans une autre, plus précisément de la conjecture suivante : les applica-

tions topologiquement stables forment un ouvert dense dans l’espace Cpr(N,P)
de toutes les applications propres C~ de la variété N dans la variété P ,

muni de la topologie fine de Whitney (les définitions précises sont données au

paragraphe 2).

Thom a donné dans [11] et j)3] les grandes lignes d’une démonstration directe

de la densité dans du sous-espace des applications localement 

logiquement stables ; Mather esquisse dans [6] une démonstration du théorème glo-
bal lorsque N est compacte, basée sur le même outil (la théorie de Thom des

morphismes stratifiés sans éclatement) mais faisant jouer un rôle particulier
à sa caractérisation des applications différentiablement stables (voir [3~ et

[14]). C’est cette démonstration qui est exposée ici.

2. Définitions et résultats

N et P sont des variétés ? de dimensions respectives n et p ;

est l’espace des applications G~° de N dans P , muni de la topolo-

gie engendrée par les ouverts suivants : (f E C U , k entier,

U ouvert de l’espace des jets ce dernier est muni de sa topologie

naturelle de fibré localement trivial sur N x P à fibre P (voir [l]).

C p (N,P) est ouvert dans C~(N,P) .

Soit Diff(N) (resp. Homéo(N) ) le groupe des difféomorphismes C~ (resp,

homéomorphismes) de N . Le groupe produit D = Diff(N) x Diff(P) (resp.
H 5 Homéo(N) x Homéo(P) ) agit sur (resp. sur l’ensemble des applica-

tions continues de N dans P ) par (g,h)f = h o f o g ,



2.1. DÉFINITION.- Soient f , f’ E G~ (N,P) ; f’ est différentiablement (resp.

topologiquement) équivalente à f si f’ est dans l’orbite de f sous l’action

de D (resp. H ). a

2.2. DÉFINITION.- f E cf°(N,P) est différentiablement (resp, topologiquement)
stable si l’orbite de f sous l’action de D (resp. H ) contient un voisinage
de f dans G’~° ( N, P ) . C

2.3. THÉORÈME .- Il existe une partie Jf de tN  N (appelée par Mather le "nice

range" ou "bon domaine") telle que

( i ) Si (n,p) E les applications différentiablement stables forment un

ouvert dense 

(ii) Si (n,p) existe un ouvert non vide formé d’appli-

cations qui ne sont pas différentiablement stables. 0

2.4. THÉORÈME.- Si N est compacte, les applications topologiquement stables

forment un ouvert dense de u

La démonstration de ces théorèmes comporte deux réductions successives, des

fonctions aux germes (ou plutôt aux multigermes), puis des germes aux jets (com-
parer à [14]).

Soit Rq l’espace des jets en 0 de germes d’applications C

de (Rn , 0) dans (RP, 0) . Alors s’identifie naturellement à la fibre

du fibré J--(N,P) -i N x P ; le groupe structural de ce fibré est le groupe

Ak défini au paragraphe suivant. Chaque partie E c j(n,p) invariante sous

l’action de Ak engendre un sous-fibré de Jk(N,P) .
Le théorème de transversalité de Thom (modifié légèrement dans [3] pour

s’adapter à la topologie de Whitney) montre que le théorème 2.4 et le (i) du
théorème 2.3 découlent du théorème suivant :

2.5. THÉORÈME.- Les entiers n et p étant fixés, il existe un entier k , un

sous-ensemble algébrique fermé £k de invariant par Ak , et une

stratification de Whithey (voir paragraphe 7) Sk de Jk(n,p) - tk invariante



par Ak ayant les propriétés suivantes :

(a) codim ~k > n et Sk n’a qu’un nombre fini de strates.

(b) Si N est compacte et si f E vérifie

(b2) f est multitransverse par rapport à la stratification de

Jk(N,P) - F~ P déduite de Sk ,
alors f est topologiquement stable.

(c) Si (n,p) E à (bon domaine), on peut prendre k = p + 1 , et choisir

E et S p+1 de façon à remplacer la conclusion de (b) ) par : 
" f est diffé-

rentiablement stable " ; ; de plus, on peut remplacer l’hypothèse" N compacte "

par l’hypothèse " f propre ". D

Une application f satisfaisant (bl~, (b2) sera dite générique (si
on supposera (c) réalise). On a

Bien entendu, la transversalité ne se conservant pas par homéomorphisme,
les applications topologiquement stables n’ont aucune raison d’être génériques

au sens précédent. De la démonstration du théorème 2.5, on déduit pour les

applications génériques des propriétés locales très fortes : si n et p sont

fixés, il existe une liste finie de germes d’applications

g. : 0) - (RP, 0) telle que le germe en un point quelconque de N

d’une application générique soit topologiquement (resp. différentiablement,
si J~ ) équivalent ~ l’un des germes de la liste (l’équivalence des

germes se définit de manière analogue à celle des applications).

Si l’on pense à la pathologie que peuvent présenter les applications C
de Rn dans même localement (l’image réciproque d’un point peut être un
fermé quelconque de on voit que de tels résultats de généricité sont



précieux.

3. Rappel de résultats sur la stabilité différentiable

Je rappelle ici les premiers travaux de Mather, en particulier [3], dont

une partie a fait l’objet d’un précédent exposé (voir [14]). Sur l’ensemble
des germes d’applications C~ de (Rn , 0) dans (Rp , 0) , on fait agir les

groupes suivants :

R = germes en 0 de difféomorphismes G~ de ( ~n , 0)
L = germes en 0 de difféomorphismes cf° de (~p , 0)
K = germes en 0 de difféomorphismes Ga° de (Rn x ~p , o) de la forme

(g(x), h (y)) , où g représente un élément de R et, pour tout x ,

h représente un élément de L .
x

A = R x L .

On a des inclusions de sous-groupes L v ? A K .

L’action de K sur un germe est définie par

[a.f](x) = hx(f(g-1(x))) .
On en déduit une action du groupe de Lie Kf des k-jets en 0 d’éléments

de K sur la variété 

L’orbite d’un élément de Jk(n,p) B est donc l’image d’une variété lisse

par une immersion injective ; en fait, c’est même une sous-variété ; la même

propriété est valable si on remplace Kk par le sous-groupe Ak (voir [3],
§ 1).

On a déjà dit que Ak n’est autre que le groupe structural du fibré

N x P ; la décomposition de la fibre Jk( n, p) en Kk-orbites four-
nit donc une décomposition de l’espace total en sous-variétés, appe-

lées par Mather les "classes de contact". La décomposition de la fibre en Ak-
orbites redonne, bien entendu, la décomposition de provenant de

l’action sur du groupe D = Diff(N) X Diff(P) .

Si r est un entier positif, on définit r Jk(N,P) comme l’image récipro-



que par 03C0rII : [Jk(N,P)]r - N du souc-espace

N(r) = t f { x1 , ... , xr ) ) E Nr , xj ~ g ; pour particulier, 

s’ identifie à Jk(N,P) . A une application f correspond extension

~ 1~ 3 J , ~ § 1 ).

L’action diagonale de D induit une action sur 

dont les orbites sont des De mène, on définit dans J 
une partition en classes de contact qui sont des sous-variétés (voir [3], § 4).

La traduction géométrique de l’équivalence entre stabilité et stabilité

infinitésimale et le paragraphe 5) est le théorème suivant :

3.1. THÉORÈME.- Soit f E Si r z p + 1 et p , les propriétés

suivantes sont équivalentes :

’ i j i’ est différentiablement stable ;

(ii) j f est transverse à chaque orbite de D dans ;

(iii) j f est transverse à chaque classe de contact dans Q

Rappelons que la transversalité de ikf aux classes de contact dans

B 

équivaut à la multitransversalité de jkf aux classes de contact

dans Jk(N,P) , c’est-à-dire à la transversalité jointe à la propriété suivante :
si t s: r , si x1 , ...,x__ E il vérifient f(x1) = ... = y , si Ui dé-

la classe de contact 1 s 1 s t , et si gi 
1 

désigne le germe

en xi de l’application , les germes g1,...,gt se coupent en

position générale en y . (La interprétation vaut, bien sûr, pour les

de D . )

Commentaire sur 3.1.

Les (i) ~ (ii) n (iii) sont claires, la première à cause

du théorème de transversalité à chaque orbite, la deuxième parce que

Kk ~ Ak .



L’implication profonde est (iii) =~ (i) qui se décompose en (iii) =~ f

est infinitésimalement stable ~ (i) , chaque étape utilisant le théorème de

préparation différentiable (voir 1 14] 

Remarquons que (ii) et (iii) font intervenir un nombre non dénombrable de

conditions de transversalité ; ceci explique que la stabilité différentiable

ne soit pas, en général, une propriété générique.

Enfin, (ii) est la condition de transversalité que l’on attend, alors que

(iii) est celle avec laquelle on peut travailler.

4. Que se passe-t-il dans le bon domaine ? (voir [3], § 7)

Soit nk(n,p) C Jk(n,p) la réunion de tous les modules d’orbites de Kk;
plus précisément, l’ensemble Ws des éléments de appartenant à une

orbite de codimension ~ s est un sous-ensemble algébrique fermé de

; on note W* la réunion des composantes irréductibles de W
de codimension  s ; la réunion U WS de ces composantes est

le plus petit sous-ensemble algébrique fermé K-invariant de Jken,p) dont

le complémentaire ne contienne qu’un nombre fini de K-orbites. Soit

ak(n,p) = codim nk(n,p) et soit o’(n,p) = inf aken,p) (il est clair que
k

~’~ si k Z .~ ). Le bon domaine est défini par n  a(n,p) , et est déter-
miné dans [4]. La densité des applications différentiablement stables dans ce

cas est alors une conséquence immédiate du théorème de transversalité et du

théorème 3.1. Par contre, le (ii) du théorème 2.3 est loin d’être immédiat

(voir [3], §§ 9, 10, 11). Le premier exemple de couple (n,p) E ~N’ a été donné

par Thom dans [8] ( il s’agit du cas n - p - s~ , s ~ 4 ); dans [16], un exem-

ple très intuitif montre que (9,8) 

Par ailleurs, on voit que, dans le bon domaine, le théorème 2.5 est une

conséquence du théorème 3.1 : on peut prendre k=p+1, , 

et la stratification de par les Kp+1-orbites.

En dehors du bon domaine, on ne peut pas éviter de rencontrer nk(n,p) ,



c’est-à-dire des familles continues d’orbites de ; on essaie alors de ras-

sembler ces familles d’orbites en strates d’équisingularité topologique : géné-
sera transverse aux strates de la stratification correspon-

da~ te de J-~,I~,~’) - (mais pas aux classes de contact individuelles).

5. Les applications T. S. F. (ou de type singulier fini)

Disons, tout de suite, que les applications génériques obtenues au théorè-

me 2.5 seront de ce type.

Il faut rappeler la notion de stabilité infinitésimale (les notations sont

celles de Mather et différent de celles de [14]) : Soient T ( f ) : T(N)  
l’application tangente à f , 8(N) (resp. 8 (f ) , resp. Q (P) ) le module sur

(f(N) ,(resp. C°°(P) ) des sections CCO de T(N) (resp. f*T(P) , resp.
), et tf : Q(N) -~ 8(f) , wf : ~(P) --~ e(f) les applications définies

par ’r ( f ) o ~ , o f . Mather a montré (voir [14]) que f

propre est différenti.ablement stable si et seulement si elle est infinitésima-

stable, c’est-à-dire si tf ( Q (N) ) + 8 ( f ) .

5.1. DÉFINITION.- f E est dite T. S. F, si est un

de type fini pour la structure définie via f* : GP’ (P) -~ cf°(N) . Il

Remarques.- (i) Rappelons que l’ensemble critique (f) de f est l’ensemble

des x E N pour lesquels Txf n’est pas surjective ; il est clair que

qui est un Cf°(N)-module de type fini, est, en fait, un

de type fini ; on va voir que les applications T. S. F. sont

exactement celles pour lesquelles est un de type fini

(§6, remarque).

(ii) L’analogue de la propriété T. S. F. pour les germes est d’avoir une K-

codimension finie (voir plus loin la caractérisation locale des applications
T. S. F.) ; or les germes de K-codimension finie sont exactement ceux qui

n’obtiennent par changement de base à partir d’un germe stable (qu’on peut cons-

tr. ~.~ire explicitement : voir [2]). L’intérêt des applications T. S. F. est de

vérifier une propriété globale analogue.



5.2. DÉFINITION.- On appelle déploiement de f un carré cartésien

dans lequel i et j sont des plongements C , et f’ une application G~

transverse à j . C

On dit que f admet un déploiement stable si f’ est stable.

5.3. THÉORÈME.- Si f est T. S. F., f admet un déploiement infinitésimale-

ment stable. 0

On verra que la réciproque est vraie un peu plus loin.

Esquisse de démonstration (d’après ~7~ ~ . Le premier pas est analogue à la

construction dans [2] d’un germe stable ayant une algèbre locale donnée (qui
n’est autre que la construction du déploiement stable d’un germe de K-

codimension finie). Si U est un projectif de type fini, et si

Q : e(P) ® U -~ e(f)/tf(e(N)) est un morphisme de qui étend

wf : ®(P~ -~ (léger abus de notation), il existe un déploiement

(i,j,f’~ de f qui rende commutatif le diagramme suivant :

f(N) (resp. G~"(P~ ~ est un C (N’ ~ (resp. C (P’ ~ )-module via i (resp.
j ) ; Q’ s’obtient par composition et passage au quotient naturels à partir

de (on ne regarde que ce qui se passe au-dessus de i(N) et j(P) ).
~ est toujours un isomorphisme à cause de l’hypothèse de transversalité de

f’ et j .

Pour avoir un isomorphisme tel que Of , il suffit de prendre pour P’

l’espace total E(~~ d’un fibré vectoriel § sur P dont le module des sec-

tions est isomorphe à U . Il faut maintenant définir f’ pour rendre le dia-



gramme commutatif : on présente U comme facteur direct dans un 

libre de type fini V ( ce revient à regarder § comme sous-fibré de

et on prolonge Q en 8(P} ~ V  soit ~tL un

voisinage de K x ~0) dans N x Rt e ~. soit f : P x Rt l’application

définie par (x,u1,...,u1) = (f(x) - u. u1 ,..., ut) [ ai est

un élément de e(f) relevant l’image 

1 

= (vi) du générateur v. de V

qui correspond à la section constante x r- (x, i-ème vecteur de la base cano-

nique de R )] ; cette formule a un sens à condition d’identifier un voisinage
de la section nulle dans T(P) avec un voisinage de la diagonale dans P x P

(on choisit alors U en conséquence).

L’application f ainsi définie est transversale sur P x 0 et donc auss.

sur un voisinage t de P x 0 dans E(S) c p x,Rt .

L’application : -1(V) ~ V répond à la question à condi -

tion de prendre pour i (resp. j ) l’inclusion de N x ~{ 0~ dans f ~ (’~) = N’
(resp. l’inclusion de P x (0) dans V= P’ ).

Dans le cas où f est T. S. F., on peut donc trouver f’ f telle que ~’

sojt snrjective. Une application f’ ayant cette propriété est dite par Mather
" infini tésimalement stable au-dessus de j(P) rr ,

En se restreignant au besoin à l’image réciproque d’un vo.isinage de j(P)
dans P’ , on peut supposer que la restriction de est propre ;

on montre alors qu’il existe un voisinage P"’ de j(P) dans P’ tel que la

restriction f"’ de f’ à N"’ = f’-1(p"’~ soit infinitésimalement stable

(i.e. wf"’ surjectif). Le point fondamental est l’existence d’un voisinage

P" de j(P) dans P’ tel que la restriction f" de f’ à N" - f’ ~ (P" )
soit T. S. F. ; grâce à la proposition 5.5, ce résultat de finitude découle du

théorème de préparation différentiable, et plus précisément du corollaire sui-

vant appliqué au faisceau de ( Ç~’(N’ ) -.
faisceau des germes de fonctions C de N’ dans R, 8(f’) = faisceau de:s

germes de champs de vecteurs au-dessus de f’ , etc...) :



5.4. THÉORÈME.- Soit A un faisceau de localement fini (i.e.

localement engendré par un nombre fini de sections). Si la restriction de f’

au support de A est propre, si la fibre au-dessus de y E P’ de cette res-

triction est un ensemble fini, et si Bt7 
, dim- A % f’ ~~ A

xE (Supp A)~f‘ 1(Y) 
est fini, le faisceau est localement fini en y comme faisceau de

Il

J’en viens, maintenant, à la caractérisation locale des applications

T. S. F.

5.5. PROPOSITION.- f E C°(N,P) est T. S. F. , si et seulement si les trois

conditions suivantes sont satisfaites :

(a) f iE(f) : E(f) -~ P est propre.

(b) Le nombre de points dans E(f) n f 1(y) est borné supérieurement pour

y E P .

(c) La dimension )1,(f,x) = + est

bornée supérieurement pour x E N . 0

Les notations ,... sont les analogues germiques des notations

9(f) ,..., et B est l’idéal maximal des germes de fonctions

(P,f(x)) -~ ~ qui sont nuls en f(x) .

Où trouver la démonstration de 5.5 : On voit facilement par l’absurde que,

si f est T. S. F., la condition (a) est vérifiée. En ce qui concerne (b) et

(c), on peut, pour tout y E P , majorer 
x E 2- x(f,x) par le nombre

de générateurs de comme f(P)-module. La réciproque se démon-

tre de la même manière que le passage de la condition de transversalité aux

K-orbites à la stabilité infinitésimale dans le théorème 3.1 (comparer à ~3~
et au dernier paragraphe de [14]).

Remarques .- ( 1 ) On déduit facilement de cette caractérisation locale le fait

que si f admet un déploiement T. S. F., f est elle-même T. S. F. ; en par-

ticulier, si f admet un déploiement infinitésimalement stable, f est

T S. F.



(2) Ne pas confondre les notions de déploiement stable et de déploiement uni-

versel (voir [13]) ; même aa niveau local, l’exemple de l’application de R2 -
dans R2 définie par f(x,y) = (x3,y) montre qu’un germe T. S. F. peut être

de A-codimension infinie.

6. Démonstration du théorème 2.5 ; 1°) où l’on définit 03A3k

6.1. DÉFINITION.- E est l’ensemble des jets z E J--( n, p) représentés par

au moins un germe f : 0) - (Rp , 0) tel que x(f,0) z k . [Cette pro-
priété est alors vraie pour tout germe représentant z (utiliser Nakayama).] 0

On peut montrer que, si deux germes f et g sont dans la même orbite

de K, alors n(f,0) = ([2], cor. 2.6). On en déduit que E est une

réunion de Kk-orbites, et est donc invariante sous l’action de A . Dans le

cas particulier où la codimension de la K-orbite de f est finie, et si k

est assez grand, n(f,0) + n - p est la codimension dans Jk(n,p) de la K -
orbite de jkf(0) - z ([2], th. 2.5).

Soit ~N , p le sous-fibre de de fibre E ; si N est compacte.

et si f E -vérifie jkf(N) n E~ p = ~ , f est T. S. F. Pour le voir,

on :~e reporte à la caractérisation locale des applications T. S. F. ; le seul

point non immédiat est le (b) qui nécessite N compacte : tout d’abord, on

montre facilement que chaque point x E F(f) n f 1 (y) est isolé dans f-1(y)
dès que  (voir [2], lemme 2.4) [ si le germe de f en x est

celui d’une application analytique, la réciproque est vraie : on déduit, en

effet, du Nullstellensatz l’équivalence entre " " et " f (?(x))
est au voisinage de x une intersection complète à singularité isolée " , , oà

f est le complexifié de f ]. Si f est propre, il n’y a donc qu’un nombre

fini de points dans chaque fibre de f |03A3(f) . On déduit alors du théorème 5.4

que ce nombre est localement borné : pour tout y E P , il existe un voisinage

U de y dans P tel que, pour tout y’ 6 U ,

la conclusion.



Remarques.- (i) On a déjà vu, au début du paragraphe 5, que, si C (~(f)) est un

de type fini, f est T. S. F. Le lemme 2.4 de [2] que l’on vient

d’utiliser, joint au théorème 5.4, montre immédiatement la réciproque.

(ii) Il est facile de donner un exemple d’une application propre de R dans

R vérifiant les hypothèses ci-dessus mais pas le (b) de la proposition 5.5 ;
une telle application n’est donc pas T. S. F.

6.2. PROPOSITION.- La codimension de ik dans J~(n,p) tend vers l’infini

avec k . Il

Commentaires.- (1) Cette proposition dit essentiellement que le nombre de

paramètres continus dont dépendent les modules de K-orbites ne croît pas trop

vite en fonction de la codimension de ces orbites.

(2) Il est assez clair intuitivement qu’il faut une infinité de conditions

dans ~(n,p~ pour assurer la non-finitude du germe de morphisme ;

c’est d’ailleurs ce qu’on montre dans ce qui suit.

Démonstration de 6.2 (d’après ~7~) : ~k est un sous-ensemble algébrique

fermé de Jk(n,p) B et n’a donc qu’un nombre fini de composantes irréductibles

de codimension minimum ; l’affirmation suivante permet de trouver pour l’une

quelconque r de ces composantes un entier 1 > k tel que l’image réciproque

de F par la projection canonique J~(n,p) -> J(n,p) ne soit pas toute

entière contenue dans E~ . Une récurrence évidente donne alors le résultat.

Affirmation (Milnor, Thom, Samuel,...). Tout élément z E Jk(n,p) a un

représentant f pour lequel ~.(f,0)  .

J’ai déjà dit que, si f est analytique, la condition M.(f,0)  + ce

équivaut à la condition que ~ 1 (0) ait en 0 une singularité isolée d’inter-

section complète (où f = complexifié de f ) c’est-à-dire que N f-1(0) - 0 soit

localement une sous-variété de dimension n - p si n > p (resp. vide si

n ~ p ).

Soit P = (Pt,...,P ) : Cp l’application polynomiale de degré k

représentant z , et soit Q : Cn Cp l’application définie par



La différentielle de Q est surjective en (x,t) si x ~ 0 , donc
Q-~ (0) - (0 x e:~t une Le théorème de Sard assure alors

l’existence d’une valeur régulière to de la projection de Q ~(0? - (0 x Rnp)
sur P . Considérons l’application P (x) = Q(x,t ) : C qui repré-

sente z ; P (o) - 0 est une sous-variété complexe de dimension n - p ,

c’est-à-dire u 
0 

,0)  + co .

o

Conséquence : Si N est compacte, les applications T. S. F. de N dans

P ont un complémentaire de codimension infinie : cela signifie que, pour tout

entier 03B1 ~ 0 , une famille à a paramètres d’applications de N dans P

peut être légèrement déformée de façon que toutes les applications de la famille

soient T. S. F.

Il nous reste maintenant à stratifier les applications T. S. F. "généri-

ques" et à montrer leur stabilité topologique en appliquant le théorème d’iso-

topie de Thom auquel le paragraphe suivant est consacré.

7. Morphismes stratifiés sans éclatement : le deuxième théorème

d’isotopie de Thom

La technique des espaces stratifiés inaugurée par Whitney dans l’étude

topologique des espaces analytiques a permis à Thom de donner un critère très

utile de trivialité topologique d’une famille d’applications C (voir [9],

~ 1 1 ~ , ~ 12~ , ~ 13~ ~ , tout en faisant comprendre la différence de nature entre

les variations continues (modules) du type différentiable d’une application
(f et celles de son type topologique (voir [10]).

7.1. DEFINITION.- Soit X une;variété (f et soit Y eX. Une stratifica-

tion de Whitney de Y est une.partition localement finie de Y en sous-

variétés G~ (les strates) qui vérifie



(i) (Axiome de frontière) Si U et V sont des strates, et si

U n V f 0 , alors V c U ;

(ii) (Propriété (b)) Soient U et V deux strates avec V ci U , r
soient x 6 "V , et cp : Rn - X un difféomorphisme sur un voisinage de

x dans X . Soit {x.J (resp. {yi}) une suite de points de 

(resp. de cp 1(V) ) convergeant vers cp 1(x) . On suppose que, pour tout

1 , y. , que la suite de droites converge dans Pn-1(~)
vers ~ , , et que la suite des plans tangents 1(U)~ 

~ 
converge vers

i

T dans la grassmannienne correspondante. Alors 1 c T . a

Commentaires.- (1) On vérifie facilement que la propriété (ii) est

indépendante du choix de 03C6 et équivaut à la conjonction des classiques

propriétés (a) et (b) de Whitney.

(2) Mather parle plutôt de préstratification, réservant le nom de stra-
tification à la donnée en chaque point de Y du germe de la strate con-

tenant ce point ; c’est en fait sous cette forme locale que se présentent

naturellement les stratifications qu’on va considérer.

Le but de ce paragraphe est de faire comprendre la démonstration du

théorème ci-dessous, dû à Thom, et exposé par Mather dans [5] et [6].

7.2. THÉORÈME (2ème théorème d’isotopie).- Soit X’ ~ X g5 ~ un dia-

gramme de variétés et d’applications C (qu’on peut considérer comme
une famille à 1 paramètre d’applications ), et soient Y c X ,

Y’ c X’ des fermés admettant une stratification de Whitney. On suppose

que

(i) f(Y’) C Y .

(ii) Pour toute strate U’ de Y’ , la restriction de f à U’ est

une submersion sur une strate de Y .

(iii) Pour toute strate U de Y , la restriction de g à U est une

submersion sur R .

(iv) Les restrictions f!Y’ : Y’ - Y et g Y : Y - R sont des



applications propres.

(v) f n’a pas d’éclatement (la définition est donnée plus loin).
Il existe alor~ un diagramme commutatif

dans lequel B B’ ) est la fibre de Y (resp. Y’ ) au-dessus de

0 E R , r: est la restriction de f à B’ , et cp , cp’ sont des homéo-

morphismes (on peut encore dire que la famille d’applications GP° consi-

dérée est topologiquement triviale). 0

Technique de démonstrat.i_on. On cherche à relever le champ de vecteurs

standard ~ ~t sur R en un champ 03BE tangent aux strates de Y , puis à rele-

ver 03BE en un champ S’ tangent aux strates de Y’ ; pour que l’intégration

de ces champs fournisse deux homéomorphismes (qui vérifieront automatique-
ment les conclusions du théorème), il faut contrôler ~ et ~’ au voisinage

des pointu où se raccordent des strates : on utilise à cet effet un système

bien choisi de voisinages tubulaires des strates.

(1) Construction de ~ . On commence par trouver pour chaque strate U de Y

un voisinage tubulaire T de U dans X de façon que la collection des TU
ait les propriétés suivantes de compatibilité :

Soient l’espace total de U la projection,

p : ~TU~ ~ R+ la fonction tubulaire (le fibré TU est défini comme un voi-

sinage de la section nulle dans un fibré muni d’un produit scalaire, et pU
est la fonction "carré de la longueur d’un vecteur dans sa fibre"). On demande

que, si V c: U - U , les fibres au-dessus de U de TU soient contenue.:

dans les fibres correspondantes de l’application (m , P.,) : - V x R

(on dira avec Mather que la restriction de TU à n U est compatible

avec l’application (rrV , pv) ).



La construction de ces voisinages tubulaires se fait par récurrence

ascendante sur la dimension des strates ; plus précisément, l’existence de TU
lorsque TV est donné est conséquence des deux faits suivants :

7.3. Fait (1~ (Théorème des voisinages tubulaires).- Soit F : X - Z une

application G~’ et soit U une sous-variété de X telle que FIU soit

une submersion. Il existe un voisinage tubulaire T de U dans X qui est

compatible avec F . 0

La démonstration ne diffère pas sensiblement de celle du théorème classi-

que ; c’est bien entendu une forme relative de ce théorème qu’on utilise dans

la récurrence.

7.4. Fait (2).- Soient U , V C U - U deux sous-variétés de X vérifiant la

propriété (ii) de la définition 7.1. Soit TV un voisinage tubulaire de V

dans X . Il existe un voisinage V de V dans tel que la restriction

à U de l’application Pv) soit une submersion. 0

La démonstration est triviale à partir des définitions ; on peut remarquer

que la propriété analogue pour la seule application TIV ne nécessite que la

propriété (a) de Whitney.

On peut donc supposer donnée une famille ayant les propriétés deman-

dées. Compte tenu de l’hypothèse (iii) de 7.2, la même démonstration fournit

d’ailleurs une famille de voisinages tubulaires qui sont en plus compati-

bles avec g . On peut alors construire par récurrence un relèvement § du

tangent aux strates de Y , et contrôlé par la famille {TU} ,
c’est-à-dire un champ S qui vérifie (on rétrécit au besoin les T ) :
(1) ~ Y E Y, g*(03BE(y)) = ~ ~t (g(y)) (condition de relèvement) ;

(2) Y y E Y n rtU (S(y)) = (condition de cohérence) ;

(3) V y E Y ;1 , 0 ; cette dernière condition empêche les lignes

intégrales de S d’origine dans n Y d’aller se perdre dans Û - U ou

hors de , en les canalisant dans les surfaces de niveau de p .

On montre sans trop de difficultés qu’un tel champ, bien que non continu



en général, est localement (et en fait globalement car gJY est propre) inté-

grable, ce qui fournit l’homéomorphisme 03C6 . On vient en fait d’indiquer la

démonstration d’.j 1 er théorème d’isotopie de Thom (voir [9] et [12]).

(2) Construction de ~’ . Si on remplace g par f, la construction précé-

dente est possible dans l’image réciproque par f d’une strate de Y ; plus

généralement, la construction d’un système {TU’} de voisinages tubulaires de...

strates de Y’ relevant et permettant de contrôler suffisamment ~’

pour le rendre intégrable est possible moyennant l’hypothèse " f n’a pas d’écla-

tement " 
que je vais expliciter maintenant :

7.5. DÉFINITION.- f n’a pas d’éclatement si, pour tout triplet (U’,V’,y’) ,
U’ , V’ strates de Y’ , y’ E V’ C 1j’ - U’ , la condition suivante est véri-

fiée : s

( af) Pour toute suite de points yi E U’ convergeant vers y’ telle que la

suite (ker d(f U’) )y’} ait une limite T , on a 03C4 ~ ker (si f e;;t,

V~ 
’ Y*

l’application nulle, on retrouve la condition (a) de Whitney). 0

L’exemple typique d’une application présentant de l’éclatement est

l’ "éclatement des géomètres algébristes" qui s’écrit localement

f : R 2 -~ R 2 , f(x,y) = (x, xy) , avec

V’ définie par x = 0 , et V = (0,0) .

Si f n’a pas d’éclatement, on construit une famille telle que

( i ) Si f(U’) CU, on a c ITUI et 

(ii) Si V’ C Û’ - U’ , ~ la restriction de T à U’ est compatible

avec l’application ; 8i de plus f(V’) et f(U’) sont dans la même

strate de Y , on peut demander la compatibilité avec l’application (n .

On se convainc facilement qu’une telle famille ~TU~~ ne peut exister

dans l’exemple précédent, les conditions ( i ) et (ii) (1ère partie) étant incom-

patibles.



La démonstration de l’existence se fait par récurrence exacte-

ment comme pour celle de ~TU~ , y compris dans le cas de deux strates de Y’

ayant pour image des strates distinctes de Y , à condition d’interpréter comme

suit la condition de non éclatement :

Soient U’ et V’ telles que f(U’) c U , f(V’) c V , V’ c U’ - U’ ;

on suppose TV~ construit de façon que TT f : : il existe alors une

application i rendant commutatif le diagramme

( Q désigne le produit fibré et on rappelle que 03C0V03C0U = 03C0V ).

La condition (af) pour tous les triplets (U’,V’,y’) , y’ EV’ , ~ équi-
vaut à la condition :

~ n U’ est une submersion (il faut peut-être restreindre TV ~ ~ .
On peut alors construire TU~ qui, au-dessus de j n U’ , soit à la fois

compatible avec et (conditions (i) et (ii)).

On peut alors relever § en un champ S’ contrôlé par ~TU~~ (bien entendu,
la condition 3) ne peut être exigée que dans l’image réciproque par f d’une

strate de Y , et le fait que § vérifie cette condition 3) n’intervient pas
dans la construction de S’ ). ,

L’intégrabilité locale de ~’ dans l’image réciproque d’une strate de Y

se voit comme précédemment ; l’intégrabilité locale de S’ sur tout Y’ découle

de celle de S sur Y .

On en déduit alors l’intégrabilité globale grâce à la propreté de f!Y’ ,
et donc l’existence de cp’ et la démonstration du théorème 7.2.



Remarque.- Le théorème 7.2 devient faux si on supprime la condition de non écla-

tement. Thom construit une famille à un paramètre d’applications

polynomiales de danr R3 (donc R3 x R ~~ R3 x R ..~ R ) vérifiant les
autres condition.’ du théorème pour une stratification bien choisie mais telle

que ci.acune des applicationn de la famille (et donc aussi f ) présente de 

tement ; il montre que deux quelconques des*applications de la famille ont un

type topologique différent. De tels modules ne peuvent exister pour des applica-

tions triangulées (qui ne présentent jamais d’éclatement) et Thom conjecture

que l’absence d’éclatement est une CNS pour qu’une application stratifiée puisse

être triangulée.

8. Démonstration du théorème 2.5 ; 2°) où l’on stratifie JK(n,p) - £~

On commence par montrer l’existence, pour chaque application infinitésima-

lement stable f’ : N’ - P’ , de stratifications canoniques Sf,(N’) et

S (P’) qui fassent de f’ un morphisme stratifié sans éclatement. On défini!’

alors la stratification S~ de Jk( n, p) - E de façon que si f : N -~ P

(N compacte) vérifie jkf(N) n E~ 1B) ,r = ~ , et si (i,j,f) est un déploiement

stable de f , la multitransversalité de f par rapport à soit équi-

valente à la transversali té de j par rapport à S f ~ (P’ ) .
8.1. Stratification de f’ . Les trois propriétés qu’on utilise sont :

(i) La restriction de f’ à E(f’) est un morphisme propre et fini (voir

§ 5).

(ii) Le germe de f’ en un point quelconque de N’ ent différentiablement

équivalent au germe d’une application polynomiale (à savoir, le représentant

polynomial de son jet d’ordre dim P’ + 1 dans une carte ; voir [2]).

(iii) Le multigerme de f’ en un nombre quelconque de points est infinitésima-

lement stable.

On raisonne alors localement : si N’ est un ouvert semi-algébrique (par
forcément connexe) de Rn 

f 

et P’ un ouvert semi-algébrique de , lE. :

méthodes utilisées dans [9] et [12] permettent de trouver des stratification:

de Whitney analytiques de N’ et de P’ telles que



(1) I~(f’) soit un sous-ensemble stratifié.

(2) Si x’ E E(f’) , la restriction de f’ à la strate passant par x’ est

une immersion, et l’image de cette strate est une strate de P’ .

(3) Si x’ E N’ - E(f’) , la strate de x’ coïncide localement avec l’image

réciproque par f’ de la strate contenant f’(x’) .

(4) Le couple (Sf,(N’), est minimal parmi les couples de strati-

fications de Whitney analytiques ayant les propriétés précédentes. 0

La démonstration se fait par récurrence à partir de la stratification de

Whitney analytique du sous-ensemble semi-algébrique E(f’) 
B 

de Pn 
, 

(cons-
truite par exemple dans [9]) ; chaque strate U est à la fois une sous-

variété analytique et un sous-ensemble semi-analytique de R n’ . L’ensemble

des points de U où le rang de s’abaisse à une adhérence semi-analytique

de dimension inférieure à celle de U, ce qui permet de raffiner la stratifi-

cation de N’ pour avoir la propriété de rang constant sur chaque strate.

Le fait que le nombre de points dans les fibres de f’IE(f’~ soit borné

(en fait par dim P’ = p’ , voir [3]) et que le multigerme de f’ en une fibre

soit infinitésimalement stable permet de définir l’image directe de cette stra-

tification par f’ : une strate en y’ E P’ est localement l’intersection des

images par f’ des strates de N’ aux points f’ -~ ( y’ ~ . ~ I1 faut
remarquer qu’en général une telle opération ne définit pas une stratification,

ne serait-ce que parce que l’image par f’ d’un germe d’ensemble n’est pas,

sans condition sur f’ , un germe d’ensemble bien déterminé (regarder l’exemple
suivant la définition 7.5).]

On prend enfin l’intersection de la stratification de N’ avec la strati-

fication image réciproque de celle qu’on vient de définir sur P’ .

Pour globaliser, on part d’un recouvrement ouvert de P’ ; le caractère

fonctoriel de ces stratifications locales et le fait que deux germes analytiques

infinitésimalement stables qui sont différentiablement équivalents le sont ana-

lytiquement permettent le recollement des stratifications locales en des strati-

fications de Whitney de P’ et d’un voisinage de ~(f’~ dans N’ ; on finit

de stratifier N’ en stratifiant N’ - Z(f’) par la condition (3) du cas local.



On remarque que la condition (2) du cas local implique que f’ n’a pas

d’éclatement.

8 .2 . Stratification de J--( n, p) - £~ .

Si z E E est le jet d’un germe stable f : 
on considère la stratification de Rn qu’on vient de lui associer, et on défi-

nit le germe de la strate de :~k en z comme la réunion des Kk-orbites loca-
les des jets correspondant aux germes de f en tous les points de la strate

(locale) de Rn qui contient 0 . Il est clair que là où elle est définie,

cette stratification répond aux exigences du début du paragraphe 8 (revoir le

théorème 3.1).

Pour traiter le cas général, j’ai déjà remarqué que les germes de K-

codimension finie sont l’analogue local des applications T. S. F. ; en parti-

culier, la démonstration de 5.3 fournit pour un tel germe

f : (Rn,O) -~ un entier q et un germe stable f : 

qui est dans la K-orbite de f x id . Soit z - jkf(0) ; on considère l’appli-

cation de 

. stabilisation qui 
à z E Jk(n,p) associe z x id Rq E Jk(n + q , p + q) ;

on stratifié J (n -)- q , p + q) au voisinage de z x id 
en faisant agir K

sur la stratification définie au voisinage Rqet on stratifie Jk(n,p)
au voisinage de z par image réciproque par l’application de stabilisation.

9. Démonstration du théorème 2.5 ; 3~) où tout devient clair (?)

Si n et p sont donnés, on fixe k de façon que codim ~k > n . Si N

est compacte, on déduit de ce qui précède qu’une application générique

f : N - P s’obtient à partir d’une application stable f’ : N’ - P’ par

un changement de base j transverse à la stratification canonique de

P’ ; on en déduit (voir [9]) que l’application f est elle-même un morphisme

stratifié sans éclatement (les applications de ce type sont donc denses dans

lorsque N est compacte ; il est intéressant à ce point de lire la

conclusion de [10], où la condition 2°) correspond à la transversalité vérifiée

par les applications génériques). Il nous reste à montrer que f est topolo-



giquement stable : si g est proche de f , on la prolonge en g’ proche de

f’ (continûment en fonction de g ) ; f’ étant stable s’écrit, 0 g’ 

(resp. ) est un difféomorphisme de N’ (resp. P’ ) proche de l’iden-
tité. On en déduit que o i , jg = ~r o j , f’ ) est un déploiement stable

de g . De plus, on construit de la même façon une famille différentiable à un

qui vérifie fo = f, f ~ - g , à laquelle est associée
une famille à un paramètre de déploiements stables f’ ) qui ont la

propriété que j 
t 

est transverse à pour tout t .

(Cette construction est possible car f’ est homotopiquement stable,

voir [ 14~ . )

On peut alors appliquer le 2ème théorème d’isotopie (7.2) au diagramme

où F(x,t) = (ft(x), t) , n(y,t) = t , et où les stratifications sont induites

par les applications transverses N x R 3 (x,t) ~ it(x) E N’ , et

P X R 3 (y,t) ~ jt(Y) E P’ .

10. Remarques finales

Si on ne s’intéresse qu’à la stabilité locale des applications, on peut

donner du théorème 2.5 un énoncé dans lequel n’apparaît plus la condition de

transversalité à la stratification Pour simplifier, occupons-nous de la

stabilité différentiable : on sait (voir ~2~) que tout germe stable

f : (~n,0) --~ (R ,0) est équivalent par A à son jet d’ordre p + 1 ; la

notion de jet stable a donc un sens dans ce qui implique que, si

z E Jp+~(N,P) , ou bien pour tout germe f : (N,x) ~ (P,y) représentant z

l’application jp+1 f est transversale en z à la classe de contact de z ,

ou bien il n’existe pas de germe f représentant z tel que j f soit

transversale en z à cette classe de contact. Soit Uns le sous-ensemble

de formé des jets instables ; Uns est algébrique fermé et

invariant par A (mais pas par !!), il lui correspond un sous-fibré

Unsp+1N,P de J p+1 (N,P) qui est exactement l’ensemble des z qui sont des



points de non-transversalité sur leur classe de contact (on montre dans [2] que

le complémentaire de Uns 1 dans une K -orbite est exactement une A p+ 1 -

orbite, ce qui éclaire l’équivalence (ii)  (iii) de 3.1). La stabilité diffé-

rentiable locale de f est donc assurée par la seule condition

n -~ ~ ( bien entendu, on assure ainsi la condition de transver-

mais pas celle de multitransversalité). Dans [3], Mather montre l’équi-
valence entre codim Uns - n et a(n,p) ~ n ; on retrouve le ( i ) du

théorème 2.3. Pour en déduire le (ii), il y a encore un pas non trivial à savoir

l’existence, pour toute sous-variété lisse de de codimension  n ,

d’un point z transversal (i.e. tel qu’il existe un germe f : (N,x) - P

vérifiant j f(x) = z et " jkf est transversal en z à cette sous-variété ").
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