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Séminaire BOURBAKI
36e année, 1983-84, n° 622 Février 1984

LA DYNAMIQUE AU VOISINAGE D'UN POINT FIXE ELLIPTIQUE CONSERVATIF :
DE POINCARE ET BIRKHOFF A AUBRY ET MATHER

par Alain CHENCINER

Depuis son introduction par Poincaré i propos du probléme restreint des trois
corps, 1'étude au voisinage d'un point fixe elliptique des germes de difféomorphismes
du plan conservant les aires a fourni quelquesuns des plus beaux résultats de la dy-
namique hamiltonienne. Un moment le lieu d'une certaine défaite de 1'intuition physi-
que (hypothése ergodique de Boltzmann) devant la rigueur mathématique (théoréme des
courbes invariantes (K.A.M.)) ce sujet vient de comnnaitre de nouveaux développements,
largement influencés par la physique.

Presqu'un demi-siécle séparent le "dernier théoréme géométrique' de Poincaré
[34], démontré par Birkhoff en 1913 [3], et le ''théoréme des courbes invariantes'
[29], [37]. Le premier, topologique, fournit 1'existence d'orbites périodiques de
nombre de rotation donné dans tout voisinage du point fixe et ce n'est que tout
récemment qu'une démonstration symplectique, valable en toutes dimensions, en a été
donnée par Conley et Zehnder [8], [9] ; le second, analytique (petits diviseurs),
affirme 1'existence autour du point fixe d'un ensemble de Cantor de courbes fermées
invariantes sur lesquelles la dynamique est quasi-périodique (on trouvera un énoncé
de ce théoréme dans le deuxiéme chapitre de [30] ; voir également [39] et [16]).

Les résultats que viennent de démontrer (indépendamment) Aubry [2] et Mather
[24], complétent le tableau (dans un sens qui apparaitra au paragraphe suivant) en
prouvant 1'existence, autour du point fixe, d'orbites "quasi-périodiques'" (dans un
sens faible !, voir [24]) n'appartenant pas forcément 3 une courbe fermée invariante
et en donnant un critére permettant (en théorie) de décider si tel est le cas. La mé-
thode des deux auteurs est variationnelle : la fonctionnelle (1'"action') d'Aubry
vient directement de la physique (et est en particulier infinie), celle de Mather
est empruntée 3 Percival, également physicien, qui 1'avait utilisée dans des recher-
ches numériques de tores invariants [32] ; toutes deux généralisent (au signe prés)
la "somme des longueurs' d'une orbite de billard, introduite par Birkhoff [6].

Aussi bien dans la méthode d'Aubry que dans les démonstrations qu'ont données
R. Douady [10] et A. Katok [20] du théoréme de Mather, ces orbites quasi-périodiques
faibles apparaissent comme limites d'orbites périodiques ayant la propriété d'étre
ordonnées circulairement comme les orbites de la rotation périodique correspondant 3
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A. CHENCINER

leur nombre de rotation. De telles orbites vérifient des estimations lipschitziennes
uniformes analogues a celles que Birkhoff, encore lui, avait découvertes pour les
courbes invariantes [5], [16] et peuvent de ce fait &tre localisées a priori. En par-
ticulier, la démonstration que nous donnerons de leur existence ne dépend pas du
théoréme des courbes invariantes, alors que la possibilité d'appliquer a un grand
itéré du difféomorphisme le théoréme géométrique de Poincaré-Birkhoff en dépend ef-
fectivement.

Le premier paragraphe introduit rapidement les ''formes normales', approximations
invariantes par rotation des difféomorphismes qui nous intéressent, ainsi que la pro-
priété de '"distorsion monotone' dont Poincaré et surtout Birkhoff avaient reconnu le
caractére fondamental. Le paragraphe suivant fournit les estimations lipschitziennes
associées aux orbites 'ordonnées' et le paragraphe 3 les fonctions génératrices ; les
deux sont immédiatement utilisées pour remplacer le difféomorphisme original par un
difféomorphisme d'un anneau auquel les théories d'Aubry et Mather puissent s'appli-
quer (élimination des problémes de bord). Dans les paragraphes 4 et 5 on prouve que
les orbites périodiques et quasi-périodiques faibles ordonnées existent, les pre-
miéres comme orbites maximales au sens d'Aubry, ce qui a 1'avantage de faire appa-
raitre naturellement la propriété d'ordre, les secondes par le passage 3 la limite
de [20] ; des allusions sont faites également aux démonstrations originelles d'Aubry
et Mather et aux propriétés d'hyperbolicité. Dans le paragraphe 6, enfin, sont décrits
les résultats de Mather sur les orbites minimax et le critére d'existence de courbes
invariantes, également obtenu par Aubry sous une forme légérement différente.

1. FORMES NORMALES ET DISTORSIONS MONOTONES

Soit F : R2,0 — R2,0 un difféomorphisme ¢ défini au voisinage de 0 . On
suppose que 0 est un point fixe elliptique, c'est-a-dire que F(0) = 0 et que les
valeurs propres de la dérivée DF(0) sont de module 1 et non réelles ; on note ces
derniéres Ao = ezui”° et Ao . On suppose enfin que F conserve les aires (c'est-
3-dire la mesure de Lebesgue de R2 ).

Si DF(0) n'est pas trop fortement résonnante, i.e. si wo n'est pas un ra-
tionnel de trop petit dénominateur on peut, suivant Poincaré et Birkhoff, trouver un
changement de coordonnées préservant les aires qui fasse apparaitre F comme pertur-
bation d'une "forme normale polynémiale" N inva?iante par le groupe des rotations
[51, [30]. En coordonnées polaires x+iy = re2n16 un relévement F de F au re-
vétement universel RxR* de R2-0 =T" xR} (T* = R/Z) se prolonge naturellement
en un difféomorphisme € défini sur un voisinage de Rx0 dans R xR par la for-

mule suivante (on a supposé wo # g pour q < 2n+3) :
E@®,r) = (0+g(r2) +a(®,r) ,r+p(d,1)) ,

oi g(X) = wo *+ bsX + ... + bnX™ est un polynSme et a et B, 1-périodiques en 9,
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(622) POINT FIXE ELLIPTIQUE

sont des O(|r|2n+2) |
La forme normale N , obtenue en oubliant o et B , laisse invariant chaque

cercle r =p et induit dessus la rotation R de nombre de rotation g(p2) .

2
En général b, # 0 , et nous le supposerons po%i(‘zi% (sinon prendre F-1 ) ; g(p2?)
est alors, pour o > 0 assez petit, une fonction monotone croissante de o . Les ré-
sultats évoqués dans 1'introduction précisent le souvenir que les cercles invariants
de N laissent dans la dynamique de F . Ils dépendent de facon essentielle de 1'hy-
pothése by > 0 (qu'on aurait pu remplacer par bj #0 pour 1<i<n) ; celle-—ci
implique 1'existence, pour tout « assez proche de wo et tel que w-wo > 0 , d'un
unique o > 0 proche de 0 tel que N induise la rotation ﬁw sur le cercle
r =p . Le destin précis de ce cercle dans le passage de N & I est 1ié aux pro-
priétés arithmétiques de p mais les théorémes d'Aubry et Mather affirment qu'on en
retrouve toujours la trace dans la dynamique de F . Malgré la date tardive de leur
démonstration, ces théordmes se placent donc & la base de la théorie (existence d'une
forme de "solutions faibles'), et font apparaitre le théoreéme des courbes invariantes
comme un résultat (difficile !) de régularité et d'unicité.

Pour &tudier F au voisinage du cercle r = p il est commode de faire un nou-
veau changement de variables 9 = x , r = p/T+y qui transforme F (resp. F ) en
un difféomorphisme défini sur la bande A (resp. 1'anneau A ) lyl < % (par exem-
ple) par une formule de la forme

F(x,y) = (x+w+t(y) +p2*+2a, (x,y,p) , y +02P*18, (x,y,0))

ol a, et B, sont des fonctions € de x , Y, 0 vour |yl < —12— et p voisin
de 0.

La mesure rdrdd &tait préservée dans les coordonnées (®,r) ; la mesure de
Lebesgue dxdy est donc préservée dans les nouvelles coordonnées (x,y) . Si p est
assez petit, on déduit de 1'hypothése bs > 0 que 3TI;’—(x,y) est borné inférieure-
ment sur tout A par une constante positive (on a écrit F(x,y) = (F1(x,y),F2(x,Y)) ).
Le difféomorphisme F apparait ainsi comme une "distorsion monotone" de 1'anneau A:
chaque rayon & = 8, a pour image par le relévement F une courbe coupant les autres
rayons en au plus un point (figure 1).

I1 est souvent agréable de faire un dernier changement de variables en rempla-
¢ant (x,y) par (x,F:(X,y) -x-w) (la mesure conservée n'est plus dxdy ) ; F
s'écrit alors
(*) F(x,y) = (x+o+y,y+o(x,y)) ,

ol @ est un O(p2n+1) .,

Lo ~
s A IP _E_Fm FA

Figure 1
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A. CHENCINER

Si BiK , i=0,1, sont les composantes connexes du bord de A , ?(3@ est
proche de N(aiﬁ) = 9;A ; par contre, si q est "grand", ﬁq(aiﬂ) peut devenir
trés complexe et n'est en général pas le graphe d'une application de T' dans R .
I1 n'est donc pas possible d'appliquer le théoréme géométrique de Poincaré-Birkhoff
[4] a la recherche d'orbites périodiques de F , c'est-a-dire de points fixes de
T , si on ne sait pas 4 1'avance que F posséde des courbes invariantes (notons
que la théorie de Birkhoff implique que de telles courbes sont nécessairement des
graphes lipschitziens, voir § 2, remarque 2).

Les théories d'Aubry et Mather exigent également un bon comportement de la res-
triction de F au bord de A - Aubry considére des distorsions monotones F du cy-
lindre infini T*'xR gui tordent indéfiniment les génératrices dans les deux direc-
tions (1'image par le relévement F d'un rayon X = Xo est le graphe d'une fonction
Y = Yy (x) définie sur R entier), Mather considére des distorsions monotones F
de 1'anneau T'x [01] qui laissent invariante chaque composante du bord - Le grand
progrés est qu'utilisant la propriété de distorsion monotone (ce que ne fait pas le
théoréme géométrique de Poincaré-Birkhoff) elles fournissent des orbites possédant
une propriété d'ordre qui les fait ressembler @ des orbites situes sur une courbe
invariante et les empéche d'osciller trop sauvagement (estimations lipschitziennes).
I1 est alors possible de localiser a priori ces orbites et de montrer leur existence
en utilisant une modification de F coincidant avec F sur la région ol elles

doivent se trouver mais ayant les propriétés requises au bord de 1'anneau.

2. ESTIMATIONS LIPSCHITZIENNES ET LOCALISATION A PRIORI DES ORBITES ORDONNEES

Chaque orbite de N estégalement 1'orbite dune rotation ; en particulier, la
projection T :T'xR —T"' est injective sur ces orbites et la restriction de N
respecte 1'ordre circulaire. Les orbites de F ayant ces deux propriétés seront
dites "ordonnées'". Ce sont celles qui mimentnau plus prés la dynamique de N : elles
possédent un nombre de rotation o = nl.»ii“m %Lﬂ (ot FR(x,y) = (R,y),FB(x,y))),
ce qui n'est en général pas le cas de toutes les orbites de F [1].

Plus généralement, suivant Mather, nous dirons qu'un sous-ensemble M de A
(=Rx[01] ou RxR) est ' F-ordonné" si

1) M est invariant par F, F™', etpar les translations T, (x,y) = (x#1,y) (en parti-
culier M définit Mc A (=T*'x [01] ou T?'xR) ) invariant par F et F ',

2) la restriction 3 M de la projection mn(x,y) = x est injective,

3) si (x,y) et (x',y') sont deux éléments de M vérifiant x <x' , ona

n(F(x,y)) < n(Fx',y")) et nF'(x,y)) <n(F'(',y"))
(o ™ : R2—>R est la premiére projection).

Lemme.— S& M est F-ondonné, iL en est de méme de son adhérence. o
Seule 1'injectivité de m n'est pas évidente ; elle découle du lemme suivant
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(622) POINT FIXE ELLIPTIQUE

donnant des estimations lipschitziennes uniformes pour M [5], [20] : nous suppose-
rons (ce sera vérifié pour nous) que F et F-1  sont uniformément lipschitziennes
oF4

et que A et son analogue pour F-' sont bornées inférieurement par une cons-

tante a > 0 .

Lemme.— 12 existe une constante £ ne dépendant que de F telle que, 44 M est
F-ondonneg et 84  (x,y) , (x',y') appartiennent a M, on ait

ly' -yl < 2Ix'-x| . o

La démonstration est contenue dans la figure 2 ol 1l'on a supposé que y > y'

(sinon remplacer F par F ')

(%) ------- p )
Feop) Fxy)

RL ¢(xy') F(x,’y')

I g Fw F

: i . |

R . N ! J_

X 134 X4 x, x)

Figure 2

aly-y") sxy - xj $xy-x, £bE' -X) .

La premiére inégalité vient de la condition de distorsion monotone, la seconde
du caractére ordonné de M , et la troisiéme du caract@re lipschitzien uniforme de

oo

F . On peut donc prendre pour £ le sup de et de la quantité analogue définie
par F1 .

Si M est F-ordonné et fermé, le lemme précédent prouve que sa projection M
dans A est compacte ; son image K =m(M) est donc fermée dans R . F induit
une application bijective croissante de K dans K , somme de 1'identité et d'une
fonction périodique, qui se prolonge par interpolation linéaire en un homéomorphisme
k de R relevant un homéomorphisme k de T . Autrement dit, la restriction de
F 3 M est conjuguée a la restriction de kX 2 un fermé invariant X . En particu-
lier, 3 M (resp. M) est associé un nombre de rotation réel (resp. €lément de
T*), comun 3 toutes les orbites qui le composent. Nous appelerons "ensemble inva-
riant d'Aubry-Mather de F " un fermé invariant minimal ™M non vide dont le reléve-
ment M est F-ordonné.

I1 découle de la structure des homéomorphismes du cercle qu'un tel ensemble est
une orbite pé€riodique ordonnée comme les orbites de la rotation correspondante si le
nombre de rotation de M est rationnel, une courbe fermée invariante ou un ensemble
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A. CHENCINER

de Cantor invariant si le nombre de rotation de M est irrationnel.

L'existence de 1'homéomorphisme k fournit une &valuation assez fine de la cons-
tante lipschitzienne £ [16] lorsque, comme dans (*), F est la perturbation d'une
forme normale N(x,y)= (x+w+y,y) ; notons ¥ : K — [—%,17] 1'application (conti-
nue) dont M (fermé) est le graphe et ¢ : K — [—17,7] “son reldvement : si 1'on note
également U (resp. U ) 1'extension de cette application 8 T' (resp. R ) par in-
terpg}ation linéaire, on a k(x) = x + w + Y(x) et 1'invariance de M se traduit par
k%l—(—- = Identité + ©(k™',Wok™") aux points de K . On peut en déduire que
£ = 1lipIK) = lip ¢ est un O(W) et tend donc vers 0 avec IIF—NIIC1 . Un
éventuel ensemble F-ordonné de nombre de rotation « est donc nécessairement con-
tenu dans un petit voisinage tubulaire de y = 0 de taille O(p(2n+1/2) ; en effet,
le graphe de ( doit rencontrer cette droite, i.e. ¢(x) = k(X) - x - @ s'annule,
par une propriété fondamentale du nombre de rotation [15]. Cette localisation apriori
des orbites ordonnées fait complétement défaut pour les orbites générales qui, a
priori, peuvent faire de grandes excursions méme si leur nombre de rotation est défini.

Remarques.— 1) Herman [18] déduit de 1'inégalité de Denjoy-Koksma [15] que, si M
est un ensemble invariant d'Aubry-Mather du type Cantor, ses trous (composantes con-
nexes du complémentaire de sa projection sur T*' ) sont majorés par la variation de
¢ , donc par £ , ce qui rend bien difficile la distinction sur ordinateur entre un
tel ensemble et une courbe invariante pour les petites perturbations ! De méme, si M
est une orbite périodique }c)[ , la distance de deux points consécutifs est majorée par
l + £ .

a 2) Par définition, un ensemble invariant d'Aubry-Mather est un graphe. Pour les
courbes fermées invariantes, Birkhoff a montré que ce n'est pas une restriction [5].
Plus précisément, soit F une distorsion monotone de 1'anneau A =T*'x [01] , et U

un ouvert relativement compact de A homéomorphe 3 T*x [01] . Si U est invariant

a

par F et contenu dans 1'ensemble non-errant de F , la frontiére de U est le
graphe d'une application continue ¢ de T' dans [01] (voir [16]). Ceci s'appli-
que en particulier au cas ol F conserve 1'aire puisqu'alors le théoréme de récur-
rence de Poincaré implique que 1'ensemble non-errant de F coincide avec 1'anneau

entier. Ce qui précéde montre que U est automatiquement lipschitziemme.

3. FONCTIONS GENERATRICES

Dans ce paragraphe A (resp. A ) désigne ou bien un anneau compact T x [ab]
(resp. son revétement universel Rx [ab] ) ou bien un anneau T7* xR (resp. R2 ), et
F : A-> A le relévement d'une distorsion monotone F de A , préservant les bords
dans le premier cas, distorsion infinie dans les deux directions dans le second cas.
Dans le cas a bord, on note Fo et F; les restrictionsde F a Rx {a} et
Rx {b} , et on définit
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(622) POINT FIXE ELLIPTIQUE

B = {(x,x') €ER2, Fo(x) <x'<Fs(x)}

Dans le cas sans bord on pose simplement B =R2 .
La conservation de 1'aire équivaut 3 1'existence d'une fonction continue
h:B-R, C dans 1'intérieur de B , bien définie a une constante prés par
dh(x,x") = y(x,x")dx - y'(x,x")dx' ,
ol y=y(kx,x') et y'=y'(x,x') sont uniquement définis par la condition que
F(x,y) = (x",y") .
Réciproquement, h définit F par
oh oh
F(x, 5206x") = (X', = 225 06x")

Le premier cas est illustré par 1'exemple célébre, &étudié par Birkhoff [6], du bil-
lard convexe (figure 3).

y = -Cos@
y' = -coso'

Flx,y) = (x',y")

Figure 3

L'anneau A =T'x [-1,1] est formé des couples (x,y) de l'abcisse curviligne
x d'un point du bord du billard et du cosinus y =-coso de 1'angle orienté o
(compris entre 0 et m) que fait avec la tangente en x une demi-droite rentrant
dans le billard (morceau de trajectoire). L'application F est définie sur la fi-
gure 3, Fo est 1'Identité, F, est la translation T,

Le lecteur vérifiera que la mesure dxdy est préservée et que la fonction géné-
ratrice h(x,x') n'est autre que la distance euclidienne de x a x'

Dans les exemples d'Aubry, qui illustrent le second cas, c'est au contraire la
fonction génératrice qui est 1''objet physique' (au signe prés) et le systéme dyna-
mique 1'objet dérivé : il s'agit d'étudier les états stationnaires que peut prendre
une chaine périodique d'atomes, couplés deux i deux par un potentiel élastique,
lorsqu'elle est soumise 3 un potentiel périodique de période différente. Dans le mo-
déle classique de Frenkel-Kontorova, 1'énergie microscopique est de la forme

o(...,xi,...) = - f h(Xi’Xi+1) , ol X3 désigne la position du i-iéme atome, et h
est de la forme
_ A ast 1
h(xi’xiﬂ) = -7(1 - cos T) - 7c(xi+1--xi)2 + u(xi+1-xi)

et les états stationnaires sont les projections (xi)i€Z sur R des orbites
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(xi,yi)iEZ du difféomorphisme F associé & la fonction génératrice h .

L'existence des fonctions génératrices rend tr&s faciles ici les problémes de
prolongement dans la classe des difféomorphismes conservant 1'aire : il suffit de
prolonger la fonction génératrice !

Dans notre cas, on remplacera F par un difféomorphisme G coincidant avec F
sur un voisinage tubulaire A' de la droite r =p (i.e. y=0) et avec N en
dehors d'un voisinage tubulaire A contenant A' dans son intérieur. I1 sera com-
mode de supposer que G est défini sur A =T"' xR et est une distorsion infinie
dans les deux directions (autrement dit, G et sa restriction & A représentent les
deux cas ci-dessus). La fonction génératrice de F vérifie h(x+1,x'+1) = h(x,x")
(cela vient de 1'invariance de r = 0 ) et il en sera de méme de la fonction généra-
trice de G . Si A' est bien choisi, les estimations lipschitziemnes du paragraphe
2 appliquées & G assurent que tout ensemble G-ordonné de nombre de rotation
w = g(2) se trouve dans A' , donc est invariant par F et F-ordonné. Les para-
graphes suivants sont consacrés 3 la preuve de 1'existence de tels ensembles, d'abord
lorsque w est rationnel, puis dans le cas général par un passage 3 la limite qu'au-
torisent les estimations lipschitziemmes.

Remarque.— En différentiabilité suffisante (par exemple C* [30]) le théoréme des
courbes invariantes assure 1'existence de courbes fermées invariantes F-ordonnées
dans tout voisinage de 0 . On obtient donc directement des anneaux invariants par

F . Il serait cependant désagréable de faire dépendre le résultat essentiellement to-
pologique qu'est 1'existence d'orbites périodiques ou quasi-périodiques d'un théoréme
analytique considérablement plus difficile 3 démontrer et, qui plus est, faux en
basse différentiabilité ([38], [16], remarque 2 du § 5 ; ce dernier point n'est pas
vraiment un argument car les formes normales utilisées exigent au moins trois déri-
vées (pour que by soit défini)).

4. ORBITES PERIODIQUES ORDONNEES DES DISTORSIONS MONOTONES CONSERVATIVES DE L'ANNEAU

Nous considérons des distorsions monotones G , de fonction génératrice h, ana-
logues au G introduit dans le paragraphe précédent : définies sur A =R2 tout
entier, elles coincident avec une forme normale N en dehors de A =Rx [ab] .

La fonction génératrice h est bornée supérieurement et vérifie
h(x+1,x'+1) = h(x,x') ; de plus elle est de classe C2? et sa dérivée seconde
SESET(X,X') est positive en tout point.

La théorie qui va suivre pourrait se faire directement dans 1l'un des deux cas
évoqués au paragraphe précédent : 1'hypothése ci-dessus, naturelle ici, simplifie 1é-
gérement 1'exposé.

Appelons (avec Aubry) état une suite x = .} iez de réels (si on se restrei-
gnait 3 A il faudrait de plus supposer que, pour tout i , (xi,xi+1) €B).
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(622) POINT FIXE ELLIPTIQUE

La somme 'EZ h(xi,xi+1) n'a aucune raison d'étre définie, mais ses dérivées
i
partielles
_ oh oh
6; 00 = 3O 1o%g) * 5x(XyX54q)
le sont trés certainement et les états stationnaires x , définis par 61 x) =0

pour tout i , ne sont autres que les projections sur R des orbites de G (figure
4).

Ii'-t I; ) "V Isﬂ.
G, G(I;}/
(“117.”) -

. /
R /G/ S{(x) 4

'l'. . G /(‘('1/Y-’o{
(. 1,7.-1)
(*;I’;) I

Koy X Rt

sh oh
(Yi i SR TSP R &(Xi'xm)) '
Figure 4

Si p et q sont des entiers, on note Xp q 1'espace topologique des états
b

X = (xi)ieZ tels que Xij4q = X3 * P pour tout i .

La topologie de Xp q est induite par le plongement de Xp q dans RY défini

’ ’

(par exemple) par x — (xo,...,xq_1) .

Soit qu =W: Xp,q — R 1la fonction € définie par

q-1 m+q-1
W) = iE()h()(i,xiﬂ) [- iEm h(xi,xi+1) (pour tout m)] .

W est invariante par translation, c'est-a-dire
W) = WTX) ,

ot T(x) = (X.). » X. =x.+1. L'application W: /T — R étant propre, il
171€Z 1 1 et ’
existe un état maximal x € Xp q réalisant le maximm de W .
’
Un tel état est &videmment stationnaire (si on suppose G défini seulement
sur A , il faut vérifier qu'un état maximal ne se trouve pas sur le 'bord" de
Xp q° formé des états tels que (Xi’xi+1) € 9B pour au moins un i ).
’ —
On obtient ainsi des orbites de G , relevant des orbites périodiques de G ,

de nombre de rotation % . Le lemme qui suit, di 3 Aubry, montre qu'elles sont néces-
sairement G-ordonnées.
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Lemme (un aspect du ''lemme fondamental' d'Aubry).— S{ x = (xi) iez & X = ()"ci) i€z
sont des eLéments distinets de X , maximisant W , xi—ii ne 4'annule pas et
son sdigne est independant de i . De plus, tout état maximal x € X q cornespond a
une orbite G-ondonnée. o

Démonstration.— Soient deux entiers k , £ vérifiant 1< £-k

<
(resp. X' ) 1'élément de Xp q obtenu a partir de x (resp. X
X

q-1 : notons x'
) en remplagant
j par ii (resp. )"(i par ’xi ) pour k+1+nq<i<4f+ng, n€ Z. Puisque x
et X sont des états maximaux, les quantités A = W(x) - W(x') et & = W) -W(&")
sont positives ou nulles. Un calcul immédiat fournit

A+ZX=R +R

k 4
ol

_ o . Xi(Xi+l g2 , .
Ri=h(xi,xi+1) -h(xi,xi+1) +h(xi,xi+1) —h(xi,xi+1) =J~J . W(X’X )dxdx
i i+
est du signe de (ii+1 -xiﬂ)(ii-xi) .
De Ri = Ri+q on déduit que Rk + Rg > 0 pour tous les couples (k,£) d'en-

tiers tels que k-£ # 0 modulo q .

S'il existe k tel que Rk <0, ona RZ > 0 pour tous les £ # k modulo q
ce qui signifie que Y(i - X; ne s'annule pas et change une seule fois de signe sur
une période io < i < io+q ; mais la périodicité rend ceci impossible.

S'il existe k tel que Rk = 0 , par exemple si Xy = ik , On a Rm > 0 pour

tout- m . Les &tats maximaux x , X é&tant la projection sur R d'orbites de G

la propriété de distorsion monotone implique que (ik-1 'Xk-T) (ik+1 -ka) <0
(voir figure 5 : on a utilisé x # X , qui implique Yk # ?k (orbites distinctes)).

I(-L fl-! "ﬂ tﬁ

3

’ ~
L4, Ti,

s

G\>/G(IA)

T

¢ — |

xﬂ-‘l Xeoy Koz Xg Kot Xpsr

Figure 5
Autrement dit, dans ce cas comme dans le cas précédent, les graphes des fonc-
tions linaires par morceaux interpolant les fonctions i - x; et i- ii s'inter-

sectent transversalement. Le méme argument de périodicité implique donc 1'existence
d'un entier £ , compris entre k+2 et k+q-2 , vérifiant X, = iz . On en déduit
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que Rk+R£=A+K= 0,donc A=2=0.Les états x' et X' associés aux en-
tiers k , £ sont donc €galement maximaux, donc stationnaires, c'est-a-dire projec-
tion d'orbites de G . Mais x; et xi coincident pour au moins deux indices con-
sécutifs, ce qui implique la coincidence des orbites correspondantes ( X; et Xy
déterminent y; = %(l(xi’xiﬂ) , donc 1'orbite de (xi,yi) ) c'est-a-dire 1'égalité
de x et x' ; de méme, X =X', donc x =X contrairement 3 1'hypothése.
Finalement, 1'unique possibilité est R, >0 pour tout i, ce qui démontre la
premi¢re partie du lemme. La deuxiéme partie s'obtient en comparant les états maxi-

maux X et X définis par )’Ei=x. +n, X

i+m
pour tout i , on a également xi+qm *qn <X,

. ~ =
. = X. +n' :si X.-Xx.<0
i~ Xjapr T O i~ X
aqn' + gn' , c'est-a-dire

pm + gn < pm' + gn' . Autrement dit

3 ' P 1P '
[Vl ,xi+m+n§xi+m,+n] - [mq+n§m q+n]
dont le lecteur vérifiera que c'est l'exacte traduction du caractére G-ordonné de

1'orbite (xi,yi)iez qui se projette sur x .

Remarques.— 1) Si on se restreint 3 A , la preuve que nous avons donnée doit &tre
modifiée, car il n'y a aucune raison pour que x' et X' soient encore des états
(pour certains indices 1i , h(xi,ii+1) ou h(ii’xiﬂ) peut n'étre pas défini).
Mather a donné une démonstration directe du lemme en introduisant les opérations

(x A)'E)i = sup(xi,)"(i) et (xvii)i = inf(xi,ii) dont il vérifie qu'elles fournissent
bien des états xAX et xvX.

2) Dans [5], [10] et [20], 1'existence d'orbites périodiques ordonnées est obtenue
en maximisant W sur le sous-espace des états ordonnés, ce qui oblige, méme dans le
cas de T'xR , 3 vérifier que le maximum n'est pas atteint en un point du "bord" de
ce sous-espace (sinon un tel état maximal n'aurait aucune raison d'étre stationnaire).

3) Historiquement 1'existence d'orbites périodiques au voisinage d'un point fixe
elliptique conservatif fut obtenue grice au théoréme géométrique de Poincaré-Birkhoff
appliqué 2 1'itéré GY . La deuxi®me démonstration qu'a donnée Birkhoff de ce théo-
réme [4] s'applique & un anneau T x [ab] «T* xR dont une seule des composantes du
bord est invariante, 1'autre ayant pour image par 4 1e graphe d'une application de
T* dans R . Si q n'est pas trop grand (majoré par une certaine fonction de
Iwo - §|—1 ) un tel anneau est défini (dans les coordonnées polaires (9,r) ) par
0<r<ro, ol ro est légérement plus grand que le rayon p vérifiant g(p2) = P,
En effet, pour de tels g— R G1 est encore au voisinage du cercle r = p une a
""petite'’ perturbation de N1 . Dans les autres cas, on ne peut appliquer le théoréme
que si 1'on dispose de courbes invariantes entourant le point fixe. Notons de plus
que lorsque q n'est pas trop grand au sens ci-dessus, on peut obtenir les orbites
périodiques de nombre de rotation 2 (d'ailleurs forcément ordonnées) par une simple
application du théoréme des fonctions implicites en montrant 1'existence d'une courbe
fermée, graphe d'une fonction de T' dans R , dont chaque point a pour image par
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G4 un point situé sur le méme rayon (comparer a [7], [281, [31], [40]).

En conclusion, je ne connais pas d'exemple ol la liberté de ne pas laisser in-
variante une composante du bord fournisse effectivement des orbites périodiques qu'on
ne sache obtenir autrement.

4) Un théoréme purement topologique que vient de démontrer G.R.Hall [14] permet ce-
pendant d'appliquer le théoréme géométrique de Poincaré-Birkhoff dans les cas ot 1'on
ne dispose pas de courbes invariantes : par un bel argument d''"enlacement" Hall
montre que si une distorsion monotone C° , préservant les bords mais pas nécessaire-
ment conservative, d'un anneau A =T"x [ab] posséde une orbite périodique de nom-
bre de rotation g » €lle en posséde également une qui est ordonnée !

5) En remarquant que, si (Xo,yo) fait partie d'une orbite G-ordonnée de nombre
de rotation % relevant une orbite périodique de G , la dérivée DGq(xo,yo) est
conjuguée a 1'application linfaire M_ : (6x0,6X4) +— Gqu,éxq+1) (on a noté
DGq(xo,yo)(éxo,Gyo) = (6xq,6yq) ) et en utilisant les formules de récurrence véri-

fi€es par le déterminant des matrices de Jacobi, on obtient la formule (de Mc Kay
et Meiss)

det
Trace DGq(xo,yo) =2+ &1 et Hq
32h
ﬂ(' a'x"ax"'(xi’xi+1))

i=o
oi H_ est le hessien (dérivée seconde) de W en 1'état x = (xi)i€Z projection
de 1'orbite de (Xo,Yo) -

On en déduit qu'une orbite périodique maximale (i.e. telle que 1'8tat corres-
pondant soit maximal) est génériquement hyperbolique (col). On trouvera une démons-
tration directe de cette assertion dans [10], basée sur le fait que 1'image de 1'axe
vertical par DG™(Xo,Yo) Treste dans un demi-espace et ne tourne donc pas (i.e. si
DG (Xo,Yo) = %2 gg ,ona cn>0 pour tout n> 0 ). En ceci les orbites pério-
diques maximales ressemblent beaucoup aux courbes fermées invariantes : ces derniéres
sont nécessairement des graphes lipschitziens (théorie de Birkhoff [5], [16]) et 1la
tangente (et donc les images successives de 1'axe vertical) reste prisonniére d'un
double cone.

5. ORBITES QUASI-PERIODIQUES FAIBLES ET ENSEMBLES INVARIANTS D'AUBRY-MATHER

G vérifiant les hypothéses du paragraphe précédent, notons wo et w, les
nombres de rotation des restrictions de G aux composantes Rx {a} et Rx {b} du
bord de A . Les orbites de G de nombre de rotation compris entre wo et wy se
trouvent nécessairement dans A . Nous avons montré que pour tout rationnel 2 com-
pris entre wo et wy , il existe une orbite G-ordonnée de nombre de rotation £
(donc contenue dans A ) relevant une orbite périodique de période q de G . Soit
maintenant ® un irrationnel compris entre wo et w; : si (Oi)ielv est une suite

d'orbites G-ordonnées, de nombres de rotation g% tendant vers w , relevant une
i
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suite d'orbites périodiques de périodes a3 de G, elle posséde une sous-suite con-
vergeant vers une orbite G-ordonnée de nombre de rotation . C'est une conséquence
des estimations lipschitziennes uniformes vérifiées par les orbites G-ordonnées [20].
On en déduit le

THEOREME.— Powr tout  compris entre wo et wy , G posséde un ensemble inva-
niant d'Aubnry-Mather de nombre de notation o (modulo 1). o

Remarques .— 1) Génériquement au sens de Baire (dans la topologie C° par exemple), G
ne posséde pas dans 1'intérieur de A de courbe fermée invariante de nombre de rota-
tion rationnel ([16] ; ceci était essentiellement connu de Poincard).

Le sous-ensemble I de T' formé des nombres de rotation des courbes inva-
riantes de G est alors un fermé (cela vient des estimations lipschitziennes uni-
formes) ne rencontrant pas Q/Z ; en particulier, il existe des irrationnels w
auxquels ne correspond pas de courbe invariante. Tout sous-ensemble invariant d'Aubry-
Mather ayant ce nombre de rotation est forcément un ensemble de Cantor.

2) Le théoréme des courbes invariantes affirme que, si G est assez proche d'une
forme normale N, I contient un ensemble de Cantor. La proximité doit &tre réa-
lisée dans la topologie Ck , k=3 [17] et G, supposé C° par exemple, induit
sur les courbes invariantes (C7) données par le théoréme un difféomorphisme C°-
conjugué a une rotation de nombre irrationnel w € I (véritables mouvements quasi-
périodiques). Si k> 3 , la mesure de 1'ensemble de ces courbes est positive [33],
et c'est ce phénoméne qui contredit 1'hypothese ergodique de Boltzmann. Herman a
donné des exemples montrant que 1'hypoth&se avec k = 3-€ n'est pas suffisante pour
assurer 1'existence d'une courbe invariante de nombre de rotation donné, aussi 'bon'
soit-il. Quant & 1'hypothése avec k = 2-€ elle n'est pas incompatible avec 1'inexis-
tence totale de courbes invariantes [16]. Par ailleurs, on montrera que si G pos-
séde une courbe fermée invariante C° de nombre de rotation irrationnel, cette
courbe contient 1'unique ensemble invariant d'Aubry-Mather de G ayant ce nombre de
rotation.

En basse différentiabilité ( G de classe Cs_e ), Herman [16] a donné des exem-
ples de courbes invariantes sur lesquelles G est un contre-exemple de Denjoy (i.e.
posséde un ensemble de Cantor invariant [15]). On ignore si un tel exemple existe en
classe € dans le monde des difféomorphismes conservatifs, mais Hall [13] a cons-
truit des difféomorphismes € qui induisent un contre-exemple de Denjoy sur une
courbe fermée invariante lipschitzienne.

3) Lorsqu'il n'existe pas de courbe invariante d'un nombre de rotation  irra-
tionnel donné, 1'unicité d'un ensemble invariant d'Aubry-Mather de nombre de rotation
® n'est pas claire. Elle est méme fausse dans la situation globale, i.e. '"loin" du
point fixe elliptique [26], [19]. Les situations olt la non-unicité est prouvée sont
€galement celles ol les Cantors invariants d'Aubry-Mather possédent une structure
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hyperbolique [2], [11], [19]. I1 n'est pas clair qu'une telle structure puisse exis-
ter dans la situation locale qui nous intéresse. Ce probléme n'est pas étranger i
celui de 1'existence de courbes fermées invariantes supportant un contre-exemple de
Denjoy puisqu'une perturbation d'un tel exemple fournit des Cantors invariants ""para-
boliques'" [16].

4) I1 peut &tre agréable de se reposer ici en interprétant dans le cas des billards
les trois types d'ensembles invariants d'Aubry-Mather (figure 6).

AN

orbite périodique % caustique ""quasi-caustique"
Figure 6
Nous finirons ce paragraphe en donnant une idée des démonstrations originales
qu'ont données Aubry et Mather du théoréme ci-dessus et de diverses extensions. Cu-

rieusement, ni 1'un ni 1'autre n'utilise explicitement les estimations lipschitzien-
nes (bien que chez Aubry elles soient sous-jacentes dans le passage i la limite).

A. La méthode d'Aubry

Soit x = (xi) iEZE Xp q un état maximal au sens ci-dessus ; Aubry commence
s
par remarquer que X est encore maximal si on le considére comme élément de X

£p,Lq’
i.e. pour la fonctionnelle £q-1

wo,ﬂq - i§o

Cela vient de ce qu'un état maximal de sz 2q doit vérifier les conditions d'ordre
’
. £ £p
1 < 1 1
[Vl,xi+m+n§xi+m,+n] - [ng+ngm za+n] s
donc Xjeq = %4 +p, et wo,(iq(x) = I.qu(x) .
On en déduit que x est maximal au sens suivant :

h(xi,xi+1) (£ entier , £21).

DEFINITION.— Un état (queleonque) x = (x;) jez @4t maximal (au sens d'Aubry) 84 pour
fout couple d'entiens m < n , et tout état X = (X.). tel que X. = X. pour
171€Z 74 1 i
i<m e i2n, ona Wmn(x) > Wm(x') , ol Wm(x) = igmh(xi’xiﬂ) . o
I1 est clair qu'un état maximal est stationnaire (il est également clair que
cela demande une démonstration si on se restreint 4 A car 1'espace des états a
alors un "bord"). On appellera orbites maximales les orbites de G correspondantes.
. _ . 'z . . _
D'autre part, si {x“ = (x‘i‘) iEZ}neN est une suite d'états maxn?aux qu1'cc'm
verge simplement vers x = (xi) i€7 i.e. n})iinw x;‘ = Xx; pour tout i ,nla limite x
est encore un état maximal. Les ensembles invariants d'Aubry-Mather de G obtenus
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dans ce paragraphe et le précédent sont donc formés d'orbites dont les relévements Jé-
finissent des états maximaux. Voici comment Aubry les obtient : choisissons une suite x»
formée d'états maximaux définis par des relévements d'orbites périodiques ordonnées
de G dont les nombres de rotation 2 convergent vers le nombre irratiomnel w .

Aprés remplacement éventuel de x? par x? + £ on peut supposer que, pour tout
n, 0<x3<1.D'autre part, on déduit de la caractérisation du nombre de rotation
d'un homéomorphisme du cercle [15] que, pour tous i, j ,n, ona
x?-—x?-(j-i)ﬁ%' < 1 . Ceci montre 1'existence d'une sous-suite qui converge sim-
plement vers un état maximal x de nombre de rotation w (i.e. tel que pour tous
i, j, onait Ixj-xi-(j-i)ml < 1). L'orbite de G définie par x n'appartient
pas nécessairement 3 un ensemble invariant d'Aubry-Mather (elle n'est pas nécessairement ré-
currente) mais un tel ensemble se trouve dans son adhérence : si B=kw+£, Bn= k% +L ,
k,2 € Z , onnote X; ®) = Xt L, x’i‘(Bn) = x’i‘+k +4£ ; il suit du lemme démontré dans le pa-
ragraphe 4 que x?(Bn) est, pour tous i , n , une fonction strictement croissante de
Bn - Notons qu'une généralisation de ce lemme est valable en général (lemme fondamen-
tal d'Aubry) : si x et X sont des états maximaux, les graphes des fonctions liné-
aires par morceaux interpolant i — x; et i— ii ne peuvent se couper qu'en au
plus un point, qui est ou bien un point d'intersection transversale a distance finie,
ou bien un point 3 1'infini. De cette propriété d'intersection transversale (qui joue
ici le rble des estimations lipschitziennes) on déduit que, si B # B' ,

xi(B) # xi(B') , et donc que x; est, pour tout i , une fonction strictement crois-
sante de B . Si on note ¢£(x) = B%}gt Xo(B) , les x*(t) = (x:;(t))iEZ définis par
xi(t) = q:(ﬂni-t) = B{}¥t xi(B) forment, lorsque t parcourt R , 1l'ensemble des
états maximaux associés i un ensemble invariant d'Aubry-Mather de nombre de rotation
w . Cet ensemble est une courbe si ¢£ = q; , un ensemble de Cantor sinon.

Dans ce dernier cas, x définit une orbite qui ou bien fait partie de cet ensem-
ble, ou bien lui est homocline (i.e. la demi-orbite positive et la demi-orbite néga-
tive tendent vers le Cantor) et se projette sur T' dans les intervalles du complé-
mentaire de sa projection.

Suivant une terminologie de la physique du solide, Aubry appelle états fondamen-
taux les états maximaux dont 1'orbite de G correspondante est récurrente, et
défauts élLémentaires les autres.

L'existence de défauts &lémentaires de nombre de rotation rationnel est facile a
démontrer par passage 3 la limite & partir d'états fondamentaux proches [2], [21] :
Soit M 1la limite d'une suite d'ensembles de Cantor invariants d'Aubry-Mather de G
dont les nombres de rotation wn (des relévements) tendent vers le rationnel g ; si
M n'est pas une courbe, les trous de M (composantes connexes du complémentaire de
sa projection sur T' ) ne peuvent avoir leurs deux extrémités périodiques (i.e. pro-
jections d'éléments de M dont les orbites sont périodiques) ; ils sont en effet ap-

prochés par une suite de trous des Mn ayant chacun la propriété que la somme des
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longueurs de leurs itérés par G est majorée par 1 .

Par une utilisation systématique des passages 3 la limite et de son lemme fonda-
mental, Aubry réussit A comprendre la structure de 1'ensemble des &tats maximaux :
1'idée est d'utiliser les limites simples des états fondamentaux déjd construits pour
encadrer les &tats maximaux quelconques. On obtient ainsi les résultats suivants :

1) Exisl‘:ence d'un nombre de rotation « pour tout €tat maximal (i.e.

Ii-%liinw’ xi:); = ). On notera (comme Mather) M(L 1'ensemble des orbites maximales
de G de nombre de rotation w , Mm le sous-ensemble formé des orbites correspon-
dant a un état fondamental.

2) Lorsque w est irratiomnel, 1'ensemble M;) tout entier est G-ordonné et le
sous-ensemble M =~ définit par projection sur T' xR un ensemble invariant d'Aubry-
Mather Mw qui est 1'unique fermé invariant minimal de M(:) . L'ensemble Mw est
paramétré par le couple tp:),o; introduit plus haut.

3) Lorsque w = P est rationnel, Mp/q est encore G-ordonné, mais ! ‘/ ne
1'est pas en général : il s'écrit comme réunion de deux sous-ensembles G-ordonnés
MI"/q,+ et_ N&':/q,- d'intersection M /q La figure 7 explique la situation dans
le cas ol Mp /q est formé d'une orbite périodique hyperbolique : Poincaré [35] sa-
vait déja que la conservation de 1l'aire forgait 1'existence d'orbites homoclines et
Robinson [36] implique la transversalité générique de 1'intersection des variétés
stables et instables aux points de ces orbites (voir aussi [40]). Remarquons que deux
orbites maximales homoclines appartenant respectivement 3 M',6 et M' il-

p/q, p/q,*
lustrent un cas d'intersection effective dans le lemme fondamental d'Aubry.

a, b &léments de ﬁp/q (fixés par G4 )
c élément de ﬁi’/q’_ , d é&lément de ﬂé/q,,, s
les flaches représentent la dynamique de GY .

Figure 7

Remarque.— Comme exemple de 1'intérét de la notion d'état maximal au sens d'Aubry,
montrons comment on déduit immédiatement de ce qui précéde 1'inexistence de caustique
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pour un billard convexe dont la courbure du bord s'annule en un point xo (théoréme
de Mather) : il suffit de remarquer que le morceau de trajectoire tangent 3 une caus-
tique et passant par Xo minimise localement la somme des longueurs

h(x-1,X0) + h(X0,Xx4) au lieu de la maximiser.

B. La méthode de Mather
La fonctionnelle d'Aubry généralise ''brutalement' la somme des longueurs des q

cotés d'un polygbne inscrit dans un billard, celle de Percival-Mather généralise la
méme somme divisée par q , ce qui permet de la définir par une intéprale dans le cas
irrationnel.

On se place dans 1'anneau A = R x [ab] et on cherche a priori des sous-ensem-
bles invariants G-ordonnés de nombre de rotation @ compris entre les nombres de
rotation wo et w; des restrictions de G a Rx {a} et Rx {b} . Un tel ensemble
M (ou plutdt sa projection sur R ) peut &tre défini ou bien par un paramétrage ¢
non décroissant discontinu qui transforme la restriction GIM en la translation de
o (Mather le choisit continu a gauche, mais ce qui importe est son '"graphe", complété
par des segments verticaux aux points de discontinuité et on aurait pu garder le
couple (@4+,0-) de la détermination continue i gauche et de la détermination conti-
nue a droite, comme dans la définition de Mm par Aubry) ou bien par 1'"inverse"
de ¢ qui est une pseudo-conjugaison de GIM i la translation de o et peut s'in-
terpréter comme la primitive d'une mesure de probabilité sur T?' invariante par 1'ho-
méomorphisme k de T' associé 3 1'ensemble G-ordonné M (figure 8 : pour définir
¢ on prend le symétrique par rapport 3 la diagonale du "graphe" de o)

:R->R
: -

— b
"inverses' des @€ ("inverse')

T

— b J‘
- ("dérivxtion") -JJ_.
A

o(t+1) =@(t)+1 , © continue 3 gauche

©® : R->R , © non décroissante,
Y - {
(topologie de Haussdorf sur les graphes)

mesures de probabilité sur T
(convergence vague = topologie quotient)

Figure 8

Soit Ym le sous-espace de Y formé des paramétrages o tels que, pour tout
t €R, Glp, o) @(8)) < 0(t+w) < Glg, gy (0(1)) ,
Y, = .wEY » (G[Ry ga3 X)) SU(x) +@SU(G|R, iy N p = Iy , et Pw("ﬂ") =p(Y,) - On
définit Fw = Y{‘o — R par .
Fol@ = [ hlo(®)) o(tw))at

o

et on vérifie que Fw(¢°TA) = Fm(cp) si TA(t) =t+A, A€R, ce qui implique
la factorisation de Fw en une application
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Fo i Pp(@) — R
dont on peut vérifier la continuité.
gﬂ(1r1) < P(Tr*) est faiblement compact, ce qui montre 1'existence d'un @, €Y,

en lequel Fm est maximum (il est facile de voir que gﬂ(n“) est non vide pour les
® considérés).

~

I1 reste a voir qu'un tel @, nous comble. C'est évident formellement car

" DF (@0 = [ ‘60,0000t

]
on &(p,t) = -;%(w(t-w),fo(t)) + g—;l(w(t) o(t+w) .

La démonstration, assez fine, de Mather exhibe suffisamment de déformations de
®,, pour montrer qu'effectivement Bﬁqn,t) est identiquement nul : il s'agit en
quelque sorte de montrer que @, n'est pas sur le "bord" de RDCE1), mais cela n'a
bien slir pas vraiment de sens.

Remarques.— 1) Mather a montré dans [25] que ﬁno I: x; — R est concave (cela a
un sens car Y = est un convexe dans 1'espace vectoriel de toutes les applications de
R dans R ). Si w est irrationnel, un élément maximal ¢ € %; est forcément con-
tinu (1'homéomorphisme k associé i FQ) a une unique mesure invariante, qui n'a pas
de masse atomique, car son nombre de rotation est irrationnel [15] ; si FQ) est un
ensemble de Cantor, le graphe de ( est un "escalier du diable').

De plus, la restriction de F oI au sous-ensemble X;c formé des ¢ € Y&
continus tels que ¢(0) = 0 (qui est dans 1'image d'une section discontinue de p
(cf. figure 8)) est alors strictement concave. Ceci montre 1'unicité de 1'élément de
RD(1T1) en lequel Fm atteint son maximum : on retrouve la structure de M, évo-
quée a propos de la méthode d'Aubry.

D. Goroff [12] a montré que, dans ce cas, ﬁ»o I a une extension concave a 1l'es-
pace des (Y continues non nécessairement croissantes (ou encore une extension de Fw
aux mesures pas forcément positives). En particulier, cette construction lui permet
de calculer les sous-différentielles Fm°1 .

2) L'existence d'ensembles invariants d'Aubry-Mather se généralise (Mather, commu-
nication orale) aux difféomorphismes G de 1'anneau qui dévient la verticale dans le
sens suivant : 1'image par G de tout rayon est un chemin Y(t) , t € [01] dont la
tangente orientée fait avec la verticale un angle qui est en chaque point algébrique-
ment supérieur (resp. inférieur) 2 0 (on a choisi une détermination a valeurs dans
R de cet angle le long du chemin 3 partir de y(0) ). Notons que cette classe de dif-
féomorphismes est stable par composition, contrairement 3 celle des distorsions mono-
tones.

6. ORBITES MINIMAX ET CRITERES D'INEXISTENCE DES COURBES INVARIANTES

Birkhoff [6] avait déja remarqué qu'en déplagant le polygdne représentant une
orbite périodique d'un billard convexe de fagon & diminuer le moins possible la somme
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W des longueurs des cOtés et 3 revenir au polygdne initial (aprés permutation des
sommets) on rencontrait une nouvelle orbite périodique correspondant au minimum de
W dans cette déformation. Katok [21], puis Mather [27], ont remarqué que de telles or-
bites minimax existent en général pour les distorsions monotones de 1'anneau, et
Mather en a déduit un critére d'inexistence de courbes invariantes d'un nombre de ro-
tation irrationnel donné. y

Soit w un nombre irrationnel et ((D:),(D(;) le paramétrage associé 3 1'ensemble
invariant d'Aubry-Mather maximal Mw défini au § 5. On supposera que Mm est un en-
semble de Cantor. Si t € R est un point de discontinuité du paramétrage, on note J

. - .- - + .
1'intervalle ]xo,x:[ , O0 X. = wm(1w+ t) et X, = w;(1w+ t) . On note XJ 1'en-

1

é = (x.). S D <x, £x, i. i -
semble des états x (xl) jez tels que X; £X; <x; pour tout i . Muni de la to

pologie produit, 1'espace XJ est compact. D'autre part, les intervalles ]x;,x;[

ayant des projections (injectives) disjointes sur T , la série
WJ(X) = igz (h(xi’xi‘ﬂ) - h(xi’xi+1))

converge normalement si x € XJ et définit donc une fonction continue WJ : XJ —R.
On montre sans difficulté que cette fonction est 2 valeurs dans R_ et s'annule en

- - + + N . 2 - +

X = (Xi)iEZZ et x = (xi)iEZ (caractére maximal des états x et x ). On montre

de méme que M) s'obtient a partir de M, en lui ajoutant toutes les orbites de G

associées aux états x € U W' (0) . Cette description a par exemple la vertu
"trous" J Y .

de montrer que M(:) coincide génériquement avec Mw lorsque w est irrationnel, ré-
sultat conjecturé par Aubry.

Autrement dit, il n'existe pas en général d'orbite maximale homocline a I\_/lw 5
par contre Mather montre par des techniques analogues a celles que nous avons rencon-
trées (assurer qu'un maximm est atteint 3 1'intérieur d'un espace, etc...) qu'il
existe toujours de telles orbites homoclines associées 3 un état x € Xy minimax
pour la fonction WJ (i.e. tel que WJ(X') = max{a|x et x sont dans la méme com-
posante connexe de WF ([a,+o[)} ).

On note AWJ = -WJ(x') >0 et

Awm=m3xAWJ20 .
I1 est facile de voir que Aww est fini.
Le critére de Mather est contenu dans le

THEOREME .— Lornsque ® est innationnel, 4L existe une courbe fermée invariante de G
de nombre de rotation o B4 et seulement 54 Aww =0. o

Une telle courbe est toujours le graphe d'une fonction lipschitzienne de T
dans R (théorie de Birkhoff déja citée [5], [16]) mais elle n'est pas nécessaire-
ment du type de celles données par le théoréme de Kolmogorov-Arnold-Moser : elle
peut a priori n'8tre que lipschitzienne et supporter un contre-exemple de Denjoy (ce-
pendant de tels exemples n'ont été construits, par Herman, que pour G de classe

CS_e [16]). Autrement dit, cette courbe ne coincide pas forcément avec ﬁw (qui
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peut &tre un ensemble de Cantor) mais toujours avec FE). Montrons cette derniére af-
firmation, qui implique immédiatement le théoréme : la propriété de distorsion en-
traine que, s'il existe une courbe invariante, elle sépare 1'amneau en une région ol
les points avancent plus vite sous 1l'action de G et une région ol ils avancent
moins vite ; par suite, EL) est contenu dans la courbe. I1 reste 3 montrer que ﬁ;
contient la courbe : le caractére G-ordonné de ML montre alors la coincidence avec
la courbe. Pour voir ce point, supposons que F@o est un ensemble de Cantor (si c'est
une courbe il est clair que BL)= hg}) et considérons un intervalle J = ]x;,xZ[ du
complémentaire de la projection sur R de Moo I suffit de montrer que pour tout
X0 €J , Wj(x) =0 si x= (Xi)iez est 1'€tat associé a une orbite sur la courbe.
Formellement, on vérifie facilement que %gg(x) = (0 pour tout tel x . En fait, cet
argument est essentiellement correct : X, % x; est lipschitzienne croissante donc
presque partout dérivable et &gale a 1'intégrale de sa dérivée ; d'autre partla som-
me des longueurs des intervalles ]xg,x;[ est majorée par 1 . On en déduit la con-
vergence absolue dans L7(J) des sommes intervenant dans la preuve formelle.

Pour qu'un tel critére permette effectivement de décider que ﬁ; n'est pas une
courbe, il faut &tre capable de calculer des approximations de Awn .

Dans cette direction, Mather montre le théoréme suivant (qui malheureusement ne
dit rien sur la vitesse d'approximation) :

Soit x € X un état fondamental de nombre de rotation 2 (correspondant
donc a une orbite’périodique de G) ; notons x, 1'état défini par
(X*)i = Xi4d, Xy Treprésente la méme orbite périodique
avec une numérotation décalée. Soit Xp q(x) 1'espace des états x' =

+jo , o0 Rigt+jo =

Q=

.., €X
> i’1€Z ~ "p,q
tels que x; < xi < (x*)i pour tout i . La restrictionde W a X q(x) (voir 1la

définition de W au § 4) prend son maximm en x et x, et on peut,montrer (comme
pour le cas irrationnel) qu'il existe dans Xp’ (x) au moins un état stationnaire
minimax x' . On note AWx = Wx) - W(") = 0 . Mather montre que AWX est indépen-
dant du choix de 1'é€tat fondamental x € Xp,q et note Awp/ la valeur commune des
AWX . I1 obtient le

THEOREME.— La fonction w — AWm est continue en un w Lvationnel. o

Remarques.— 1) La fonction ® — AW =~ est en général discontinue aux rationnels.
Aubry, Le Daeron et André [2] ont un critére numérique 1égérement différent, 1'éner-
gie de Peierls, qui marche également dans le cas rationnel : ils caractérisent la
"différence" entre les variétés stables et instables de deux points consécutifs d'une
orbite périodique (supposée hyperbolique) associée & un état fondamental.

2) On peut également trouver des orbites minimax homoclines a une orbite périodique.

3) Dans [22] les auteurs donnent une interprétation (heuristique !) de Awm comme
le flux a travers 1'ensemble de Cantor NL) : les orbites de G traversent FQ)
d'autant plus facilement que Aww est grand.
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QUELQUES QUESTIONS EN GUISE DE CONLUSION

I1 y a d'autres fagons dont s'introduisent des ensembles de Cantor invariants
au voisinage d'un point fixe elliptique conservatif ''générique", par exemple les en-
sembles de Cantor associés aux ''fers 3 cheval' produits par les orbites homoclines
aux orbites périodiques hyperboliques [40], et les sous-systémes 'presque-périodiques'
obtenus par intersection d'une infinité d'''iles elliptiques' emboitées [23].

Le lien avec les ensembles de Cantor d'Aubry-Mather n'est pas clair : on ne sait
pas si ces derniers peuvent &tre hyperboliques au voisinage d'un point fixe ellipti-
que (voir la remarque 3 du § 5) mais, si tel était le cas, il resterait a comprendre
leur relation avec les ''fers 3 cheval" évoqués ci-dessus.

Plus généralement, 1'importance dynamique de ces ensembles invariants n'est pas
bien comprise. Rappelons que dans une zdne d'instabilité (zbne bordée par deux courbes
fermées invariantes mais n'en contenant pas elle-méme) il existe des orbites allant
presque d'un bord a 1'autre (conséquence du théoréme de Birkhoff évoqué dans la re-
marque 2 du § 2). Ces orbites doivent traverser les ensembles de Cantor invariants,
mais comment ?

Dans [20], Katok montre que la mesure de 1'ensemble des Cantors invariants
d'Aubry-Mather hyperboliques est nulle. La question de 1'existence éventuelle d'en-
tropie métrique au voisinage d'un point fixe elliptique conservatif n'est donc pas
effleurée par cette théorie.

L'intérét majeur des ensembles d'Aubry-Mather est sans doute leur caractdre or-
donné qui les rend, 3 beaucoup de points de vue, semblables 3 des courbes invariantes
et permet de les considérer 1égitimement comme le "souvenir" des cercles invariants
des formes normales.

Au fait, ces cercles invariants, comment se transforment-ils en ensembles de

Cantor d'Aubry-Mather ?

NOTE AJOUTEE EN JUILLET 1984

Quelque temps aprés qu'il ait exposé tout ceci, 1'auteur a eu connaissance d'un
important article de G. Hedlund ([42]) datant de 1932 qui, faisant suite dun article
de M. Morse publié en 1924 ([41]), contient dans un autre cadre une bonne partie de
la démarche d'Aubry, 3 1'exception toutefois de ce qui est relatif 3 1'ordre.

Hedlund étudie les géodésiques de classe A (i.e. minimisant la distance entre
deux quelconques de leurs points) sur le plan R2 muni d'une métrique riemannienne
bipériodique (revétement universel d'un tore riemannien). I1 montre qu'i toute droite
de R2 correspond une telle géodésique qui en reste i distance uniformément bornée.
Morse étudiait le méme probléme sur une surface de genre supérieur 3 1 et son article
est loin d'avoir &té oublié des géométres hyperbolistes.

Le lecteur remarquera aisément 1'existence, pour le flot géodésique du tore plat,
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d'une surface annulaire de section, anneau ouvert sur lequel 1'application de pre-
mier retour est exactement le modéle d'Aubry (forme normale qui est une distorsion
infinie dans les deux directions, voir § 3). Dans les cas ou le flot géodésique con-
sidéré par Hedlund posséde un anneau de section, les géodésiques de classe A qu'il
trouve correspondent aux orbites maximales d'Aubry, le nombre de rotation &tant
donné par la pente de la droite associée. Hedlund remarque d'ailleurs que scul le
cas "irrationnel" est nouveau, l'existence de g€odésiques périodiques étant déja
connue.

Quant au lemme fondamental d'Aubry, il s'éclaire singuliérement dans ce cadre :

deux géodésiques de classe A ne peuvent s'intersecter qu'en au plus un point (de
méme que deux droites...!).
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