Calcul différentiel et équations différentielles
M2309

A. Chenciner, résumé de cours n°1

Approximations polynomiales d’'une fonction f : (R,zp) -+ — (R,yo) au
voisinage du point xg (la notation --- — signifie que [ est définie sur un voisi-
nage de xo et que f(xo) =yo) :
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Remarque : calcul différentiel sur les polyndémes. L’étude au voisinage
d’un point g € R d’une application polynomiale f est de nature purement
algébrique. On pose x = xg + ¢ et on réordonne f(xzo+ &) suivant les puissances
croissantes de & = x — xg.

Généralisation. Pour généraliser aux applications f : (R™,zq) — (RP,yo) il
est impératif de considérer la dérivée (ou différentielle) de f en z¢ comme étant
Vapplication linéaire X — Y = f'(x)X.
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Sans plus d’effort, on considérera des applications f : (E,xq) - — (F,yo),
ou E et F sont des espaces vectoriels normés, dont la dimension pourrait méme
étre infinie. Les normes sur E et F seront toutes deux notées ||.||



Définition 1 f: (E,x0) -+ — (F,yo) est dérivable en xq s’il existe une appli-
cation linéaire continue | : E — F telle que p(z) := f(x) — f(xo) — l(x — zg)

- _ - srifio 1i ()]
soit un o(||x — xzol|) i-e. vérifie limy_, 4, Ta—zol] = 0-
Rappel important. 1) L’hypothese de continuité de I n’en est une qu’en
dimension infinie : les applications linéaires d’un espace vectoriel de dimension
finie dans un autre sont toujours continues !
2) Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes

Exercices. 1) Si f est dérivable en g, elle est continue en xg.

2) Si E et F sont de dimension finie, la dérivabilité ne dépend pas du choix
des normes ;

3) Si [ existe, elle est uniquement déterminée. On 'appelle alors la dérivée
(ou la différentielle) de f en xg et on la note D f(xq) ou df (x¢) ou f'(xg) ... (A
une notion importante sont souvent attachées de nombreuses notations)

Définition 2 Deux applications f,g: (E,xzo) -+ — (F,yo) sont dites tangentes
a Uordre k en xo si leur différence f — g est un o(||x — xo||¥). On note f ~y g.
Exercice. Montrer que f est une relation déquivalence.

Exemples. 1) ; f ~o (z — yo) ssi [ est continue en xq ;
2) f~q (x — yo + l(x — :170)) ssi [ est dérivable en xy avec pour dérivée .

Courbes planes paramétrées ou définies par une équation.
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Dans les deux cas (courbe C définie comme f(R) ou comme f~1(yp)), la
tangente au point considéré (yo = f(xg) dans le premier cas, xg dans le second)
s’obtient en remplagant x — f(z) par z — f(zo) + f'(2z0)(x — x0).
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A. Chenciner, résumé de cours n’2

Rappels d’algébre linéaire en dimension finie (approcher localement une
application par une application linéaire n’a d’intérét que si l’'on comprend bien
les applications linéaires !)

Un espace vectoriel E' de dimension n est isomorphe R™. La particularité de
R™ est d’étre muni d’'une base canonique

{61 :(1’05 ao)a"' aen:(07"' 7071)}

Exercice. Se convaincre que le plan vectoriel de R? d’équation 2 — 2y + 2z = 0
ne possede pas une base plus belle que les autres.

La donnée de la base {vy,--- ,v,} de E équivaut & celle de 'isomorphisme
¢ : R" — E défini par ¢(e;) =v; pour i =1,--- ,n.

L’espace vectoriel L(R™, R?) des applications linéaires de R™ dans RP s’identi-
fie canoniquement & celui des matrices & p lignes et n colonnes : la i*™¢ colonne
de la matrice repésentant f : R™ — RP est formée des coordonnées dans la base
canonique de R? de I'image f(e;) du i®™¢ vecteur de la base canonique de R".

Soient ¢ : R® — FE une base de E et ¢ : RP — F une base de F. La
matrice de 'application linéaire [ : E — F' dans les base ¢, est celle qui est
canoniquement associée a "1 olop: R — RP,

Théoreme 1 Soient E et ' deux espaces vectoriels sur R de dimensions re-
spectivement n et p; Soitl : E — F une application linéaire de rang r. Il existe
une base de E et une base de F dans lesquelles la matrice de | est formée en
haut & gauche d’un bloc r X r égal a l’identité et de zéros partout ailleurs.

Autrement dit, A CHANGEMENT DE BASES PRES A LA SOURCE
ET AU BUT, IL Y A UNE SEULE APPLICATION LINEAIRE DE
RANG r FIXE :

(Ila"' axn)}_)(xla"' 7IT;07"'0)'

Cas particuliers :

1) n < p. Une injection linéaire se ramene toujours a l'injection canonique
(1, ,&pn) — (X1, ,2n,0,---,0) de R® dans R™ x RP~™ = RP.

2) n > p. Une surjection linéaire se ramene toujours a la projection canoni-
que (1, - ,2,) — (21, - ,2p) de R* =RP x R"7? sur RP.

La démonstration du théoreme est indiquée sur la figure au dos.
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Deux exemples d’applications de R™ dans RP. [l sera bon de tester les
définitions et les théorémes du cours sur ces exemples.

Exemple 1 : la fronce de Whitney. C’est une application de R? sur R?
que connaissent bien couturiers et couturieres. Afin de la mieux comprendre,
on I'a écrite comme composée d'une injection (non linéaire) de R? dans R? avec
la projection canonique de R3 sur R2.

F(z,p) = (z,p,2°+pzx), 7(z,p,q) = (p,q), f(z,p) = (p,2°+px), G(z,p,q) = z°+pr—q.
Le lieu singulier (C') de f (points en lesquels la dérivée n’est pas de rang maxi-

mum) a pour équation p = —3x2%. Son image (D) a pour équation 4p3+27¢% = 0

qui devrait rappeler des souvenirs.



Exemple 2 : le parapluie de Whitney.
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F(I7y) = ($,£Cy,y2), G(XaKZ) = (X2Z - Y2)

Hassler Whitney est un mathématicien américain. Il a le premier étudié
géométriquement les applications dérivables “générales” de R? dans R?. Avec
Marston Morse qui a étudié les fonctions “générales” de R™ dans R (les célebres
fonctions de Morse dont nous reparlerons), il est a lorigine de la théorie des

singularités développée par René Thom puis par Vladimir Igorevich Arnold et
son école.
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Applications linéaires et bilinéaires continues.

Dans ce qui suit, E,F,G sont des espaces vectoriels normés (toutes les
normes sont notées ||.||).

1) L’application linéaire [ : E — F est continue (en un point et donc en
tous) si et seulement si

3C > 0, VX € B, [JI(X)]] < C||X]I-

C’est toujours le cas si E et F' sont de dimension finie. On note L(E, F') Pespace
vectoriel des applications linéaires continues de F dans F'.

2) L’application bilinéaire B : E x F' — G est continue (en un point et donc
en tous) si et seulement si

30 >0, VXY € B x F[|BCX,Y)| < ClIX||IY ]

C’est toujours le cas si E, F,G sont de dimension finie. On note Lo(E x F,G)
I’espace vectoriel des applications bilinéaires continues de E x F' dans G.

Normes sur les espaces d’applications linéaires continues. Pour parler
de la continuité de df (xg) par rapport a xg, il faut disposer d’une topologie sur
Pespace L(E, F') des applications linéaires continues de E dans F. Si E et F'
sont de dimension finie, respectivement n et p, L(E, F') est une espace vectoriel
de dimension np, toutes les normes dont on peut le munir sont équivalentes et
définissent donc la méme topologie. Une fois choisies des normes sur F et F,
celle définie ci-dessous dans le cas général est la mieux adaptée aux majorations.
Comme d’habitude, on a noté de la méme fagon les différentes normes).

Définition 1 La norme de | € L(E,F) est définie comme la plus petite con-
stante C possible :
12X
= sup
XN x)=1

O

||I]] = sup
X#£0

En particulier,
VX € E, LX) < [12I1X1].
Le grand intérét de cette norme est son comportement dans les compositions :
si E, F,G sont trois espaces vectoriels normés, Iy € L(E, F), Il € L(F,G), on
a:
[z o L] < (122 [122]]-



Exercice. Définir de méme la norme d’une application bilinéaire continue B
de fagon que [[B(X, Y[ < || B[||X]|[[Y]]

Dérivée dans une direction, dérivées partielles.

Définition 2 Si f : (E,x0)--- — (F,yo) est dérivable en xo, on appelle dérivée
de f en xy dans la direction X € E Uimage df (29)(X) € F de X. Si E =R" et
F=RP et si X = ¢; est le i élément de la base canonique de R™, la dérivée
de f en xg dans la direction de e; est appelée dérivée partielle de f par rapport
ax; en xo et est notée %(xo) € RP.

Exercice. Montrer que, si zg = (a1,...,a,), %(xo) est la dérivée en q;
de l'application (R,a;)--- — (RP,y0) : x; = flar, -+, ai—, 2, i1, ,an)
(rappelons que cette dérivée appartient & L(R,R?) = RP). En déduire que, si
=0, fp): (R",z0) — (RP,yp), la matrice de df (zg) : R™ — RP est

) )
%(J;O) Wfi(l’O)
af; af; af;
o (@o) - gt(wo) - gpt(wo)
o o
aff (zg) - aif: (z0)
Définition 3 Soient E1,--- , Ey, F des espaces vectoriels normés, xg = (a1, -+ ,ay)

un point de Ey X -+ X Ey et f: (Ey XX Eg,x)) -+ — (F,y0) une application.
On définit la dérivée partielle

of
OF;

((E()) c L(E“ F)
par rapport a4 E; comme la dérivée de lapplication

(Eiya;) 2 xi--— flai, -+ ,0i—1,%4, i1, -+, ax) € (F,y0).

Lorsque f: (R™ z) — F, l'identification canonique L(R, F') = F fait coincider
la définition de g g{ -(x0) avec celle de la dérivée partielle aag_ (x0) par rapport au
¢ facteur F; = R de la décomposition R” = R x - -- x R de R™ en produit de

droites.

Propriétés élémentaires de la dérivation.

0) Une application constante E 3 z +— f(z) = yo € F et dérivable en tout
point xg et sa dérivée est df (z9) =0 € L(E, F).

1) Une application linéaire continue | : E — F est dérivable en tout point
xo et sa dérivée est elle-méme : dl(xg) = I.

2) Une application bilinéaire continue B : E x F' — G est dérivable en tout
point (2g,y0) € E x F et sa dérivée est dB(x0,90)(X,Y) = B(zo,Y)+ B(X, y0).

3)Sif:(E,zo) - — (F,yo) et g: (E,z0)--- — (F, z0) sont dérivables en
xo, [+ g Vest aussi et d(f + g)(xo) = df (zo) + dg(xo) € L(E, F).

4) Si f: (E,z0) - — (Ryyo) et g : (E,x0) -+ — (R, z0) sont dérivables en
xo, fg Vest aussi et d(fg)(zo) = f(x0)dg(xo) + g(x0)df (x0) € L(E,R).
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Dérivée d’une application composée : chain rule.

Proposition 1 Si f : (E,xg) -+ — (F,y0) et g : (F,y0)--- — (G, z) sont
dérivables respectivement en xq et en yo, la composée go f : (E,xz¢) -+ — (G, 2p)
est dérivable en o et sa dérivée est d(go f)(xo) = dg(yo) o df (z9) € L(E,G).

Application : interprétation mécanique de la dérivée.

e

= d,««;t(g;o;A
')(: —‘ﬂ:/\’-{ %‘{R: E

Si E = R, 'application f : R — F peut étre interprétée comme une courbe
paramétrée dans F' ou encore, si on appelle “temps” la variable dans F, comme
un “mobile” dans F. Sa dérivée df (vo) € L(R, F) = F s’identifie au vecteur-
vitesse A = df(x0)1 en yo de ce mobile alors que la dérivée d(g o f)(zg) €
L(R,G) = G s’identifie a la vitesse B = d(g o f)(xg)1 en 2y du mobile image
gof:R — G. Le théoréme dit simplement que la dérivée dg(yo) applique le
vecteur-vitesse A du premier mobile sur le vecteur-vitesse B du mobile image :

dg(yo)A = B.
On peut donc définir la dérivée en un point d’une application comme I’application

qui transforme la vitesse d’un mobile passant par ce point, en la vitesse du mobile
image lorsqu’il passe au point image.



Espaces tangents et fibré tangent. La formule d’apparence compliquée
d(go f)(xo) = dg(f(xo)) odf (xo) devient claire si on Uinterpréte correctement :
la difficulté vient en fait de la confusion de plusieurs notions qui, lorsqu’on
remplace les domaines de définition des applications par des espaces “courbes”
deviennent distinctes.

Instruits par ce qui précéde, étant donné un ouvert  d’un espace vectoriel
normé E, appelons espace tangent a ) en xg l’ensemble des vecteurs-vitesse de
mobiles dans  passant par xo. Si f : E D Q — O C F est dérivable en xg,
sa dérivée doit étre interprétée comme une application de T, Q) dans T,,,O. La
translation de vecteur xq identifie canoniquement T2 a E et la translation de
vecteur yo identifie canoniquement T, O a F', ce qui nous a permis de considérer
df (xg) comme un élément de L(E,F). Mais Uinterprétation mécanique de la
dérivée nous permet de définir espace tangent et dérivée dans un cadre beaucoup
plus général, par exemple lorsque et O sont des surfaces. La figure ci-dessous
tllustre la “chain rule” dans une telle situation

\@'_M
Y= df(xa)X , Z=4dg(y.)Y = d(g-f)6.) X

Application tangente. Supposons f: E D Q — O C F dérivable en tous les
points de Q. Puisque [’espace T, tangent a 0 en x s’identifie canoniquement
par translation a E, la réunion T = U, T, des espaces tangents en tous les
points x de €2 peut étre identifiée au produit 2 x E. On ’appelle le fibré tangent
de Q. L’application Tf : TQY — TO définie par la formule

Tf(.%‘,X) = (f(l‘),df(.%‘)X)

est appellée “application tangente a f”. Dans ce langage, la formule de dérivation
d’une application composée devient simplement ’application tangente a une
composée est la composée des applications tangentes :

T(go f)=TgoTf.
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Applications de classe C*.

Définition 1 Soient E et F' des espaces normés, Q0 C E un ouvert, f : Q — F
une application dérivable en tout point de . On dit que f est continuement
dérivable, ou encore qu’elle est de classe C, si lapplication

df : Q> zw—df(x) € L(E,F)
est continue de Q dans l’espace vectoriel normé L(E, F).

Exercices. 1) Une application affine A : E — F est de classe C!
2) La composée de deux applications de classe C* est de classe C!.

Applications de classe C' et dérivées partielles.

Le produit Ey X -+ X E, d’un nombre fini d’espaces vectoriels normés peut
étre muni de diverses mormes qui, toutes, définissent la topologie produit, par
exemple les normes L, : ||(z1,- - ,zp)|| = (||z1][P + - + ||zx]|P)? . Ce qui suit
ne dépend pas de la norme choisie. Rappelons qu’on a défini dans le résumé de

cours n'4 les dérivées partielles aé% de f: 4 X X E, DQ— F.

Proposition 2 L’application f : By x --- x E, D Q — F et de classe C si et
seulement si les applications % : Q — L(E;, F) existent et sont continues.

Le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral Si F' un
espace de Banach, c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet (par exemple
un espace vectoriel de dimension finie), on peut définir l'intégrale de Riemann
ff ©(s)ds € F d’une application continue ¢ : R D [a,b] — F.

On commence par définir de fagon évidente 'intégrale d’une fonction en es-
calier (ou étagée), c’est-a~dire constante sur chaque intervalle d’une subdivision
finie de lintervalle [a,b] ; on montre ensuite que chaque application continue
® : [a,b] — F est limite uniforme de fonctions en escalier E,, n — oo. Enfin,
et c’est la que F' doit étre complet, on montre que pour chaque telle suite F,,
I'intégrale de E,, converge vers une limite et que cette limite (I'intégrale de )
ne dépend pas du choix de la suite.

Si(t) = (e1(t), - 0p(1) € F =R?, [V pls)ds = (J7 pr(s)ds, -, [ pp(s)ds)

Theorem 3 Soit F un espace de Banach, ¢ : [a,b] — F une application con-

tinue. Uapplication ® : [a,b] — F définie par ®(t) fat ©(s)ds est de classe C*



et, si l'on identifie L(R, F') a F, sa dérivée est l'application p. Réciproquement,
si ® : [a,b] — F est une application de classe C1, dont la dérivée en t est
o'(t) € F= L(R, F), on a ®(b) — d(a) = [ &'(s)ds € F.

Exercice. Montrer que ceci vaut encore si 'on remplace [continu] et [C!]
repectivement par [continu par morceauz/ et [continu, et C* par morceauz].

Formule de la moyenne et inégalité des accroissements finis.

Soient E et F' des espaces vectoriels normés, ) C E un ouvert. On suppose
que F' est complet afin que l'intégrale de Riemann d’une fonction a valeurs
dans F soit définie (dans les applications, si F n’est pas complet, on pourra le
remplacer par son complété, ce qui le plus souvent ne changera pas les énoncés).

Soient v : [a, 8] — Q et f: Q — F des applications de classe C* (v peut
n’étre que continu et C! par morceaux). On note a = y(a), b = f(3). Appliqué
a f o, le théoreme ci-dessus devient la

Corollary 4 (Formule de la moyenne) ff df (v(t))y' (¢)dt = f(b) — f(a).

Comme d’habitude, on a identifié la dérivée +/(¢t) & un élément de E. Si Q
contient le segment d’extrémités a et b, par exemple si {2 est convexe, on peut
choisir v(t) = a+t(b—a) ; la formule se simplifie puisqu’alors v'(t) =b—a € E.
Rappelons que, si F' est complet, il en est de méme de L(E, F') ; ceci permet
de définir I'intégrale d’une application continue de [«, 3] dans L(E, F) et donc
d’écrire :

16}
(/ df(a+t(b— a))dt> (b—a) = f(b) — f(a).

Corollary 5 (Inégalité des accroissements finis) Soit f : E D Q — F une
application de classe C' d’un ouvert d’un espace vectoriel normé a valeurs dans
un espace de Banach. Soit K C Q un compact et My = sup, ¢ ||df (x)]| (qui
existe car f est C'). Quel que soit le chemin vy : [a, 3] — K C § continu
et Ct par morceauz d’extrémités a,b € K, on a ||f(b) — f(a)|| < Mkl(y), ou
l(v) = ff [l (®)||dt est la longueur de v. Si de plus le segment d’extrémités a
et b est tout entier contenu dans K, on a ||f(b) — f(a)|| < Mk||b— al|.

Définition 6 (application lipschitzienne) Soient (X,dx), (Y,dy) des espaces
métriques. Une application f : X — Y est dite lipschitzienne s’il existe M > 0
telle que

Vi, 29 € X, dy(f(l‘l),f(l’g)) < Mdx(x1,x2).

Le inf des constantes M vérifiant ceci est appelée la constante de Lipschitz.

Exercices. 1) Soit f : E D £ — F une application dont la dérivée est nulle en
tout point de Q. Si 2 est connexe, f est constante.

2) Soit f : E D Q — F une application de classe C''. Montrer que f est
localement lipschitzienne (i.e. lipschitzienne en restriction & une petite boule
centrée sur n’importe quel point).

3) Donner un exemple de f : [, 5] — R? de classe C! telle qu’il n’existe

aucun z € [a, (] vérifiant df (z)(8 — a) = f(8) — f(a).
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Le cas “facile” du théoréme de Sard.

Le théoreme suivant, cas particulier d’un théoréme qui joue role tré impor-
tant en théorie des singularités des applications différentiables, met ’accent sur
une différence fondamentale entre applications continues quelconques et appli-
cations de classes C*.

Définition 1 Un sous-ensemble A de RP est dit de mesure de Lebesgue nulle
si, quel que soit € > 0, on peut recouvrir A par une famille de boules (ou de
cubes) dont la somme des volumes (p-dimensionnel) est magjorée par €.

Theorem 2 (le théoréme de Sard “facile”). Si f : R™ D Q — RP est une
application localement lipschitzienne (par exemple une application de classe C1)
et sin < p, Uimage f(Q) est de mesure de Lebesque nulle.

Idée de démonstration : 1) on commence par remarquer que, parcequ’il y
a des suites convergentes, une union dénombrable d’ensembles de mesure nulle
est de mesure nulle. Il suffit donc de montrer que I'image d’un cube K est de
mesure nulle. K étant compact, 'hypothese implique I'existence de M > 0 telle
que, quels que soient z,y € K, on ait || f(z) — f(y)|| < M|z — y||.

2) On découpe K (dont on appelle ! la longueur des cotés) en N™ cubes
K; de longueur de coté I; = +. Si 2,y € K;, on a ||z — y|| < /n% (grande
diagonale de K;) et donc ||f(z) — f(y)|| < M\/n4. Ceci implique que I'image
f(K;) est contenue dans un cube de RP de coté 2M \/ﬁ% et donc de volume
(@M /).

3) Finalement, f(K) est contenu dans une réunion de N™ cubes dont la
somme des volumes est majorée par (2M+/nl)? NP qui tend vers zéro lorsque
N tend vers l'infini.

Contemplation. Dans les exemples dessinés dans le résumé de cours n°3,
regarder les applications auxquelles s’applique ce théoreme et celles auxquelles
il ne s’applique pas.

Courbes de Peano Le théoreme ci-dessus devient faux pour les applications
continues ! ! ! Il existe des applications continues surjectives d’un intervalle sur
un carré. Les figures dessinées au dos indiquent la construction (en un nombre
infini d’étapes) d’une telle courbe de Peano. La véritable raison de I’existence
de ces courbes est de nature topologique : ’ensemble triadique de Cantor C' est
homéomorphe a son carré C' x C et il existe une application continue surjective
de C' sur un intervalle.



L’application continue surjective f : [0,1] — [0, 1] x [0, 1] est obtenue comme
limite uniforme d’applications continues ,, dont les 4 premieres sont représentées
sur la figure ci-dessous.
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Nous terminons cette feuille par un critere pour qu’une suite d’applications
de classe C'! soit de classe C'! :

Theorem 3 (suites d’applications de classe C*) Soit {gn : E D Q — Flpen
une suite d’applications de classe C1 telle que

1) Fxp € Q,3N € F, limy_,00 gn(z0) = A ;

2) La suite {dgn }nen d’applications de Q dans L(E, F) converge localement
uniformément vers a : Q — L(E,F). Alors g, tend localement uniformément
vers une application g de classe C' telle que dg = o.
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Espaces tangents.

Lorsqu’il existe, le sous-espace tangent en P au sous-ensemble ¥ de I’ espace
vectoriel normé E est noté TpX. Sous-espace affine de E avec un point privilégié
P, il est donc muni de la structure vectorielle canonique dont I'origine est P.
Notations. f:R™ D Q — RP est dérivable en 2o € R™ et yg = f(zo) € RP.

Cas 1) ¥ = f(Q) C RP est défini par le paramétrage f de rang maximum
(rangf = n < p).

Y= {(y e RP, Jx € Q,y:f(gc))}7 P =yq.
TpY = {y € R?, 3z € R",y = f(x0) + df (z0)(z — 20) }.

TpY est un sous-espace affine de E = RP de dimension n = rangf.

JRE |

M)
,___'_7/2 T Jo+ () (x- 1)
7 e T

| 4=F
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Cas 2) ¥ = f~1(f(x9)) C Q est défini par les équations f de rang
maximum (rangf = p < n).

S={ze€Q, f(z)=f(z0)}, P=uxo.
Tp¥ = {m € R", f(wo) + df (wo)(z — x0) = f(xo)}-

TpY est un sous-espace affine de £ = R"™ de dimension n — p = dimKerf.

E—T

do




Cas 3) ¥ C Q x R? est défini comme le graphe de f.
Y= {(Z,y) €N x Rp,?J = f(l’)}, P = ($0af(‘r0)) € Ea

TpY = {(z,y) € R" x RP,y = f(xo) + df (xo)(2 — 20) }-

Tp3 est un sous-espace affine de E = R"™ x RP de dimension n.
Ce dernier cas reléve aussi bien du cas 1) (paramétrage x — (x, f(x))) que
du cas 2) (équations y — f(x) =0).

Exercices. 1) Appliquer ce qui précéde & la recherche de la tangente en un
point & une courbe plane. Donner divers exemples de points singuliers de tels
courbes (points en lesquels la condition de rang maximum n’est pas vérifiée).

2) Considérer le cas d'une courbe ¥ définie dans R? par deux équations f; :
R3 — R et fy : R> — R. Montrer que la condition de rang équivaut aux deux
conditions suivantes : (i) Pexistence de plans tangent au point P considéré aux
deux surfaces d’équation f; = 0 et fo = 0 ; (ii) la transversalité de ces deux
plans (i.e. le fait qu’ils se coupent suivant une droite, autrement dit, qu'ils
ne sont pas confondus). Montrer que la tangente a la courbe au point P est
I'intersection de ces deux plans.

REGLE A RETENIR : Pour passer d’un objet géométrique ¥ C E (courbe,
surface,etc) a son espace (droite, plan, etc) tangent TpY. en un point P, on
remplace 'application f : R™ — RP qui le définit par la partie affine de son
développement de Taylor :

x— f(xo) + df (xo)(x — ).

Cette regle s’applique dans tous les cas, que X soit défini par un paramétrage
de rang maximum (E = RP, P = f(xo)), des équations de rang mazimum
(E=R", P=uxy) ou comme un graphe (E =R"™ x RP, P = (xq, f(x0)).
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Gradients.

La définition classique du gradient d’une fonction f : R®™ — R dérivable
en xo ne mets pas suffisamment en relief le choix implicite du produit scalaire
euclidien de R™ pour transformer le covecteur df (xo) en le vecteur gradf(zo).

Une bonne facon de penser a une forme bilinéaire B : F x E — R non
dégénérée sur un espace vectoriel (nous nous limiterons & la dimension finie) est
de linterpréter comme lisomorphisme ¢g de E sur le dual E* := L(E,R) qui
envoie X € E sur la forme linéaire

E>Y — op(X)(Y) =B(X,Y) € R.

Si par le choix d’une base on identifie ¥ a R™, la forme bilinéaire 3 est représentée
par une matrice symétrique B, I'isomorphisme ¢p s’écrit

ep(X)(Y) =< X, BY > .

Noter que dans cette représentation intervient le produit scalaire euclidien canon-
ique <,> de R™ !I!

Définition 1 Soit f : E — R une fonction dérivable en xy et soit B un pro-
duit scalaire (i.e; une forme bilinéaire définie positive) sur E. Le gradient
gradpf(zo) € E est défini par

grads f(z0) = ¢g' (df (0)), -
c¢’est-a-dire
VY € E,B(gradgf(xo),Y) = df (xo)(Y).
Si une base de E est choisie dans laquelle B est représentée par la matrice
symétrique définie positive B, la définition devient :

VY € R", < gradp f(xzo), BY >= df (x).

Enfin, si B = Id, c’est-a-dire si B est le produit scalaire canonique de R™, on
retrouve la définition élémentaire :

gradrqf(wo) = (;i(ggo), e 7;50(330)) -



La figure suivante fait le lien avec la notion de plan tangent en un point xg
d’une hypersurface ¥ = f~1(y) définie dans un espace euclidien de dimension
finie (E, B) par une équation de rang maximum f : (E,zg)--- — (R,yo). La
condition de rang maximum équivaut & la non annulation de gradgf(xo) et ce
dernier est orthogonal (pour la structure euclidienne B) au plan tangent T 3.

%aﬂa’g (xo>
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Le théoréme d’inversion locale

De quoi s’agit-il 7 Du passage de la figure 1, globale, qui représente un
isomorphisme linéaire de R? dans R2...

. ala figure 2, locale, qui représente une application f : R? D Q — R2 de classe
C" dont la dérivée en tout point de € est inversible.

Les images par f de l'intersection avec 2 des droites paralleles aux axes de
coordonnées définissent un systéme de coordonnées curvilignes dans f(Q) i.e.
deux familles de courbes régulieres se coupant transversalement. En particulier,
la restriction de f & € est une bijection de Q sur f(Q)

Si la dérivée de f est un isomorphisme en un point, elle 'est également
en tous les points d’un voisinage : en effet, df(x1,z2) dépend continuement
de (x1,72) et le groupe GL(R?) des isomorphismes linéaires de R? est ouvert
dans L(R%,R?) : la non-annulation d’un déterminant est en effet une condition
ouverte. Cette derniere propriété est encore vraie si R? est remplacé par R” ou
méme par un espace de Banach E : le groupe GL(FE) des isomorphismes linéaires
continus est ouvert dans L(E, E) (car (Id —u)™! = Id+u+u?+u3+---, qui
converge si ||u|| est assez petit..)



C’est ce qui explique que, méme en dimension infinie, le théoréme d’inversion
locale se contente d’une hypothese d’inversibilité de la dérivée en un point.

Exercice. Comprendre ce quest dans R? I'analogue des figures ci-dessus.

Définition 1 Soient E et F' des espaces vectoriels normés, 2 un ouvert de E, O
un ouvert de F. Un difféomorphisme de classe C' de Q2 sur O est une application
f:Q — O de classe C qui est bijective et dont la bijection réciproque f~' est
également de classe C*. Sixg € E, on dit que f : (E,x¢)--- — (F,y0) est un
difféomorphisme local (en xo) s’il existe des voisinage ouverts 2 de xg et O de
yo tels que f soit un difféomorphisme de 2 sur O. Lorsqu’on remplace C' par
C° (i.e. continue), on parle d’homéomorphisme ou d’homéomorphisme local.
Lorsqu’on remplace C' par localement lipschitzien, on parle d’isomorphisme de
Lipschitz ou disomorphisme local de Lipschitz.

Theorem 2 Soient E et F' des espaces de Banach, f : (E,xo) -+ — (F,yp)
une application de classe C. Si df(xg) € L(E,F) est inversible, f est un
difféomorphisme local de classe C'.

Une bonne démonstration se trouve dans le livre de Chaperon (pages 230-233) ;
en voici le plan :

L’outil de base est le théoreme des contractions (= applications lipschitziennes
de constante de Lipschitz strictement inférieure a 1) :

Theorem 3 Une contraction u : X — X d’un espace métrique complet X
posséde un unique point fixe ro. De plus, quel que soit x € X, la suite des itérés
u™(x) converge vers xg.

Lemma 4 Si u est une contraction de l’espace de Banach E, Id — u est un
homéomorphisme lipschitzien ainsi que son inverse.

Lemma 5 Soit f: (E,z9) — (F,y0) un isomorphisme local de Lipschitz entre
espaces de Banach. Si g : (E,x¢) — (F, zo) est une application locale lipschitzi-
enne dont la restriction ¢ la boule B(xg, ) a une constante de Lipschitz qui tend
vers 0 avec le rayon r, f+ g : (E,xq) — (F,yo + 20) est un isomorphisme local
de Lipschitz.

Lemma 6 Soit h : E D Q — O C F un isomorphisme de Lipschitz. Si h
est dérivable en xo € ), dh(xg) est un isomorphisme, h=! est dérivable en
Yo = h(zo) et d(h™")(yo) = dh(zo) "
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Dans cette page, f: (R™,z0) - — (RP,yo) est une application de classe C* au
voisinage de xqg ; on note T;Of son polynome de Taylor a Uordre 1 en xq :

TL f(z) = yo + df (xo) (& — zo).
Immersions, submersions, applications de rang constant

Définition 1 Si df (x¢) € L(R™,RP) est injective (resp. surjective), on dit que
[ est une immersion (resp. submersion) en .

Pour une immersion ou une submersion, df (o) est de rang maximum, i.e.
de rang égal & inf(n,p). Puisque f est C! et que cette propriété est ouverte, elle
est encore vérifiée par df (z) si x est assez voisin de zp. Immersions et submer-
sion sont donc les cas particuliers extrémes d’applications de rang constant, i.e.
d’applications telles que le rang de df (x) soit constant sur un voisinage de xg.

Théoréme 2 (i) si f est une immersion en xq, il existe un difféomorphisme
local ¥ : (RP,yo) -+ — (RP,yo) de classe C tel qu’au voisinage de o, on ait
f=vo Tjof. (i) Si f est une submersion en xg, il existe un difféomorphisme
local ¢ : (R™,xq) -+ — (R™, z0) de classe C* tel qu’au voisinage de g, on ait
f= Tg}of o . (iit) Si f est de rang constant au voisinage de xq, il existe des
difféomorphismes locauzx ¢ : (R™, x¢) -+ — (R, zq), ¥ : (RP,yp) -+ — (RP, 1)
de classe C1, tels qu’au voisinage de o, on ait f =1 o T;Of o .

Exercice. Compte-tenu du théoréeme de structure des applications linéaires
rappelé dans la feuille 2 et de I'existence de translations ramenant respective-
ment zy et yo a 'origine, on peut énoncer ce théoreme sous la forme suivante :

Si f est une immersion en xg (resp. une submersion en g, resp. de rang
constant r au voisinage de xg), il existe des coordonnées locales d la source et
au but, telles que f devienne injection canonique i de R™ dans RP (resp. la
surjection canonique m, resp. la composée i o de l'injection canonique de R”
dans R? avec la surjection canonique m de R™ sur R").

L’injection canonique i de R* dans R®*? et la projection canonique = de R%t?
dans R® sont respectivement définies par

i($1,"‘ 7Ia) = (xla"' 71’(1,0,"' 70)3 7T(CC1,"’ ,ZL‘a+b): (501,"' ,IEa).



Les démonstrations de (i) et (i) consistent, par ajout de variables respec-
tivement au but et a la source en la transformation de f en une application F
a laquelle s’applique le théoreme d’inversion locale.

Généralisation a la dimension infinie. Une hypothése fondamentale est
nécessaire pour que la caractérisation ci-dessus des immersions et des submer-
sions se généralise au cas d’espaces de Banach de dimension infinie : on doit
en plus de 'hypothese que df (zg) est injective (resp. surjective), supposer que
son image (resp. son noyau) est facteur direct dans RP (resp. dans R™). On dit
alors que df (zg) est une immersion linéaire (resp. une submersion linéaire).

Le théoréme des fonctions implicites

Théoreme 3 Soient E, F,G des Banach, f : (EXF,(zo,y0)) - — (G, z0) une
application de classe C' au voisinage de (x9,v0). Si %(3307240) € L(F,G) est
un isomorphisme, il existe a: (E,x0)--- — (F,y0) de classe C! telle que, dans
un voisinage de (xo,Yo), le graphe de a coincide avec l'ensemble des solutions
(z,y) de Uéquation f(x,y) = 2.

Au voisinage de la solution (z,y0), on a remplacé la relation implicite (ou
Iéquation) f(x,y) = zo par la relation explicite y = a(x).

Démonstration. C’est un corollaire imméditat du théoreme d’inversion locale :
I’hypothese assure que I'application

P (E x F, (xO’yo)) T (E X G7 (1‘0,20)), (I)(l‘,y) = (x,f(x,y)

est un difféomorphisme local C'. 1l suffit alors de définir o par la relation
(v, a(z)) = @~ 1(x, 20).

,,,,, - ij/u‘{px’fe da X

] o
T g X
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Démonstration du théoréme des Immersions : f = o T;Of =Foi.

F(x,&) = f(x) +g(£), o g : RP™™ — RP est une immersion linéaire telle
que I'mg @ I'mdf(zg) = RP (on note S = yo + I'mg). On passe de F' & F! en
remplacant f par T;Of et on pose 1 = F o (F1)~1. On a dy(yo) = Id.

Démonstration du théoréeme des submersions : f = Ta}of op=molF.

F(z) = (f(x),9(x)), ol g : R™ — R"™ P est une submersion linéaire telle que
Kerg @ Kerdf(zg) = R™ (on note S = z¢ + Kerg). On passe de F' & F' en
remplagant f par T, f et on pose p = (F')~!' o F. On a dp(x0) = Id.
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Sous-variétés de classe C'. Une sous-variété de classe C' d’un Banach E est
un sous-ensemble qui & difféomorphisme local C' prés ne se distingue pas d'un
sous-espace vectoriel.

ATTENTION : quand nous parlerons d’un sous-espace vectoriel de ’espace de
Banach E, il s’agira toujours d’un facteur direct, i.e. d’un sous-espace vectoriel
E7 qui posséde un supplémentaire Ey. C’est automatique en dimension finie et
dans un Hilbert mais pas dans tous les Banach.

Plus précisément,

Définition 1 V C E est une sous-variété de classe C' au point P € V s%l
existe un difféomorphisme local ¥ : (Ey X Es,(0,0)) -+ — (E, P) de classe C*
tel qu’au voisinage de P, on ait (V, P) = W(E; x {0},(0,0)). On dira que ¥ est
une “carte locale” de E en P “adaptée” a V.

Nous pouvons comprendre maintenant le cadre dans lequel valent les recettes
données dans la feuille 8. La définition ci-dessous ne fait que généraliser celle
donnée dans la feuille 5 :

Définition 2 Si V C E est une sous-variété de classe C' en P, on définit son
espace tangent en P comme le sous-ensemble TpV C TpE des vecteurs-vitesse
de chemins de classe C' tracés sur V.

Puisque l'espace vectoriel Tp E s’identifie canoniquement & E par la translation
de P, TpV peut donc étre identifié a un sous-espace vectoriel de E ; cependant,
si cette identification se fait naturellement lorsqu’on calcule, elle ne fait que
troubler 'esprit quand on cherche a comprendre la géométrie.

Lemme 3 Si ¥ : (Ey X F3,(0,0))--- — (E, P) est une carte locale de E en P
adaptée a V', on a TpV = d¥(0,0)(E; x {0}).




Remarque. On peut aussi (voir la feuille 8) considérer TpV comme le sous-
espace affine de F formé des P + &, £ € TpV, muni du point privilégié P.

Exercices. 1) Si f: E D Q — F est une submersion en chacun des points de
V = f~Yyo), V est une sous-variété de E. Par contre, si f : E D Q — F et
une immersion en chaque point de €2, chaque point de 2 posséde un voisinage
dont 'image par f est une sous-variété de F' mais 'image f(Q2) elle-méme n’est
en général pas une sous-variété et ce, méme si f est injective ! C’en est une si f
est un homéomorphisme sur son image : on parle alors de plongement (exercice
de topologie : une immersion propre est un plongement).

Des exemples intéressants d’immersions injectives de R dans R3 qui ne sont
pas des plongements sont obtenus en composant une application affine de R
dans R? dont 'image est une droite de pente irrationnelle, avec la projection de
R? sur le quotient R?/Z? par le réseau des entiers et enfin avec un plongement
de R?/Z? dans R3?).

£(R) dee daws & T T

.
Quwel Alad LLJ’Q thlar

2) Montrer en s’aidant de la figure ci-dessous qu’on peut définir une surface
(=sous-variété de dimension 2) dans R? ayant la forme dun tore a g trous
(surface orientable de genre g) par une submersion polynomiale P : R® — R de
la forme P(z,y,2) = (y? + f(2))? + 2% = €% avec € # 0 assez petit.

N
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Transversalité.

C’est la formalisation dans le cadre du calcul différentiel de la vieille notion
de ”position générale” : par exemple, deux plans affines choisis “au hasard”
dans R3 ne seront pas paralleles et se couperont suivant une droite, dans R* ils
se couperont suivant un point alors que, dans R"”, ils ne se rencontreront pas
des que n > 5. De plus, cette propriété résistera a une petite perturbation : il
v a stabilité de I'intersection. Les théoremes précédents impliquent une version
non-linéaire de ce fait :

Définition 1 Soit E un espace de Banach, V et W deux sous-variétés de E de
classe C1 et P un point de VNW. On dit que V et W sont transverses en P
si TpV +TpW =TpE =FE. On note V thp W.

Proposition 2 Si deuzr sous-variétés V et W de E sont transverses au point
P eV nNW, leur intersection V N W est une sous-variété de E au point P. Si
E est de dimension finie n et V,W respectivement de dimension a et b, VW
est, au voisinage de P, de dimension a + b —n.

La démonstration est basée sur la remarque suivante : si V C E est une
sous-variété au point P, il existe une submersion f : (E,P)--- — (F,0) telle
que (V,P) = f~Y(F,0). Pour le voir, il suffit de composer I'inverse ¥—1 :
(E,P)--+ — (Ey X E5,(0,0)) d’une carte locale de F en P adaptée a V avec
la projection canonique de E; X E5 sur E5. Si les submersions locales f :
(E,P)--- — (F,0) et g : (E,P)--- — (G,0) définissent respectivement V'
et W au voisinage de P, I'hypothése équivaut & ce que l'application (f,g) :
(E,P)--- — (F x G,(0,0)) soit une submersion. La conclusion suit puisque
V NW est définie au voisinage de P par ’équation (f,g) = (0,0).

s -
// \!% vaw= (f,3)(2 ©) o &
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- \ a4t G = A /I



Voici deux exemples de surfaces non transverses dans R3. Que se passe-t-il
si 'on translate légerement 'une d’elles dans la direction verticale ?

- - ;._ﬂ_\m_\{’/
VA

Rudiments de calcul différentiel dans les sous-variétés.

A difféomorphisme local de classe C! pres, une sous-variété de E et un sous-
espace vectoriel de F (en dimension infinie, il faut préciser “sous-espace vectoriel
facteur direct”) sont indistinguables. Toutes les notions locales définies pour
f:(E,xo) - — (F,y0) peuvent donc étre étendues aux applications locales
f:(V,P) -+ — (W,Q) d’une sous-variété de E dans une sous-variété de F'.

Définition 3 Soient V C E, sous-variété en P et W C F, sous-variété en Q.
Une application f: (V,P)--- — (W,Q) est dite dérivable en P (resp. de classe
Cl en P) s’il existe ® : (Ey X Es,(0,0))--- — (E, P) carte locale en P de E
adaptée ¢ V et U : (F} X E3,(0,0))--- — (F,Q) carte locale en Q de F adaptée
a W, telles que F := U~to fo®|p, : (E1,0) -+ — (E2,0) soit dérivable en (0,0)
(resp. de classe C' au voisinage de (0,0)). La méme propriété est alors vraie
quel que soit le couple de cartes choisi (exercice !).

Définition 4 Si f : (V,P)--- — (W,Q) est dérivable en P, sa dérivée, qui
est une application linéaire df (P) : TpV — ToW, est définie par la formule
suivante, elle aussi indépendante du choiz des cartes ® et U (F est définie dans
la définition précédente) :

df (P)X = d¥(0,0) o dF(0,0) o (d®(0,0)|g, x{03) " X.

On peut alors définir immersions, submersions et difféomorphismes (locaux ou
globaux) d’une sous-variété dans une autre et étendre & ce cadre les théorémes
locaux qui les concernent (feuilles 10 et 11 ).

Exercices.

1 Montrer que si f: (V,P)--- — (W, Q) est de classe O, elle est la restriction
a V d’une application ® : (E,P)--- — (F,Q) de classe C! d’image contenue
dans W. Montrer que df (P) est la restriction de d®(P) & TpV C TpE.

2) Justifier les assertions de la feuille 8. Interpréter dans ce cadre les figures de
la feuille 3 et celle a la fin de la feuille 5.
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Extrema liés et multiplicateurs de Lagrange.

Définition 1 Soit Q C E un ouvert d’un espace de Banach, V' C £ une sous-
variété de classe C', f : Q — R une fonction de classe C' & valeurs réelles.
On appelle “point critique” de f|y un point P en lequel s’annule la dérivée
d(flv)(P):TpV — Ty pyR =R de la restriction fly : V — R de f a V.

Il y a beaucoup de raisons de s’intéresser aux points critiques : ce sont les
extrema de f|y, sur lesquels nous reviendrons dés que nous disposerons de la
dérivée seconde. La figure ci-dessous montre les courbes de niveau h|‘_,1 (a) de
la restriction & une sous-variété V de R3 de la fonction hauteur (ou fonction
altitude) h(zx,y,z) = z. On y voit deux points critiques : un mazimum local P
et un col @, en lesquels le plan tangent a V' est horizontal ; ceux qui aiment se
promener en montagne penseront aux cartes d’état-magjor de 'IGN.

Définition 2 Soit P un point critique de f|V. Si 'V est localement définie par
I’équation g = a, ot g : (2, P) — (F,a) est une submersion de classe C*, on dit
encore que P est un extremum de f li€é par la contrainte g = a.

Lemme 3 Avec les notations ci-dessus, P est un point critique de fly (i.e.
un extremum de [ lié par la contrainte g = a) si et seulement s’il existe une
(unique) forme linéaire continue A € F' := L(F,R) telle que df (P) = Aodg(P).
La forme linéaire X est appelée “multiplicateur de Lagrange”.

A.{_(f)/7 T;(P) R =
F= 1,E = TA
g =1 F = F



Lorsque F' = RP est de dimension finie (i.e. lorsqu’il y a p contraintes scalaires

g1 =ai1, - ,gp = ap), le multiplicateur de Lagrange équivaut & la donnée de p
nombres réels Ai, -+, A, tels que df (P) = >-0_, \idg; (P).

Nous dirons indifféremment “le” multiplicateur de Lagrange A = (A1, ,Ap)
ou “les” multiplicateurs de lagrange Ay, - -+, \p.

La figure ci-dessous montre le cas d’une courbe V' définie dans R? au voisinage de
P par deux équations g = a1, g2 = as indépendantes (i.e. telles que g = (g1, g2)
soit une submersion en P, ce qui équivaut & ce que les formes linéaires dg;(P)
et dgo(P) soient linéairement indépendantes).

b B g o)
g

TrKen d £(P)

La démonstration est un exercice d’algebre linéaire : il faut caractériser les
formes linéaires continues sur E qui s’annulent sur le noyau F; d’une submersion
linéaire de F dans F' ; or une telle submersion se raméne, modulo des isomor-
phismes affines a la source et au but, a la projection canonique £y X F — F', ce
qui rend ’assertion évidente.

Un exemple d’application, les axes propres d’un ellipsoide. Réfléchir sur
la figure ci-dessous, dans laquelle V' est un ellipsoide défini par I’équation g = 1
ot g est un polynéme homogene du second degré, et f(x,y,z) = 22 + y? + 22.
Interpréter le multiplicateur de Lagrange associé a chacun des 6 points critiques.
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Dérivées d’ordre supérieur.

Définition 1 L’application f : (E,xzg)--- — (F,yo) est dite deux fois dérivable
en xg si, d’une part, elle est dérivable sur un voisinage ) de xq et si, d’autre
part, Uapplication Q > x — df(z) € L(E,F) est dérivable en xo. On appelle
dérivée seconde d*f(xg) € L?(E, F) de f en xq Uapplication bilinéaire de E x E
dans F' canoniquement associée & d(df)(zo) € L(E,L(E,F)) ; autrement dit,
d?f(x0) (X', X") € F est la valeur en X" € E de [d(df)(z0)](X') € L(E, F).
L’application f est dite de classe C? en xq si df(x) est définie pour x voisin
de o et si lapplication d*f : E — L?*(E,F) est continue en xo. On définit
de méme les dérivées d’ordre supérieur d* f(xo) € L¥(E, F) comme applications
k-linéaires de E X B X --- X E dans F'.

Théoréme 2 (Schwarz) Si d?f(zg) eziste, elle est symétrique :
& f(20) (X', X") = df(20)(X", X") ;  on note df(o) € L2(E, F),

La démonstration, plus simple si I’'on suppose f de classe C?, est basée sur
I’évaluation de I'expression “du second ordre” en €

A= flzo+eX +eY)+ f(zg) — flx+eX) — f(x 4+ €Y),

qu’on écrit de deux fagons comme différence d’expressions du premier ordre.

Plus généralement, on déduit par récurrence du théoreme de Schwarz la

symétrie des dérivées d’ordre supérieur : d¥ f(xo)(X?!,---, X¥) est invariante
par permutation des X;.
Notations. Si u € LF(E,F) est une application k-linéaire symétrique, on
notera u(X*) ou méme uX* & la place de u(X, X, -+, X) et plus généralement
w(X{' -+ XJn) pour la valeur de u sur le k-uple formé de j; exemplaires de
X1 ,..., jn exemplaires de X,. Avec cette notation, on vérifie la formule du
multinome :

k! : :
u(X1—|—~"—|-Xn)k: Z ﬁU(Xfl"'ijnn)a
Jitetin=k J1: In:

dans laquelle on convient que les X; affectés de I'exposant 0 n’apparaissent pas.



Cas de la dimension finie. Si F = R"” et X = Z?Zl X;€;, ou comme

d’habitude on a noté €1, --- , €, la base canonique de R™,
k! ; : ; ;
k n ey n
uw(X") = Z mel“‘X% u(éy ---er),
it tin=k
et donc
k! oF , .
Pt = Y S oxf o xi,

il g 1 g d19.02 . 9..0n
it JT I Ox1' Oy oxy,

\ o*f — gk 1 > Sim s ;
ou les m(xo) =d"f(xo)(€]" - - - €9r) sont les dérivées partielles .
1 2 n
En particulier, d?f(xq) est représentée par une matrice carrée symétrique, la
Hessienne en xq, dont les coefficients sont les dérivées partielles secondes

*f 93
axi('):cj - 8%833@

(z0) = d* f(z0) (€, €)) (20) € F.

Remarque importante. Contrairement a la dérivée premiere, la dérivée se-
conde n’est pas une notion intrinséque : sa définition fait appel a ’identification
canonique & E de l'espace tangent T, E en un point quelconque z € E. Or
une telle identification canonique n’existe plus si F est remplacé par une (sous-)
variété. Pour la restaurer, il faut une connexion. Seule la notion de jet d’ordre k
(i.e. de développement de Taylor en un point) peut étre définie intrinséquement.
Pour comprendre cette remarque, il faut abolument faire ’exercice suivant
Exercice. Soient f : (E,zq) - — (F,yo) et ¢ : (E,x0) -+ — (E,xp) deux
applications de classe C? (on pensera & ¢ comme étant un difféomorphisme
local, c¢’est-a-dire un “changement de coordonnées non linéaire”). Calculer la
dérivée seconde en xg de fop. Comparer aux formules de transformation d’une
forme quadratique par changement de base.

Polynomes de Taylor. Si f: (E,xzg)--- — (F,yo) est k fois dérivable en x,

son polynéme de Taylor d’ordre k en xy est I'application Tfof de F dans F
définie par

2 f(o) + df (o) 2 = w0) + (@) (& = z0)? + -+ ) — )

Formule de Taylor avec reste intégral. Si f : F D 2 — F est de classe
CHF+1| et si le segment [z0, 2] est contenu dans (2,

1 k
flz) = Tfof(w) + [/0 %dkﬂf@o +t(x — xo))dt (x — )"

On en déduit la
Formule de Taylor-Young. Si f : (E,zg)--- — (F,yo) est k fois dérivable au
point xg,

f(z) =Ty, f(2) + oz — 2o|*)
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Développements limités. Une application polynomiale P : E — F est une
application de la forme P(x) = Zf:o ui(z?), ott u; € L(L(E, F) (avec la conven-
tion que LY(E, F) = F).

Définition 1 On dit que Uapplication f : (E,xzg) - — (F,yo) posséde un
développement limité a Uordre k (ou encore un dly,) en xo s’il existe un polynéme
P(x), qu’on écrit en général sous la forme P(x) = Zf:() ui((x — x0)?), tel que

f(z) = P(z) + ol|z — zo[*).

ATTENTION ! Une reformulation de Taylor-Young est que l'existence de
d* f(zo) implique celle dun dl; de f en zo. Réciproquement, I’existence en g
d’un dl; implique Pexistence de df (z) mais celle d’un dij pour k > 2 n’implique
pas méme l'existence de d?f(zg). Les exemples classiques sont les f : R — R
définies par f(z) = 2¥*!sin L.

Compositions. Une composée d’applications de classe C* est encore de classe
C*. Cela découle de la

Proposition 2 (formule de Faa di Bruno). Si f : (E,zq)--- — (F,yo0) et
g: (F,y0)-- — (G, z) sont k fois dérivables respectivement en xg et en yo,
go f estk fois dérivable en o et l'on a, en notant p! =I(p;!) et |p| = pj,

1

%dk(gof)(xO)Xk = Z Ed‘p‘g(f(x())) <(df(£l?0)X)p1, o (I:—:'dfk(xO)Xk)pk) :

ot la somme porte sur tous les p = (p1,--- ,px) tels que Y jp; = k.

De C' & C*. De fagon cavaliere (mais correcte), il nous suffira d’affirmer que
si, dans les théoremes du type inversion locale, submersion, immersion, sous-
variétés que 1’on a énoncés, on remplace C'! par C* dans I’hypothese de régularité
faite sur application considérée, on peut également remplacer C'* par C* dans
la conclusion. II faut bien entendu pour cela définir, par exemple, ce qu’est une
sous-variété de classe C* mais le lecteur le fera sans peine.

Prenons comme exemple le théoréeme d’inversion locale (feuille 10, lemme 6)
et supposons que h soit de classe C* avec k > 2. Montrons par récurrence que
h~1 est de classe C*. Nous savons déja que l'inverse h~! est de classe C!, ce qui
initie la récurrence. S'il est de classe C*~1, il en est de méme de sa dérivée car
celle-ci est la composée de trois applications de classe C¥~1, & savoir h=1, Dh, et
enfin 'application qui a un isomorphisme linéaire fait correspondre son inverse.
On en déduit que h est un difféomorphisme local de classe C*.



Extrema. La notion de point critique étant locale, le cas d’une fonction a
valeurs réelles définie sur une (sous)-variété V. d’un espace de Banach se rameéne,
par le choiz d’une carte locale a la considération du cas ot f : Q — R est définie
sur un ouvert ) d’un espace de Banach E. Ce n’est bien entendu pas une rai-
son pour oublier la méthode des multiplicateurs de Lagrange dans la recherche
des points critiques mais une fois ceuzx-ci identifiés on peut faire ce choix de
travailler dans une carte locale.

Définition 3 Une fonction f: Q — R a un minimum local (resp. un mazimum
local) en xo s’il existe un voisinage V de xo sur lequel f(zg) = inf fly (resp.
f(zo) = sup fly). Si xzo est seul de son espéce dans V, on dit que c’est un
minimum local (resp. mazimum local) strict.

On déduit de la formule de Taylor-Young a l'ordre deux le

Théoréme 4 Supposons f deux fois dérivable en xg. Si xg est un minimum
local de f, c’est un point critique (i.e. df(wo) = 0) et on a d*f(zo > 0 (i.e.
d?f(xo) est une forme quadratique positive). Si xo est un point critique et
si d®f(xo) est définie positive, xo est un minimum strict. Pour les mazima,
remplacer positive par négative.

Exercice. Généraliser le théoreme ci-dessus au cas de fonctions dont le dévelop-
pement de Taylor en xy commence a 'ordre k > 2.

Un coup d’ceil sur le lemme de Morse. C’est une généralisation du
théoreme des submersions.

Rappelons que ce dernier implique qu’au voisinage d’un point régulier xg
(i.e. d’un point non critique, on dit aussi non singulier) une fonction de classe
Ch f:(R™ ) — (R,yo) s’éerit f =T} fop, otg: (B x)--- — (E,x)
est un difféomorphisme local.

Si maintenant xg est un point critique non dégénéré de f, supposée de classe
Ck, k>3, ie. sidf(zo) = 0et d’f(xg) est une forme quadratique non dégénérée
(ou encore si X — [V +— d?f(x0)(X,Y)] est un isomorphisme de E sur son dual
E' = L(E,R)), f s’écrit localement f = T2 fop, ot ¢ : (E,xg)--- — (E,x0)
est un difféomorphisme local de classe C*~2.

L’une des démonstration de ce lemme est une jolie conséquence du théoreme
d’existence des solutions d’équations différentielles.

et les singularités. L’étude du comportement local des fonctions
de classe C* au voisinage d’'un point critique est une branche tres riche des
mathématiques, appelée théorie des singularités des fonctions (plus généralement
des applications) différentiables. On trouvera une introduction & cette théorie
dans l'article que j’ai écrit pour I’Encyclopédie Universalis.
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2¢me partie : EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

Considéré comme la traduction mathématique du concept de déterminisme,
le théoreme d’existence et d’unicité (locales) des solutions d’équations différen-
tielles joue un role fondamental en mathmatique et en physique mais ’on sait
depuis plus d’un siecle, en particulier depuis les recherches de Poincaré, que

— d’une part la plupart des équations ne peuvent étre intégrées (adieu les
formules explicites et les recettes magiques),

— d’autre part ce déterminisme mathématique n’implique en général pas la
possibilité pratique de prédire I’évolution & long terme des solutions : c’est la
dépendance sensible des données initiales, stupidement appelée théorie du chaos
(voir cependant le recueil Chaos et déterminisme dans “Points Sciences”), qui
explique I'importance des méthodes probabilistes (théorie ergodique).

Une exception notable & ce sombre tableau est donnée par les équations
linéaires “a coefficients constants” dans R™. mais méme dans ce cas, la compré-
hension de la situation passe par la géométrie. Ce sera ’occasion d’introduire di-
verses notions telles champ de vecteurs, portrait de phase, flot, intégrale premiere,
fonction de Lyapunov, etc...

Champs de vecteurs et équations différentielles dans un espace de Ba-
nach. Soit Q@ C E un ouvert d’un espace de Banach. Un champ de vecteurs (au-
tonome) X de classe C* sur Q est la donnée en chaque point x €  d’'un vecteur
tangent X (x) € T,Q. Puisque chaque espace tangent T, est canoniquement
identifié & F par translation (feuille 5), on peut considérer X comme une appli-
cation de Q dans E, ce qui donne un sens & la régularité C*, k > 0, Lipschitz,
etc... A un champ de vecteurs X sur 2 est associée I'équation différentielle
4z — X(z). Une solution d’une telle équation est une application t — x(t)
d’un intervalle [a,b] & valeurs dans Q telle que pour tout ¢ € [a,b] on ait :
9 — X (x(t)), ot % désigne le vecteur-vitesse dx(t) - 1, image de la dérivée par
lisomorphime canonique de L(R, E) sur E. Autrement dit, une solution est
une courbe paramétrée dans 2 (un mobile si ’on pense & la variable ¢ comme
désignant le temps) qui, lorsqu’elle passe par le point  a pour vitesse le vecteur
X(z)eT,Q=E.

Plus généralement, & un champ de vecteurs dépendant du temps (i.e. non
autonome) X (t,z), on associe 'équation différentielle 4 = X(t,z), dont les
solutions sont les courbes paramétrées t — x(t) qui, lorsqu’elles passent au
temps ¢ par le point z, y ont la vitesse X (¢, z).



Si E = R, on a une “équation différentielle scalaire” ; si E = R™, on a un

“systeme de n équations différentielles scalaires” % = X;(t,x1, - ,xy), i =
1,---,n. Un exemple typique s’obtient a partir d’une équation différentielle
scalaire d’ordre n,

d"x dx drly

7:f ta$a77"'77

dt™ dt dtn—1
en posant ¥y = x,x9 = %7~-~ s Ty = ‘Z%’f.

Existence et d’unicité pour le “probléme de Cauchy”. Dans ce qui suit,
X (t,z) est un champ de vecteurs dépendant du temps défini sur un ouvert U
de R x E. On appelle probléme de Cauchy la recherche d’une solution z(t) de
I’équation % = X (t,x), qui soit définie pour ¢ voisin de ¢ty et vérifie z(tg) = xo
(le couple (tg,zo) est la donnée initiale). Ces énoncés seront précisés par la
suite en ce qui concerne la régularité des solutions, leur dépendance des données

initiales et d’éventuels parameétres et les cas d’existence et unicité globales.

Théoréme 1 (Cauchy-Lipschitz) Si l'application (t,z) — X(t,z) est con-
tinue et localement (en (t,x)) lipschitzienne en la variable x (i.e. si chaque
point (to,xg) € U posséde un voisinage I x Q tel qu’une méme constante de
Lipschitz vaille pour les applications Q> x+— X (t,z) out € 1), il y a existence
et unicité locale d’une solution du probléme de Cauchy.

Théoréeme 2 (Peano) Si E est de dimension finie, la seule continuité de
Uapplication (t,x) — X (t,x) suffit o assurer l'existence locale, mais pas forcément
lunicité, d’une solution du probléme de Cauchy.

Solutions maximales. Ce sont les solutions I 5 t — z(t) € E qui ne se

prolongent pas a un intervalle plus grand que I. Par exemple, t — ﬁ de

I =Jtg, +0o[ dans R est une solution maximale de I’équation Z—’t‘ = —22.

Remarques. 1) Des équations non autonomes aux équations autonomes.
On peut toujours transformer un champ de vecteurs dépendant du temps dans
FE en un champ de vecteurs autonome dans R x F en prenant le temps lui-

méme comme variable : on associe a 1’équation non autonome % = X(t,x)
I’équation autonome % =Z() ou = (rz) et E(§) = (1, X(r,2)), c’est-a-dire
% =1, % = X (7,z). Attention, les solutions de la nouvelle équation sont non

seulement les solutions ¢ — x(t) de I’équation originale mais encore toutes les
applications t — x(t — ¢y) obtenues en changeant 1'origine du temps.

2) Equations multiformes. Une équation différentielle générale se présente
sous la forme

dx d"z
f(taz7aa"' ) dtn):()
Si cette équation ne détermine pas univoquement la dérivée d’ordre maximal
n . n—1 . .
flt—f comme fonction de ¢, x, ‘fl—f, cee ‘fit,%, elle ne se ramene pas & un champ de

vecteurs dépendant du temps et il ne peut y avoir unicité, méme si f est tres
réguliere. C'est le cas pour I'équation x2 + (%)2 — 1 =10, dont on résoudra le
probleme de Cauchy.
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Portraits de phase.

1) Dans ’espace temps. Un champ de vecteurs dépendant éventuellement
du temps X (¢,x) définit un champ de directions (non orientées) dans ’espace
temps. Les graphes des solutions sont tangents en chaque point a la direction
attachée a ce point. Le champ de vecteurs est autonome si et seulement si le
feuilletage de I'espace-temps défini par ces graphes est invariant par les transla-
tions t — t — tg.

QEL"; 2+ €
, S ar
A | Sobuans

/ w(B)=fe -t 1
~ lllzhe -

- //;(4,» cRawp s Ay sifeg

: ‘N—\%g‘// o Vop‘«e do
T 3
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2) Dans l’espace. (Cette représentation n’a d’intérét que dans le cas autonome
car sinon les courbes intégrales s’intersectent. Ex : & = 0 dans le plan.) On
confondra souvent la solution x(t) et la courbe intégrale qu’elle définit dans E.
1l faut cependant noter que, si t — z(t) est solution de I’ équation différentielle
autonome % = X (z), il en est de méme de ¢ — z(t —to) et toutes ces solutions
définissent la méme courbe intégrale. On en déduit que, dans le cas autonome,
s’il y a existencce et unicité, les différentes courbes intégrales sont ou bien dis-
jointes ou bien confondues ; elles définissent en particulier un feuilletage du

domaine de définition de X.
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Remarque. Les graphes des solutions dans 1’espace temps de :]T: = X(t,x) sont
exactement les courbes intégrales du champ autonome Z(7,z) = (1,X (T,:U))
qu’on a associé a X (t,x).

Exemples et contre-exemples en dimension 1. Les deux figures sont dans
I’espace-temps. La premiere est un exemple de champ non lipschitzien, avec
existence (globale) des solutions mais non unicité ; la deuxiéme un exemple de
champ C* dans lequel la solution maximale n’est pas définie sur R tout entier
(un exemple encore plus simple de ce dernier fait est un champ constant dans
R™ privé d’un point).

= ' ! 4
13({_4{_)3 Soluhane 2 (F) = Py

|
A | |
/ / A 3 ! ‘ j’
Colubtons C* ik‘ tet,, x(b) = 3({:-»@,) L l
' o
Changements de coordonnées : image directe d’un champ de vecteurs
par un difféomorphisme.

Définition 1 Soit ¢ : E D Q.-+ — O C F un difféomorphisme, X un champ
de vecteurs autonome défini sur . L’image directe p, X de X est le champ de
vecteurs sur O défini par

(0 X) (o(x)) = dep() X ().

Rappelons la définition mécanique de la dérivée donnée dans la feuille 5 : I'image
par la dérivée dp(xg) de la vitesse d’un mobile passant au point xg est la vitesse
au point yo = ¢(z¢) du mobile image. On en déduit immédiatement

Proposition 2 Les courbes intégrales du champ . X sont les images par ¢ des
courbes intégrales de X.

CoNdounides /dec"«: ref

Lt L
oi=

[ VoY ol osd Al @

gl 1] Tee)shuetrg

T o= MBS I~ A0S 4G

"r‘*k\“‘?‘”* {r)&gﬂ_ sl dn 1 Lq§ A

Remarque. Si X dépend du temps, on définit ¢, X comme ci-dessus ; bien
entendu, on peut également faire des changements de coordonnées “dépendant
du temps”.
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Equations différentielles linéaires.

Ce sont les équations de la forme

L) 9= A o),

ou t — A(t) et t — b(t) sont définies sur un intervalle I de R, & valeurs respec-
tivement dans L(E, E) et E. Il faudrait plutt parler d’équations affines mais
la terminologie classique est “équation sans (ou avec) second membre” suivant
que b(t) est (ou non) identiquement nulle” (dans le premier cas, on parle aussi
d’“équation homogene”).

Si A ne dépend pas du temps (en dimension finie : (systémes d’)équations
linéaires “& coefficients constants”), ’équation se résout explicitement :

Théoréme 1 Le probléme de Cauchy % = Ax + b(t), z(to) = zo admet une
solution unique, définie sur R tout entier :

t
a(t) = eltto)4 (xo +/ e_(t_tO)Ab(t)dt> .

to

Démonstration : La série Id+tA+ %ﬁAQ 4+ %t”A” + -+ de fonctions de
R dans L(E, E) converge normalement, donc uniformément, sur tout compact
car la série des normes est majorée par la série définissant 141l ott T est le
max de || sur le compact considéré. Il en est de méme de la série obtenue
par dérivation terme & terme, ce qui montre que t — e* est de classe C!
avec pour vecteur-dérivée en t, Aett = et4A. On en déduit que si z(t) est
solution de ’équation % = Az, la dérivée de e~*Ax(t) est identiquement nulle.
On conclut par wvariation des constantes, i.e. en cherchant les solutions sous la
forme x(t) = k(t)e'4.

On déduit en particulier de ce théoréeme que ’ensemble des solutions forme
un sous-espace affine de C°(R, E) (de méme dimension que E si cette dimension
est finie). Les algébristes auront plaisir & résumer la situation dans la suite exacte

0—E—CMR,E) - C*Y(R,E) — 0,
qui signifie que la deuxieme fleche, zo — e*zq, est injective, que la troisieme,
z(t) — 9 (t) — Az(t), est surjective et que son noyau coincide avec I'image de
la deuxieme.



Théoréme 2 Cauchy-Lipschitz linéaire Si t — A(t) et t — b(t) sont con-
tinues, le probléme de Cauchy pour l’équation (L) posséde une solution unique,
définie sur I tout entier.

La démonstration est une simple application du théoréeme du point fixe des
contractions. En effet, les solutions x(t) = x¢+y(t) de I’équation correspondent
aux points fixes y(t) de I'application ® :

C%I,E) 3 y(t) — /t [A(s)(:co +y(s)) + b(s)]ds € C%I,E).

Si I est compact, CY(I, E) est un espace de Banach (pour la norme du sup, c’est-
a-dire la norme de la convergence uniforme) et on a une majoration explicite

|n n

I
197 (1) — " (g)lleo < LBy — oo,

n!
ou |I] est la longueur de 'intervalle compact I et K = sup,c; A(s) ; on en déduit
qu’un itéré de ® est une contraction. Si I n’est pas compact, on ’écrit comme
réunion croissante de compacts et on conclut en utilisant 1'unicité.

Je laisse au lecteur le plaisir d’écrire la méme suite exacte que dans le cas
“a coefficients contants”.

Remarque. Lorsque les opérateurs A(s) commutent deux & deux, par exemple
lorsque £ = R, la solution du probleme de Cauchy est donnée par une formule
explicite : il suffit de remplacer (¢ — t9)A par ft'; A(s)ds dans la formule du
Théoreme 1.

Flot. Le flot de équation (L) est la famille ¢; € GL(E) d’isomorphismes
affines (linéaires si b = 0) continus définis, pour ¢y et ¢ appartenant a I, par
la condition que, si z € F, apié (x) € E soit la valeur a l'instant ¢; de 'unique
solution qui vaut x a l'instant ¢g. En particulier,

ti\—1 __  _to to ty __, ta
(Soto) =Pt Pt1 © Pty = Piy-

Lorsque I'équation est autonome (A et b indépendants du temps), I =R et
gai(l), qui ne dépend que de la différence t = ¢; — ¢y, se note en général ¢,. Si
par exemple b = 0, on obtient un groupe a un paramétre d’éléments de GL(E),
c’est-a-dire un homomorphisme de groupes t — ¢; du groupe additif R dans le
groupe (pour la composition) GL(E) des isomorphismes linéaires continus de
I’espace E.
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Trois démonstrations du théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Théoréme 1 Cauchy-Lipschitz Soit U un ouvert de Rx B, X :U — E un
champ de vecteurs dépendant du temps. On suppose que l'application X est
continue et localement lipschitzienne en x (i.e. a tout (to,xo) € U on peut
associer un réel k > 0 et un voisinage I x Q tel que, quel que soit t € I,
Uapplication Q 3 x — X (t,x) € E soit k-lipschitzienne). Alors, le probléme de
Cauchy
CC% = X(t,z), x(to) =g

admet une unique solution locale de classe C', I Dltg —¢€,to+ €[> t — x(t) € Q.
Plus précisément, on peut choisir e = 1%, ot o est le rayon d’une boule fermée
B(xo,70) de centre zg contenue dans 2 et M = SUDP(; u)e1x B(wo,ro) |1X (& 2)]]-
Préliminaire : cylindres de sécurité. La simple continuité de X implique
que si z(t) est une solution définie sur [ty — €,tp + €] du probleme de Cauchy,
x(t) reste dans la boule fermée B(zg, 7o) tant que € < 19 (regarder le premier
temps ¢ pour lequel z(t) appartient au bord de la boule). On dit que le cylindre

C = [to — €, to + €] x B(zo,70) est un cylindre de sécurité pour le champ de
vecteurs X.
1 - 1 ?c\e A'uue
) L‘;Eﬁ"b‘.’g_ &:%)
=T, BhAs)

— s o 9('00&1“_’
he 4o
. [t —A—Utﬁ;}g{@ﬁ)

&

Démonstration 1 : le théoréme de Cauchy-Lipschitz comme conséquence
du théoréme du point fixe (Picard). Un fois déterminé un cylindre de
sécurité, c’est exactement la démonstration exposée dans le cas linéaire, & ceci
pres qu’on doit remplacer CO(I, E) par C°([tg—e¢, to+€], B(xo,70)), 'application

® par

y(t) — o + / X (5,20 + y(s))ds,

et utiliser I’hypothese faite sur X dans I'estimation lipschitzienne de ®.

—_



Démonstration 2 : le théoréme de Cauchy-Lipschitz comme conséquence
du théoréme d’inversion locale (Robbin). Au lieu de commencer par
chercher un cylindre de sécurité, ce qui permet de travailler dans un espace
d’applications dont le domaine de définition [tg — €, tg + €] est fixé, on considere

€ comme une inconnue du probléme et on se ramene a lintervalle [—1, +1] par
un changement d’échelle. Autrement dit, on cherche une solution du probleme
de Cauchy sous la forme

x(t) = 2o + y((t — to)/e€),

ol 7 — y(7) est une application continue de [—1,+1] dans .

Il s’agit donc de résoudre par rapport & y au voisinage de (0, Zg, 0) ’équation
implicite F' (¢, xg,y) = 0, ol

d
F: IxQxCy([-1,4+1],9Q) 2 (6, 0, y) — d—y—eX(to—l—eT7 zo+y) =0 € C°([~1,+1], E).
T

L’espace C}([—1, +1], Q) est Pensemble des applications de classe C* de [—1, +1]
dans €2 qui s’annulent en 0, muni de la norme

dy
lyll1 == Tet[r_lé;fil]{\ly(ﬂ\l, H%(T)H}

qui en fait un espace de Banach. Il reste a voir que le théoreme des fonctions
implicites est applicable ici. Si ’'on suppose que X est de classe C! en (t,x), il

suffit de remarquer que la dérivée %—Z(O, Z0,0) est I'application linéaire

d
C3([~1,+1}.E) 5 y = 72 € C°(|=1,+1] E),

qui est un isomorphisme continu. On trouve ainsi une solution locale unique
Ye.z, qui dépend de maniere C! de la donnée initiale x¢ et de €. Le théoreme
d’inversion locale qu’on a démontré dans le cadre lipschitzien permet de traiter
le cas général (exercice !). Un autre exercice consiste en la démonstration de ce
que si € < ¢, la solution y. 4, est la restriction a l'intervalle [ty — €', to + €] de
la solution ye 4, -

Démonstration 3 : le théoréme de Cauchy-Lipschitz comme conséquence
de la construction de solutions approchées (Euler) et d’un lemme de
comparaison (Gronwall).

ATTENTION : la convergence de la méthode d’Euler n’est assurée que si
— ou bien X (¢, x) est localement Lipschitzien en toute les variables (¢, z) ;
— ou bien X (¢,x) n’est que continue mais F est de dimension finie ; dans ce
cas, grace au Théoréme d’Ascoli, cette méthode prouve le théoréeme de Peano
assurant ’existence locale des solutions mais pas forcément leur unicité.

17¢ étape : construction de solutions approchées. La méthode la plus élémentaire
est celle d’Euler : on divise le temps en N petits intervalles sur chacun desquels
on remplace X (¢, z) par un champ constant ; autrement dit, on définit le graphe



d’une solution approchée € : [tg—e€,to+€] — E en interpolant linéairement entre
les points (t,,x,) définis par récurrence & partir de (tg, zg) par

Tn+1 = T + (thrl - tn)X<tn7 xn)7

cest-d-dire : sit, <t <tni1, &) =xn 4+ (t —t0) X (tn, Tn).

Majoration de lerreur :
— Supposons X Lipschitzien en (¢, ), ¢’est-a-dire

| X(t,2) — X(t',a")|| < k(]t — /| + ||z — 2'||) dans le cylindre C,

Apres avoir vérifié que £(t) est a valeurs dans la boule B(tg,z), on constate
qu’en tous ses points de dérivabilité, £ vérifie :

d
||£(t) — XN < k(A + M) | max [t; — il

— Si la dimension de E est finie, on déduit de la compacité de C' que X¢ est
uniformément continue. Siwx : Ry — Ry est le module de continuité de X,

wx (u) = max{||X (¢, z) = X', 2)||; [t = '] + ]|z — 2'|| < u},

on montre (exercice !) que
19 6) - X (6. £E)1) < wx (1 + 1) |ti = tiya
it SN = wox o, It~ tial

2¢me étape - le lemme de Gronwall.

Lemme 2 On suppose vérifiées les hypohéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Soientu; : I — Q, i = 1,2, deux solutions approchées de l’équation différentielle

%‘f = X(t,x) ; plus précisément, u; et us sont deux applications continues,
dérivables par morceauz, telles que
dui

= O = Xt w@)l < e, i =12, [lui(to) —uz(to)ll < 0.

Alors, pour tout t € I,

s (6) = wa (8)]] < debletol 4 22 (Mool ),



Esquisse de démonstration. Supposons t — tg > 0. Ecrivant

w1 (t) — ua(t) = un(to) — ua(to) + /ft (CZ?(S) - ‘Zf(s)) ds,

on déduit des hypotheses I'inéquation intégrale
t

[lur (t) —ua (|| <+ (€1 +€2)(t —to) + & t [lur(s) — ua(s)||ds.

Posant v(t) = f:o [lu1(s) — ua(s)||ds, on obtient I'inéquation différentielle

dv

2O S0+ (1 +e)(t —to) + kv (t).

L’équation différentielle linéaire obtenue en remplacant < par = s’intégre ex-
plicitement par “variation des constantes” ; la solution nulle en ¢t = t( s’écrit

o(t) = %(ek(t_to) 1)+ % (K04 — 1~ k(t ~ 1)) .

On conclut car toute solution v(t) de 'inéquation différentielle telle que v(tg) = 0
vérifie v(t) < o(t) (figure).

K

e e /’ ‘M“Pl” de V i/f /\

A ¢ AV
4t~ at

e

”;rw‘,eu de v (F)

I s

Exercice. Montrer a 'aide du lemme de Gronwall,
— 1) Dexistence dés qu’existe une suite de solutions approchées avec 6 = 0
telle que €; + €5 tende vers 0 : une telle suite est en effet de Cauchy pour la

norme uniforme et sa limite est nécessairement une solution C' de 1’équation
différentielle ;

—2) l'unicité : (0 =€ =€ =0);
— 3) la dépendance C° par rapport aux données initiales (€; = e; = 0).
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FLOTS

Solutions maximales et résolvante. On considere comme précédemment un
champ de vecteurs dépendant du temps X (¢, x) défini sur un ouvert & de R x E
et vérifiant les hypotheses du théoreme de Cauchy-Lipschitz.

Lemme 1 Chaque solution locale du probleme de Cauchy

dx

a = X(tax)a x(tO) = 2o
se prolonge en une unique solution maximale (i.e. ne pouvant étre prolongée
a un intervalle de temps plus grand). De plus, Uintervalle de définition d’une
solution maximale est nécessairement ouvert.

On déduit en effet de I'unicité locale d’une part, de la continuité des solutions
d’autre part, que I’ensemble des temps en lesquels deux solutions coincident est
a la fois ouvert et fermé. Deux solutions coincidant en un point coincident donc
sur toute l'intersection (qui est un intervalle) de leurs intervalles de définition.
Iouverture de U'intervalle maximal vient de ’existence locale de solutions.

Définition 2 On appelle “résolvante” Uapplication (to,zo,t) — @i, (zo) qui,
a un temps initial tg, une donnée initiale xo et un temps t, associe la valeur
au temps t de la solution mazximale qui vaut xo au temps tg. Le domaine de
définition de la résolvante est un ouvert R de U x R.

On a donc

det (z
BPut0) _ X, (0. () = w0

De l'unicité, on déduit la propriété fondamentale de la résolvante : partout ou
elle est définie, on a la formule

t t1 _ t
Pt © Pty = Pto-

On en déduit que cpﬁo est une bijection sur son image, de bijection réciproque
g@io. De plus, on déduit par exemple du théoréeme de continuité par rapport aux
parametres du point fixe d’une famille de contractions dont la constante de Lips-
chitz est localement bornée par une méme constante k£ < 1, que I'unique solution
locale dépend continuement de la donnée initiale xy et donc que I'application



résolvante est continue sur son domaine de définition. Les ¢} sont donc des
homéomorphismes. C’est cette famille d’homéomorphismes qu’on appelle sou-
vent le flot de I’équation différentielle. D’aucuns réservent ce mot pour le cas
autonome ol <p§0 ne dépend que de la différence 8 =t — ¢ et est alors noté y.
On définit ainsi un groupe local ¢ un parameétre : 1a ou la formule a un sens, on
a Yo, ©Po, = Po;1+65-

Régularité. Sous les seules hypothese du théoreme de Cauchy-Lipschitz, on
peut montrer (voir le livre de Chaperon) que l'application résolvante est locale-
ment lipschitzienne de R dans E et donc que les cpi() sont des homéomorphismes
de Lipschitz (bien entendu, cpio est C! par rapport & ¢ ou tg). Plus généralement,
on ale

Théoréme 3 Si les applications (t,z) — X et (t,x) — %—f sont de classe C*

par ex. si X est de classe Ckt1 , Uapplication résolvante (tg, xo,t) — @t (xq
to
est de classe C*1,

On raisonne par récurrence. Basée sur le théoreme des fonctions implicites, la
démonstration de Robbin nous assure que, si X est de classe C!, I'application
qui & z( fait correspondre la solution ¢ — gpio (x0), ou plutdt sa restriction,
considérée comme élément de 1’espace de Banach des fonctions de classe C de
[to — €,t0 + €] & valeurs dans E, qui valent xy en tg, est de classe C1. On en
déduit (exercice) que P'application résolvante est également de classe C1 (on
connaissait a priori la dépendance C' par rapport & t et donc par rapport a
to puisque cpi() = ((pi”)_l). Si I'on suppose seulement X continue ainsi que
%—f (hypotheses du théoreme pour k = 0), il faut travailler un peu plus (voir
Chaperon). On raisonne alors par récurrence, i.e. en supposant ’application

résolvante de classe CF. La dérivée %(0) = X (t, ¢}, (x0)) est donc de classe
oy, (x0)

C* et 'argument ci-dessus montre qu’il en est de méme de la dérivée 5%
8‘9:0 (wo) )

Enfin, la dérivée %H est de classe C* car le couple (¢} (z0), =5
solution de I’équation différentielle (dans un ouvert de R x E x L(E, E)) :

d(x,y)
dt

est

= (X(t,2), %—f(tw)y),

qui satisfait aux hypotheses du théoreme correspondant a k — 1.

Flots globaux.

Théoréeme 4 (Un cas d’existence globale) Soit X (t,x), défini et continu
sur R x E tout entier, vérifiant les hypotheses du théoréme de Cauchy-Lipschitz.
On suppose qu’a t fizé, le champ de vecteurs x — X (t,x) est globalement lips-
chitzien, avec une constante de Lipschitz ki uniformément bornée sit reste dans
un intervalle compact. Dans ce cas, l'unique solution du probleme de Cauchy est
définie sur R tout entier. Un exemple typique est celui des équations linéaires

non autonomes % = A(t)z, ot t — A(t) est continue de R dans L(E, E).
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FLOTS (suite)

ATTENTION : le domaine de définition de ¢} dépend de Zo et t. Un exem-

ple simple est donné par le champ X (x1,z2) = (1,0) (encore noté B%) sur

Q = R?\ {0}. On voit facilement que le domaine de définition de ¢} est le
complémentaire dans R? de Dintervalle fermé [to — ¢,0] (si t > tg, [0,t0 — ]
sinon). On peut rendre cet exemple moins artificiel en envoyant & l'infini le
“trou” & l'origine, par exemple en considérant I’application f de R? sur R?\ {0}
définie par f(z,y) = (e” cosy, e” siny) (qui se factorise en un “difféomorphisme”
du cylindre R x R/Z sur R? \ {0}) et en remarquant que le champ de vecteurs
X(z,y) = (e"*cosy,e *siny) a pour image directe par f (voir feuille 18, bien
que l'application f ne soit un difféomorphisme que localement, I'image directe
est bien définie a cause de la périodicité en y) le champ 8%1'

Le cas autonome. Si le champ de vecteurs X (z) ne dépend pas de ¢ et si
t +— z(t) est solution de 42 = X (), il en est de méme de t — z(t—to). Et donc,
<p§0 = Y1_¢,- On appelle alors flot de I’équation la famille des difféomorphismes
p¢. Celle-ci est un groupe (local) ¢ un paramétre de difféomorphismes (locaux)
de E, ce qui signifie que ¢y, + 01, = ©ty+t,-

Lorsque X est défini sur F tout entier et que les solutions maximales sont
également définies sur R tout entier, on obtient un groupe a un parametre de
difféomorphismes de E, ¢’est-a-dire un homomorphisme de groupes (ou représen-
tation non linéaire de (R, +)) :

(R, +) — (Diff* " (E, E), composition).

On dit que le champ de vecteurs autonome X est le générateur infinitésimal du
groupe & un parametre (ou du flot) (¢¢)cr. Par exemple, le champ de vecteurs
X (x1,m2) = (—x2,21) dans R? est le générateur infinitésimal du groupe & un
parametre des rotations (apres identification de (z1,72) € R? & z = 21 +izs € C,
Iéquation s’écrit % =iz et donc p;(z) = e''z).

De R a Z. Si I'on n’observe le systeme qu’a des intervalles de temps discrets
7 (stroboscopie), on obtient une représentation du groupe additif Z, qui revient
a litération du difféomorphisme ¢,. Ainsi le flot, qui est la version globale (ou
intégrée) de l'objet infinitésimal qu’est le champ de vecteurs apparait-il comme
la version continue de l'itération d’un difféomorphisme. C’est le point de vue
“Systemes dynamiques” sur la théorie qualitative des équations différentielles
(voir mon article dans I’ Encyclopedia Universalis).



Dérivée de Lie : intégrales premieéres et fonctions de Lyapunov.

Définition 1 Etant données une fonction dérivable f : Q@ — R définie sur un
ouvert de E et un champ de vecteurs autonome X sur ), on appelle dérivée de
Lie de f suivant X la fonction x — df ()X (z). On la note Lx f, oudf - X, ou
X - f, cette derniére notation indiquant clairement que X est considéré comme
un opérateur différentiel agissant sur f.

La dérivée de Lie n’est rien d’autre que la dérivée le long des solutions de

Iéquation différentielle 4 = X () ; en effet, si z(t) est une solution,

d dz

2 @) = df (@()) 7 (6) = df (£(£) X ((t))-
Définition 2 Une fonction constante (resp. monotone) le long de solutions,
i.e. telle que Lxf =0 (resp. Lx [ de signe constant) est appelée une intégrale
premiére (resp. une fonction de Lyapunov) de I’équation différentielle.

Exemple : le pendule. Dans I'espace des phases (i.e. lespace des couples
“position-vitesse” x = (6,v)), considérons ’équation du second ordre

d?0 de d

2 + a +w?sinf =0, ie. d—j = X (), ot X(6,v) = (v, —av — w?sin ).
L’énergie totale

1
H(9,v) = §v2 — w? cos,

somme de 1’énergie cinétique %’U2 et de l’énergie potentielle —w?cosf est une
intégrale premiere si @ = 0 (pendule conservatif) et une fonction de Lyapunov
(au sens large car Lx H peut s’annuler) sinon. En effet, Ly H(0,v) = —av?. Le
coefficient « représente un frottement s’il est positif, une excitation sinon.

Evolution du volume sous un flot en dimension finie.
Lemme 3 Le flot d’un champ X (t,z) de classe C* (k > 1) sur R™ vérifie

d 0X
%det (depf, (z0)) = det(depy, (xo))trace% (t, ¢}, (x0))-

La démonstration suit de la formule donnant la dérivée de la fonction détermi-
nant (notée “det”) en A € GL(R") :

ddet(A)A = detA x trace(A™'A).

Champs hamiltoniens. Le pendule conservatif est un exemple de champ
hamiltonien, i.e. d’'un champ sur R?" (coordonnées 1, -+ , Tn, Y1, ,Yn), POU-
vant dépendre du temps, de la forme
dt n ay,»’ dt - 8$i7
11 se déduit du gradient (euclidien) de z — H (¢, z) par une opération de rotation
de —% des projections de ce dernier sur chacun des plans (4, ;). On déduit du
lemme ci-dessus que det (dgaﬁ . (:170)) est indépendant de ¢, donc égal & 1 puisque
g@’;g = Id. Le flot d’un champ hamiltonien sur R?" préserve donc le volume (i.e.
la mesure de Lebesgue 2n-dimensionnelle). Et celui d’un gradient ?

i=1,---,n, ouH:RxFE—R.
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ETUDE LOCALE D’UN CHAMP DE VECTEURS.

Théoréeme 1 (Redressement local, ou “flow box”). Soit X un champ de
vecteurs autonome sur (un ouvert de) E, xy € E tel que X(xo) # 0. Il existe
un difféomorphisme local, de classe C*t1 si le champ X est de classe CF+1,
f:(RxF,(0,0)3 (y1,y) - — x = fly1,y) € (E,x0), tel qu’au voisinage de
wo on ait X = fuzle,ie. X(f(y1,9)) = & (y1,9).

Démonstration. Ayant choisi un isomorphisme affine A: R x F' — FE tel que
A(0,0) = zg et A(R x {0}) = g +RX(z0) (en dimension infinie, cela demande
une démonstration), on pose f(y1,y) = @y, (A(0,y)), out ¢, est le flot de X. De
la transversalité de X (zg) et A(0, F'), il suit que f est un difféomorphisme local.

e ‘q :751@50"5" £|
- f{éq\"il'rif:? 35l I S (=)

Exercice. En déduire que, par un changement de coordonnées local dépendant
du temps, on peut annuler un champ X (¢, ) au voisinage d’un point donné.
Linéarisation. Au voisinage d’un équilibre xg, i.e. lorsque X(zg) = 0, la
premiere approximation est donnée par la linéarisation du champ, c’est-a-dire le
champ linéaire £ — dX (x0)&. Il est donc important de comprendre les portraits
de phase des champs linéaires (voir la feuille décrivant le cas ou E = R?).

Stabilité. Soit ‘fl—f = X (z) une équation autonome dans R™ et x¢ une position
d’équilibre, c’est-a~dire un point de R™ tel que X (z¢) = 0.

Définition 2 (Stabilité au sens de Lyapunov). La position d’équilibre xq
est dite stable au sens de Lyapunov si , pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que
toute solution x(t) telle que ||x(0) — xo|| < & soit définie sur tout Ry et vérifie
[|z(t) — zol|| < € pour tout ¢t > 0.

Définition 3 (Stabilité asymptotique). La position d’équilibre xo est dite
asymptotiquement stable si elle est stable au sens de Lyapunov et si de plus toute
solution x(t) telle que ||x(0) — x| soit assez petit vérifie limy_, 4 x(t) = xg.



La contemplation des portraits de phase des champs de vecteurs linéaires au-
tonomes dans le plan rend naturel le théoreme suivant :

Théoréeme 4 Soit ‘fl—f = X(x) une équation différentielle de classe C**1 avec
k > 1, xo une position d’équilibre et A = dX (x¢). Si toutes les valeurs propres
de A ont leur partie réelle strictement négative, la position d’équilibre xy est
asymptotiquement stable

1) On commence par montrer le théoréme pour I’équation “linéarisée en xy”,
% = A¢, obtenue en remplagant X (x) par la partie affine dX (xo)(x — zo) de
son développement de Taylor et en posant £ = x — xg. On construit pour cela

une fonction de Lyapunov :

i) le cas diagonalisable. Si {¥,---,U,} est une base propre (éventuellement
complexe) de A, la forme quadratique @ : C* — R

n n

Q(Z 2iU;) = Z ZiZi

i=1 i=1

convient. En effet, si .- | z;(t)0; est une solution (réelle ou complexe),

d n . n
o (Q(Z Zi@)%)) =2 Z Re |z
i=1 i=1

Puisque A est réelle, il est naturel d’associer a chaque couple \;, Xi de valeurs
propres conjuguées un couple de vecteurs propres conjugués v, v, ce qui revient
a identifier R™ & CP x R? §’il y a p couples \;, \; et ¢ valeurs propres réelles.

Si, pour tout i, ReA; < —m < 0, 4 (Q(X1, z:(t)5;)) < —nmQ(X1, 2z (t)7),
et donc Q(D°1, zi(t)7;) < e™™*, ce qui prouve la stabilité de 1’équilibre £ = 0.

it) le cas mon diagonalisable. Une remarque nous ramene pratiquement au cas
précédent : quel que soit € > 0, il existe une base dans laquelle la matrice de A
est triangulaire avec des termes non diagonaux majorés par e (exercice !).

2) 1l reste & remarquer que, suffisamment pres de la singularité xo, les termes
non linéaires ne remettent pas en question la propriété de @@ d’étre une fonction
de Lyapunov. Ainsi, les courbes intégrales issues d’un petit voisinage de xg
restent dans ce petit voisinage tant qu’elles sont définies. La borne rq/M du
temps de définition de la solution donné par le théoreme de Cauchy-Lipschitz est
donc valable en tout point d’une telle courbe intégrale, ce qui montre que celle-ci
est définie pour tout temps ¢ € R et termine la démonstration du théoreme.
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Calcul différentiel et équations différentielles

A. Chenciner, résumé de cours n°24

UNE APPLICATION DU TH. DE CAUCHY-LIPSCHITZ : LE LEMME DE MORSE.
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