LE PROBLEME DE LA LUNE

. T X
ET LA THEORIE DES SYSTEMES DYNAMIQUES (/("” i@d&\(’, /)

Notes du cours de A. Chenciner , Paris VII, 1985-1986.

A la mémoire de Charles Conley.

Le probléme n'est pas ici d'y mettre les pieds, plutdt d'y mettre
les mains, je veux dire dans les &quations de Newton. La thése de Charles
Conley, qui généralise au cas de masses arbitraires des deux corps pri-
maires les résultats de Poincaré et Birkhoff sur le probléme restreint
(et circulaire) des trois corps, sera prétexte 3 1'introduction de bien
des notions fondamentales de la théorie des systSmes dynamiques. Cet
exemple. et ses petites soeurs &tant 8 la base du sujet, ceci n'a rien
d'étonnant mais, s'il faut étudier des difféomorphismes de 1l'anneau ayant
la propriété de "distortion monotone", qu'au moins on sache pourquoi.

L'histoire n'est pas si vieille.



Le probléme...
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La référence fondaementale: Charles Conley, On Some New Long Periodic
Solutions of the Plane Restricted Three Body Problem, Communications

on Pure and Applied Mathematics, vol XVI, LLo-L67 (1963).



I~ LES EQUATIONS ET LEUR GEOMETRIE APPROCHEE.

t.—- Newton . Référence: H. Pollard, Celestial Mechanics,
- - ~Carus Math. Monographs n®18, M.A.A. 1976.
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Loig de conservation:

. Yy P if
(i) Le centre de masse ﬁmﬂiﬁl/iw&a une accélération nulle; le

. & ) .
Prendre comme origine des coordonnées ne change‘&donc pas les équations.
Autrement=dtt, on se restreindra au sous-espace vectoriel de codimension

6 de R6n défini par les équations

- — - 3

=m =0, =m 4 _0
dt
(ii) L'énergie totale - 2 G
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se conserve au cours du mouvement; les €quations de Newton s'dcrivent
en effet al",i"
/m "—--—4' bionad -
& = - qued, V
W W VY

ou grad, v désigne le vecteur

(iii) Le moment cinétigue
= m ] ud ) >
C = g( AN T

est lul aussi constant au cours du mouvement; c'est &vident et bien connu.

3

Avec trois corps dans R” il nous reste quand méme un champ de vecteurs
sur un espace (variété en général) de dimension 643 - 6 - 1 - 3 = 8 ce
qui est encore bien effrayant (au moins pour un mathématicien). Avec

trois corps dans [R2 le méme décompte nous donne 4,3 - 4 -~ 1 - 1 = § qui

n'est guére plus s;ymps.t,ﬁ:quea

Dans le cas de deux corps, su contraire, on sait complétement intégrer

. . G
les &quations du mouventent, et ce depuis Kepler.)
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2.~ Kepler revu par Levi-Civits et guelques autres: la fibration

de Hopf dans tous ses états

Lorsqu'il n'y a que deux corps, seul reste & déterminer le mouvement

autour du centre de masse du segment qui les joint:

- i 4 - P . » ®
le vecteur r = r - r_ vérifie 1'équation de Kepler
X G ) 3
d (ﬁ4+wu
(1) Tl m e 2 \3
A T 33 J 0 2a=la

oy,
et la constance du moment cinétique devient celle de

o

T oA AT . C
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i
d'oll il suit que chaque orbite est situde dans un plan (orthogonal & C).

Nous nous placerons dorénavant dans un tel plan, et normaliserons les

= 7,

unités de facon que G(m1 + mg)
Y

et & = (y1,y2) respectivement &

2 ) Ak

Identifiant T = (x1,x
x=x1+1x?_é®“0, Y=y, iy, € ¢,

1'énergie totale s'@crit (4 un facteur 2 prés)
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et 1l'équation de Kepler prend, conformément & sa nature variationnelle,
la forme Hamiltonienne (voir Arnold, Méthodes Mathématiques de la Méce~
nique Classique, Editions Mir)

du . 2H

et
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Note: Nous ferons les abus de notation suivants: H sera souvent

écrite H(x,y) ou H(x1,x?,y1,y2). L'identité
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(voir n'importe quel livre sur les fonctions analytiques).

L'équation (2) s'écrit done, de fagon plus classique,

[* o O A4 o ﬂi?&){{
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le second membre est le gradient symplectigue grad H de H relatif & la
2-forme symplectique (i = 2(dx1,‘dy1 + dngdye) = dxady + dXady. Il est
caractérisé par la formule /A;/”0bkw% I

T
vx, dHX) =z w (X, @)«@Aw H/} ) N M“‘%

Vo8
¥
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et ne différe du gradient usuel que par une rotation de

g

dans chaque
plan (x],y1) et (xg,yg) et une homothétie non signifivative (voir Arnocld,
M.M.M.C. chap. 8).

Remarquons que cette forme des équations rend &vidente la conservation

de l'énergie.
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Fixons 1'énergie¢ H & une valeur négative, notée ~ gz en conformité avec
Conley: les mouvements correspondants sont elliptiques, nous le verrons
bientSt. Il n'est pas difficile de se persuader que 1l'é&quation

F%.(:X) j,) + E?& - ,CD

définit une sous-variété :ﬁja de (€ ~ O)»€ difféomorphe au tore solide
ouvert SL[RE. '

C'est le champ de vecteurs défini sur cette variétéd par l'équation de
Kepler (2) que nous désirons comprendre: la non compacité de ':Eg s source
de difficultés diverses, provient de 1'existence d'orbites de collision
d'énergie quelconque; au voisinage d'une collision, {x| tend vers O et { vt
vers 1'infini. Levi~Civita a proposé au début du siscle le "changement

de variableg"

(ﬁ o(:a> xH = éZTZ& R ;} ped w

€=z /

assorti du changement de temps

Ab = 2 &£ \n) dt’

(qui emp@che la vitesse de devenir infinie au voisinage d'une collision)

pour régulariser ces collisions.

PR
Plus précisément, le complémentaire ﬁﬁgﬁ du plan (z = 0) dans ls sphdre
3.2 2 2

87 £ d'équation K(z,w) = {zi° + jwl® - £2 = 0 est évidemment difféo-
p Ea ™4

movyphe & SLER”g et la restriction & 25@ de 1'application (L.C.) définie
ci-dessus est un revétement § deux feuillets de E%% sur ﬁgé , clest~
d~dire un homéomorphisme local dont 1'image réciproque de chaque petit

disque est formée de deux disques disjoints (penser & la restriction au
2)

®

cercle unité de € de 1'application 2 w3z




Aprés changement de la longueur des vecteurs suivant la loi indiquée

(changement de temps), le champ défini par (2) sur 'ii, a pour image
P’

réciproque par (L.C.) sur E’E la restriction d'un champ régulier

défini sur g3 toute entiére par les formules

\ dz _ K

La démonstration de tout ceci est immédiate (ce qui n'enldve rien 3 la
beauté de la chose) et vaut également pour les fonctions H plus compli-
quées que nous rencontrerons par la suite: on pose

K(=zw)= &= H(-Z.zz,-fé!- )+i

€2 )

Va4
et on montre que la restriction 3 ég ={(z,w), K(z,w) = 0, z 7‘0}
du champ de vecteurs

A..E Bk - ¢ > );_!1 r W

e oY (22} "i“g\

dw = - v w L4 oMoy s 2w M

M““ﬁ;-&l““(zz)gz)g] E\Z‘l ?(» 4-2:%?),(,)
admet une image ditecte par (L.C.) sur £° qui n'est autre que

H

%f_»» ‘fz“fri = &Elmlztgn(x,y)

13

7

dy & dw _ X ~2stm oM
&Z&” ¢z &t T ')’57(;7)

“c'est- a-dire (2) au changement de temps prés.

Remarque: Que (3) ait encore la forme Hamiltonienne n'est pas un miracle
' af»»&ik‘(x%” Ko pais la conséquence de la préservation & homothétie prés de la forme sym—

g plectique ¢ par 1'application (L.C.): c\xkd?f dXady = é-(alza\d\zk&‘?f;\dw) .
" SN

\)\ e

(voir Arnold,M.M.M.C. ou Siegel,Moser, Lectures on celestial mechanics,
Springer 1971, chapitre 1, §2).



Revenant & 1'&quation (lindaire!) (3), nous la résolvons en se

plagant dans une base propre; chaque valeur propre 4#i de la matrice

associée &tant double, le choix d'une telle base n'est pas unique &

homothétie prés: celui que nous faisons, analogue

-~

a celui de Conley,

s'imposera par la suite comme le mieux adapté & notre probléme car il

fait jouer un r8le particulier aux orbites Kepleriennes circulaires.

On pose
Uy = Wz
u.gw jpd ww’?":.z

ce qui transforme (3) en

‘?ﬁﬂ = LUy
R
o = (U
LS
qui s'intégre explicitement en
' &

u, (€)
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Les courbes intégrales sont donc les intersections de la sphére 53 de

P . . ol
d'équation |u1|2 +!u2\2 = 26 avec les droites Zomplexes de €2

Uet) = €1 ¢ Cuweo = E({Z) fpheve de R&feea«@wz.
U (t) Ty %_&@o'&u ww‘q‘ﬁtef de € f .

3

Chacune est donc un g'rand cercle de 8.

L}

L'appllca.tlon de quotlent
€5 ¢? —» §- PO

qui, au couple (u1,u2) vérifiant |u1\2 + lugﬂe = 2&2 (ou 1, c'est pareil)

associe 1'é€lément de l'espace projectif P1((I!) de coordonnées homogéne s

[uT,uQ] est une fibration localement triviale dont les fibres sont nos
courbes intégrales (1l'image réciproque d'un petit disque dans P1(®) est
homéomorphe au produit de ce disque par le cercle 81; pour plus de pré-

cisions voir n'importe quel livre de Topologie Algébrique).

Elle est cél&bre sous le nom de fibration de Hopf.

' ‘ €3 2
Non contente de représenter le générateur c)lu groupe d'homotopie “‘5 (S‘ )%Z,

elle apparait également (& isomorphisme prés) comme restriction au

\1},’\\ - bord du fibré en disques normal & P1(C) canoniquement plongé dans PE(C);
9);&/ la figure ci-dessous représente ceci aprés qu'on ait malhonnétement
e remplacé € par R:
2

SL bpd & E

’Q‘E"'@— 34“ e Ee velfinage %N““%?wm
de Ra %&bfsﬁ‘a& &&W C&SM D de 'E,(d:;%&auf éi‘);y(dj)

( % (€) = % daonbay {mm@%@w’ de ﬁf}j

(%) Mode g Mz%w fl feuf e.v. de Admenties 4 fw £,
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Ce n'est pas tout; nous verrons bientdt les liens &troits qu'elle
entretient avec le flot godésique sur la sphdre ronde 82 et done,
celd va de soi, avec le groupe orthogonal S0(3) dont 63 est, tiens,

tiens!, un revétement & deux feuillets.

Pour la décrire, laissons nous guider par la facon retorse dont nous
1'avons introduite: dans nos diverses coordonnées, le moment cinétique

stéerit

"'75'1/\%313. - xaymxade = Dn(Ey) = T (Ry-xy)
e_,

A= =) - 4 > >
- Té(zw;—zw) = éﬂg(iu,‘\a fuy | )

De sa constance le long des courbes intégrales de (2) sur AJE , on

déduit que les tores 7 % gl (éventuellement dégénérés en un cercle)
d'équations (u1§2 + luekg = 282, lu1\2 - ‘ug{g = constante, sont laissés
invariants par le flot de (4). Ce n'est certes pas une grande découverte
puisqu'il est évident que (u1\2 et \uelg restent constants le long des
courbes intégrales de (U4), mais ces tores auront une grande importance
par la suite et de plus leur considération facilite beaucoup la compré-
hension spatiale de cet enchevé@trement de cercles que forment dans 83 les

fibres de la fibration de Hopf.

bote Ju,1= 1w, s conshunke

_ {mu‘% gV
u'a, = O

amurEQ;u.hmvahg de @t)
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Les courbes int€grales de (4) forment des réseaux de courbes "paralldles"
sur chacun. de ces tores, & l'exception des deux qui correspondent respec-
tivement & u,= 0 et u, = O. Bien entendu, seul le choix de la décomposition
de 83 en tores T", i.e. le choix de la base de m?, fait Jjouer un réle

particulier & ces deux derniédres.

Cette description met en évidence une propriété fondamentale de la fibra-
tion de Hopf: dens 33 (ou, ce qui revient au méme, dans B3 = S3 moins

un point) les fibres sont deux & deux enlacdes. Cet enlacement, qu'on

peut faire remonter au fait que deux droites complexes distinctes de &2
s'intersectent transversalement 3 l'origine,(choisir une base dans laguelle
1 = 0 et u, = 0
et contempler la figure qui précéde), se voit facilement lorsque les deux

les deux cercles considérés sont portés respectivement par u

cercles appartiennent & un méme tore (il ne reste plus ensuite qu'd se
ramener & cette situation par déformation sans créer d'intersection, ce

qui est facile):

Note - ow ‘vab! defs R olacemed fun (1), wawig (2) ot p s

fan foa bk RN Y e @?&mh&mw hrsas
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Mais revenons sur terre, ou plutdt dans le plan des X, pour y
recueillir les fruits du travail de Levi~Civita, en l'occurrence

\ N ‘ (w/
les ellipses de Kepler :

Soit (uq(t),ug(t)) la courbe intégrale de (L) qui s'éerit

$la,+t) 2 (4, +b)

u_ (k) = A€ ) w, (€)= 1r,e , 4;}4::, 2€"

Des formules

2 = )t a.
K=2Z = “’”‘i(“‘«“%) Yo Sz 4o Zatdy )
i ) | A £e b, - Uy

on déduit sans mel que

Y = «m%&é@ [@;*%’;)MX - &’g,d_’a,& + (:(7-}“12)/}&/(]

C=d,-4, = A«‘Lg Uy ~ Aif\,g U et
)(i = Ay d, +2b = A%m + A&gu@

sont bien définis modulo 2T

On obtient &videmment une ellipse dont le grand axe, incliné de 1'angle %

) ) 22, . .
a pour longueur 'y + r; = 2% (inversement proportionnel au module de
S . ., 2 2 .
Lvenergle))et le petit axeir1 - TP% (proportionnel au module du moment
cindtique).

Ce n'est bien entendu pas Kepler qui a intégré les €quations daiffé-
rentielles du probléme des deux corps qu'il surait &t8 bien en peine

d'écrire, Fn ce temps 18, les anges poussaient encore les planétes!



A angle @ constant, on a donc la suite de dessins ci-dessous (faits

] =X )1 ' a =0adr, =0
pour @ ) ) lorsqu'on passe de T, ar 0

T oy P, S I -l —— S
conle difed ellipie diede callision, ng“f@m Cercle mitograde
mf@mm [ veVog e

On volt ici & quoi se J;éférait le choix des coordonnées propres Myl
les deux orbites particuliéres dans cette représentation (u1 = 0 ou
u,= 0) correspondent aux mouvements Kepleriens circulaires. Quant & la
collision (qui se produit bien lorsque le moment cin&tique s'annule)

elle est régularisée en choc 8lastique.



Dans la sphére 839 les courbes intégrales correspondant aux orbites

de collision remplissent le tore fu | = iugi (moment cinétique nul);
guant aux courbes intégrales remplissant le tore %u1\ = L gu2§ = rg,
elles correspondent a des ellipses né différant que par leur inclinaison
i@ . Ces ellipses sont parcourues dans le sens direct si r»T, (moment

cinétique positif), le sens rétrograde si r, <}é (moment cinétique

négatif).

; o~
. “ 3
Remarquons enfin que les tores ELH% = r,%,%uzg = r2, :r'.l # r2, de éiCS
ont pour image par l'application de Levi-Civita (L.C.) des tores de 455g=
qu'ils rev8@tent deux fois: le point (u1,u2) et le point (~u19~u2) =
i i

(u,e™" ,u e:ﬂ[)9 qui appartiennent
1 2

a4 la méme courbe intégrale du flot de
(L), ont en effet méme image par (L.C.) et la figure qui suit montre

o 2 : .
gque le guotient du tore ﬁ%/{@ﬁé{)(coordonnees 81,52) par le sous-groupe

discret engendré par le vecteur (W,W) est encore difféomorphe au tore.

(o,

¥ 0&0\&&0&1& %@W%)‘&
A o da - ; ; &
et “djw\ Z 7 e R Rt/(wﬁ)&

@;@‘m i@}r. \e 4 oY
’ /éﬁg}"(“ﬁ)z ( ©0) (27, 0) izt

Chaque ellipse Keplerienne est ainsi rev@tue deux fois par la courbe
intégrale de (4) qui 1lui correspond et l'ensemble des orbiteé%%yant
un moment cinétique fix& non nul engendre dans 1l'espace (x,y) un tore
“@d’q; %%%ﬁ .- Les orbites de collision, quant & elles, engendrent
(avant la rééularis&tion) un  cylindre ouvert Sztm (tore privé da'un

csm:’e:i&i e (j%(\mﬁ» €L - di‘ﬁ&‘mi) 5

[ @¥o g
A4d, = 21y { eea e ‘@MQM}é}

() (& enagin %fiw@/@, - g@}



Nous en arrivons & le notion le plus importante de ce chapitre, celle

de surface de section (en l'occurrence, anneau de section).

Appelons une fois pour toutes courbes intégrales circulaires les courbes
iudz‘@‘i, u, = 0, et u, = 0, iugimvg‘é .

Le long de chaque courbe intégrale non circulaire de (4), la différence
(Q des arguments de U, et Uy est constante; leur somme X ,au contraire,
peut servir a paramétrer 1'orbite (attention, X parcourt deux fois le

cercle lorsqu'on parcourt la courbe intégrale!).

L'adhérence A dans §° de
A= 3 )& ¢° 24 2 = og? = A + A = 0 mod 2T
= ugsu,)€ €7, fu lu = = 2&°, = Argu, rgu, = 0 mo

est un anneau, naturellement difféomorphe & 81,[—26.2,252} :
[4]
on a en effet sur A des coordonnées (Arg u, r? - rg) et 1l'adhérence

est obtenue en ajoutant les deux courbes intégrales circulaires.

Cowrbe witdpraba
ciruloave vénw
(“430)

A Fere de wamewr
Cans ke < O

3
Canfod
\L gt - Antne des
o @R fCormg
D ekt | i -
4 eﬁ%%ﬁ W ‘ tm&%& {‘“‘l = “1..5‘
. i 9 ‘
:g’m’ww% A i Ceacle 4z = 0}
"X A ;;
Lo L«:«

Comtba iu\&%m%

Coreudave ouv(w) A N "‘dle, e wowenr

AW hyuwe > 0




Chaque courbe intégrale non circulaire de (4) rencontre A transver—

salement en deux points diemétralement opposés de S3.

~ Couvrhe ul‘m'am\o de ()

Frace ., | (Q:wﬂw’k),
Cun e Fhe Cmbndate (,K: 0)

En particulier, @ et r? - rg sont des coordonnées naturelles non pas
sur A, mais sur son quotient % par l'antipodie (uT,ug) e (—u1,-u2)9 v
&

encore difféomorphe & sl[-ege,eggj. L'intérieur o4 de X rencontre
transversalement et en un seul point chaque courbe intégrale "non cir-
culaire” du flot quotient de (4) sur S3/antipodie (difféomorphe & SO(3)
comme nous le verrons bientSt). La restriction de ce dernier flot au
complémentaire du cercle fme de A& (image de 1'8me (z = 0) de A) est

bien entendu difféomorphe au flot défini par (2) sur ﬁg &mm&ﬁ &\a,amsemﬂw de ﬁemgs}a

Nous noterons T: A —% A 1'unique prolongement continu (en fait %)
o °
de l'application qui, & un point de A , fait correspondre le premier

o °
point de A ol la courbe intégrale (orientée) de (4) recoupe A

(application de premier retour de Poincaré). T est évidemment conjuguée

8 la rotation de T& ge 81&"2&2,2&2}9 et son avatar b}f aprés quotient
par l'antipodie est l'identité.




¢

Ltapplication T (r@spn%%% ) déerit entiérement la géométrie du flot

de (4) (resp. du flot quotient) & difféomorphisme prés, mais ne dit

rien sur le paramétrage des courbes intégrales.

On retrouve par exemple sur les relations T2 = Tdentité, ?f = Tdentité,
que toutes les orbites de (4) et de son quotient par 1'antipodie sont

périodigues.

Mais revenons au quotient de 83 par l'antipodie: le groupe SU(2)

des isomorphismes €-lindaires de @2 vérifiant t’f).L = Id, det L = 1,

s'identifie naturellement & la sphdre s3; un &lément L de SU(2) est

en effet représenté par une matrice de la forme

a.«?»—)

ol (a,b)&,@2 vérifie la + Ibi (la correspondance (a,b) =3 g
définie par q=f01 + ?4“1 +£{J +%k, a = '$$+‘g_i, b 2?1,*' f;i identifie

8U(2) au groupe des quaternions de norme 1).

Liapplication

a5 4+ 4
Fx+z

définit une action de SU(2) sur la sphére de Riemann P1(€) = Cy oo (@%

5 ——

encore un homomorphisme de SU(2) dans PSL(2,&)).

Par projection atereogxaphlque on obtient une action de PSL(2,¢) sur
la sphdre unité deSR » qui identifie 1'image PSU(2) = SU(2)/+Id de su{2)
dens PSL(2,€) au groupe S0(3) des rotetions de IR-.




80(3) étant engendré par les rotations d'axe Oz et celles d'axe Ox

(par exemple) il suffit, pour prouver cette derniére affirmation de

7
remarquer que
/7
e Q
0 ézt% 8 pour image la rotation d'angle (e autour de Oz, et que

D .0
(Dr-ai i Y

R & pour image la rotation d'angle © autouwr de Ox.
(9d @

(Voir Gelfand, Minlos, Shepiro, Representations of the rotation and

Lorentz groups and their applications, Pergamon press 1963).

S0(3) s'interpréte également comme fibré unitaire tangent de la sphére 2,
un vecteur unitaire y tangent & 82 au point x est en effet un couple
ordonné (x,y) de vecteurs unitaires orthogonaux de lR3; un tel couple se
compléte uniquement (par leur produit vectoriel z = XAy ) en une base
orthogonale positive de lR3, image de la base canonique par un élément

bien défini de S0(3).

C'est donc dans 80(3) que vit le flot géodésique (‘{’t) er 0¢ 52 (munie

de la métrique induite par la métrique euclidiemne de R ), associant &
umbate 2

un vecteur tangent¥(x,y) de S° le vecteur tangent (Pt(x,y) obtenu en

translatant (x,y) & la vitesse unité pendant le temps t le long de 1!

unique géodésique (grand cercle) orientde qu'il définit.

\
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comme revétement & deux
feuillets de S0(3) = SU(2)/&Id = SB/antipodie% on déduit que 1'image
réciproque par 83 s S0(3)  du flot gbodésique de 82 coincide avec le

flot de (4) sur 83,

De la description ci-dessus de SU(2) = §

En effet, la courbe intégrale du flot géodésique issue du vecteur tan-

gent x = (1,0,0), y = (0,1,0) est le cercle de SO(3) formé des rotations

autour de Oz, lequel est 1'image de 1l'ensemble des éléments de SU(2) de

la forme a= elﬁé , b =0, clest-d-dire 1'intersection de SU(2)=S3<:.C2

avec la droite complexe d'équation b = 0,

Il ne reste plus qu'ad noter que SU(2) préserve l'ensemble des droites
o]

complexes de €~ et S0(3) l'ensemble des grands cercles de S2 1le para-

métrage ne pose pas de probléme).

Le flot géodésique sur ls sphdre ronde 82 apparait ainsi comme la régu-
larisation naturelle du probléme des deux corps lorsque l'énergie est
fix€e & une valeur négative. Ce fait, démontré la premiére fois par J.
Moser, admet des généralisations aux cas. oll 1'énergie est nulle(orbites
paraboliques, flot géodésique sur le plan plat) ou positive (orbites
hyperboliques, flot géodésique sur le plan hyperbolique): voir J. Milnor,
On the geometry of the Kepler problem, American Mathematical Monthly,vol.
90, n°6, June-July 1983, pp.353-365, et Alexeev, Quasi~random oscilla-
tions and qualitative questions in Celestial mechanics, Amer. Math. Soe.
Translations (2) vol. 116, 1981,

Exercice: Le long d'une orbite elliptique d'énergie E:JE la vitesse

a,q%’ _;%

N & [&
y = W Htuy s douk A @,&‘P e +2.2 P
e‘!:% :,&Z (&}“Uzﬂ) zv @9 Q{, éﬂ ﬁ/v w 'ﬁ,g Q(ij&

Montrer que y décrit un cercle dont 1'image inverse par la projection

o . P . 2 . .
stéréographique du pdle nord de S sur le plan z= 0 est un grand cevcle
]
[ o o
de 87. Retrouver alors ce qui précéde.
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3.~ Le probléme de la lune

A chacun sa lune et les moutons seront bien gardés. La ndtre est de
masse nulle et se meut dans un plan ol le soleil et la terre décrivent

uniformément des cercles centrés sur leur centre de masse. Tl parait

restreint circulaire des trois corps, et une belle histoire depuis Hill

)

et Poincaré.

ST =%, | 2= ( e, wet)
T - ? , ISL = $4, Tl = g, ) v =2 =4,

Les &quations de Newton, telles qu'elles sont écrites au bas de la page 1,
gardent un sens si certaines des masses s'annullent; physiquement, celd

signifie que les corps considérés n'influencent pas le mouvement des autres
mais sont influencés par ces derniers.

(¥’ En fait depuis Euler!
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Dans les coordonnées de Jacobi (?;g) décrites sur la figure, on obtient

R e ) P - Glp X

At* ' 33

C2) d":é’:__. G --—--t>-- Gy -v?
A —'A( */“"V [ (-5 vt ) )

(1) est, comme on pouvait s'y attendre, une équation de Newton & deux

corps; rappelons qu'on en a choisi la solution dans laquelle S et T ont

un mouvement circulaire uniforme autour de O; la fréquence d'un tel mou-

vement est déterminée par (1): G(I“"'V/ (e \JG—( V) .

Le mouvement de L est donc décrit par 1'équation (2) dans laquelle on

ey N
remplace r par ( zoswt, sinwt).

Dans le repére tournant (S,k) défini par

cette équation devient

C/Q'f w a3 O
Y oS = ;’_ﬁ(j “¥) ff\

0":-: 1";wa-—-—- )‘SZ-:)A; )
/uw /«+

décrivent respectivement la position de S et celle de T dans le repére

(f -3),

tournant (aprés identification de ®° 3 €).
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La formulation Hamiltonienne des équations dans le repdre tournant
s'obtient en posant

m»&»ﬂw"f:u.

Le r3le de 1'énergie est tenu par l'intégrale de Jacobi

HES,u) = {ul” + Cw (‘Fu”j’&') - f’?@\ - 2{;?1:0 | + csfe )
v - 2

et les équations deviennent

- 4~ iwf

o
da M L ihw s EM 1) CY sw)
e msf(" ) T )

On remarquera que dans ces coordonndes l'expression du moment cinétique
reste inchangée:
=z ez AL 7y
i P — i DT haud

. — -t .
& Y Ju-%

<
Les coordonnées (x}y)e € de Conley sont trds 18gdrement différentes:

Compte tenu de la valeur de @ rappelée plus haut, 1'intégrale de Jacobi
devient

H(x,y} - ‘}!1#- ZLU(;(-y» ’(5;/) - 26y - %-Qﬂ. - ?/«(’4*;) + C/‘rb,

| 3 et
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et les équations

ar " oy

(5)
de o .
k= %

Remarquons qu'on retrouve bien le Hamiltonien (1'énergie) du probléme

des deux corps en égalant & zero/\A et @ , ce qui revient 3 envoyer
le soleil & 1'infini. '

On choisira comme Conley la normalisation G = 1, /‘A +¥ =1 (donc

W = 1), ce qui donne (&{-Al'f chox  de La Wﬁw&)

H(‘k/“}): |;|"+ l‘-(‘"i"f-—xg)-_f;—? -—-‘%" -—/((1(4'1')4-?//«

Si H est trés négative, ce que nous supposerons, x ne peut se trouver que

dans l'une des trois régions de Hill, voisinages respectivement de -1, O,
et 1'infini . Nous nous placerons dans le cas ol la lune se trouve au voi-
sinage de la terre (x proche de 0) ce qui, au moins pour le moment, est

réaliste. H admet alors le développement limitd (\')L\ << 1 )

H(’m/‘é): %\é(»a\r:(igmxi) — % — %[ﬁm%%(&#%%(ﬂl

s

ol 03(x) désigne des termes d'ordre supérieur ou égal & trois en X, X

Lorsque ]x\ est petit, l'influence du soleil sur la lune devient négli-
geable par rapport & celle de la terre et, & la limite de la collision,

le couple terre-lune est régi aprés régularisation par une équation &

deux corps.
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. A .
Nous fixons dorénavant 1'énergie & la valeur H = - => et considérons
£ comme un petit paramtre.

La composante connexe ﬁ? de H%‘g; correspondant & la région de Hill con=-

sidérée est manifestement difféomorphe & son analogue ﬁf pour le probléme
& deux corps, c'est-i-dire SL!R , et la régularisation de la collision

se fait comme précédemment 3 1'aide de la transformation de Levi~Civita

(L.,C-) = 2z% y = v

£z

Définie comme & la page 6, la nouvelle intégrale vaut

K(z}w) = Eblzlv[ I( )4~ ]

| 2 . ‘
) ‘ -((z.vu) f=1” !VVJ -Ve - §M§’(l ) J
o

3
£z, w)= i_4+2;z(£wmzw)} e R

D 2121 4 2 l2i*(2+2%) + 04 (=) %

A did %:") »
= 2\= V2zvs 1)

et aprés le changement de temps

Ab = 2six) ab! = bglztdt’,

it

le flot de Newton sur fggﬁ se régularise en un flot sur la sphdre de

dimension trois d'équation K = 0 qui s'éerit

dz . K L 2itlelte ;
At Dw

dw K L {:m(z,w‘)z -2lglzlmw +/AEL ?31(1)»
at = 2% z
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4, - Ah si 1'approximation linéaire n'était pas dégénéréel

Puisqu' € est petit, 1'étude de (6) sur la sphdre K = 0 se confond

avec celle de (6) au voisinage de son point singulier (0,0). Les

méthodes permettant une telle étude locale font l'objet d'un copieux
chapitre de la théorie des systémes dynamiques dont le parfum sera
donné par un survol des "Chapitres supplémentaires de la théorie des

dquations différentielles ordinaires" d'Arnold, publié asux éditions Mir.

Comme dans tout probléme local, on commence par linéariser le champ de
vecteurs, i.e. ne garder dans le second membre de (6) que les termes
linéaires en z,w. On obtient sans surprise le champ de vecteurs (3),
régularisation du probléme des deux corps. Nous voici en fait devant
la premiére difficulté sérieuse: le probléme des deux corps n'est pas
un probléme honnéte; il est affreusement dégénéré! On n'a pas idée en
effet d'avoir toutes ses orbites d'énergie négative périodiques! La
difficulté saute aux yeux si on pense & 1'anneau de section et & 1
application de premier retour de Poincaré cﬁ?qui est l'Identité: pas
d'application plus difficile & perturber que 1'Identitéd; tout peut
arriver, aucun garde~fou du type théordme des fonctions implicites ne

permet de contrSler les perturbations.

A titre d'illustration de la dégénérescence, supposons qu's la place
de (3), c'est-a-dire de (4) dans une base propre, la lindarisation nous
ait fourni les équations suivantes:

-é:...“.‘-_-;_ L)\,qu,g ,

pys

(7) .
é_tl' - LA}, G, .
ok

.On supposera que X1 et X? sont des réels non nuls distincts; en remplacgant
éventuellement 1'une ou l;autre des variables Uy,u, par sa conjuguée, on
peut supposer que A1 et AQ sont positifs.

Le portrait de phase de (T) a certaines similarités avec celui de (4):

A l'exception prés des orbites périodiques de la forme
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'Az"

e D=0 & W (H=0, GH: A, e

w, U‘): ')2'4. >

(que nous appellerons fondamentales ou primaires), les solutions

LA.‘& ¢ s,,é"
u/‘((’): C4€_ J ML,("’)'.: C-,,ﬁl\

vivent sur les tores T° d'équations lull =T, ‘ugl =r, .

Mais, ces solutions ne sont plus forcément périodiques: elles ne le sont
en fait que s'il existe des entiers positifs n,,n, et un temps t tels que

)\11: :Ufnw )\gtz’lﬂng, clest-d-dire nEM - n1X2 = 0,

Dans le cas contraire, chacune est dense dans le tore qu'elle habite; pour

le démontrer, nous utilisons 3 nouveau 1'idde de Poincaré d'une surface

(ici une courbe!) de section:

L'application de premier retour sur un ce‘rcle(s1 = ccnstan'te) est évi-
demment (voir figure) la rotation d'angle mﬁi‘ ; il ne reste donc @

. . . & .
montrer que la densité dans le cercle des orbltesf d'une rotation d'angle

St lorsque & n'est pas rationnel.

.%) e . .

( 8i f:X —¥% X est une application bijective, on appelle orbite de x€X
l'ensemble des itérés %fn(x), né;AZ)‘ de x. L'idée de surface de section
montre le rapport avec les orbites des &quatiows différentielles; on peut

_également dire qu'on considére gfn,néfzi comme un flot & temps discret.
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Les orbites d'une rotation se déduisant l'une de l'autre par une

rotation, tout découle du

Lemme: Si of est 1rrat10nnel 1'ensemble {np( mod. 1, nelN} est dense

dans ‘TL11 R/& .

Démonstration: (i) si n, f D, n1g(74 n, mod.1; sinon, il existe ‘m F0
tel que '(n1-n2)o< =m et of est rationnel.

(i1) L'ensemble considéré étant infini d'apres (i), il
posséde un point d'accumulation dans. le compact TT, pour tout & positif,
il existe donc deux entiers positifs n,»n, tels que d(n14,n20() < &
(ol d désigne la distance dans le cercle).

(iii) L'invariance par rotation de la distance (mesure
2-—n1)o(,0) <&,
et done d(m(n -—n1)a( (m-1)(n "nT) )< € pour tout entier positif m.

2 2
On a donc recouvert le cercle par un & -réseau de points de la forme

de Lebesgue, mesure de Haar) sur le cercle implique d((n

ne modl, n€. La conclusion est aisée,

Remarque: Si on remplace le cercle (s1 = “"t) par le cercle (52 =CS"¢), le
rapport -%‘—3" définissant 1'angle de rotation de l'application de premier

retour se trouve remplacé bar le rapport inverse {_\_1
i

Plus généralement, la droite de [Rg

:[)*:,{(xﬂ)ém‘) x-;/"\i&‘!—xg) }#A@&+‘Jo )fé/R}

. %/ .
a4 pour image un cercle dans le tore ‘Wg = IRE/Z2 51 et seulement s'il
existe t € R tel que//aTO = n.€z /LE = n,€%Z; si t_ est le plus
petit tempo ayant cette proprlete, n, et n, sont premiers entre eux
et le cercle est l'image de 1'intervalle de D paramétré par t entre O
et t .
0

(*) Afin de ne pas trainer d'inutiles facteurs 27 , nous travaillerons
toujours dans un cercle de longueur 1: le cercle sera ’II'1 = R/Z, le tore
f]]:‘g = »Rg/zg, etc... On parlera alors de nombre de rotation d'une rotation

de ‘TI' plutdt que d'angle de rotation qu'on réserve i R/vg,



I1 existe donec P, et P, entiers tels que
A (( M4 /1\%

soit de déterminant 1, i.e. représente un &lément de SL(2,R).
Un tel élément "passe au quotient" (exercice!) et définit un difféomor-
phisme de W° = m2/22 sur lui-méme qui transporte le cercle (32 = Q) sur
1l'image de D.

. Gy Qg .
Transportées par A: (%_ ;2& » les orbites du champ de vecteurs, images

A

des droites ( x = }1t + cste, y = th + cste) deviennent les images dans

'Wg des droites
(f = (a1/\1 + agkg)t + cste, y = <b1A1 + bgAg)t + cste, tétR)‘)

le nombre de rotation de 1'application de premier retour sur le cercle

(s? = 0) est done (w Muhi"i) a;

M
w:: 44)\4“{”&2/AL - X:+
Ry Aat 8 A g5 + %L

Comme ce nombre de rotation ne change pas (exercice!) lorsqu'on trans-
forme & la fois les courbes intégrales et le cercle de section par A,
nous venons de calculer le nombre de rotation de 1'application de premier
retour de notre champ de vecteurs sur le cercle image de D dans‘Tg.

Le résultat est bien intéressant: W est le transformé de %i par 1'élé-
ment de PSL(2,%) = SL(2%)/+1d représenté par A 1. L'action de PSL(2,R)
sur P](R) = RW| xﬁ est celle qui se déduit de l'action de SL(2,R) sur
1'ensemble des droites de Rg (c'est celle qu'induit sur R 1'action na-
turelle de PSL(2,R) sur le demi~-plan de Poincaré dont c'est le groupe

des isométries directes).

Bien entendu, le caractére &éventuellement contradictoire des mathématiques
ne se révéle pas 4 ce stade et of est rationnel si et seulement si son

transformé par un &lément de PSL(2,%) l'est; il y a mieux:



r

mggw

si on n'exige plus (et pourquoi l'exigerait-on?) que A préserve 1'ori-
entation, i.e. si on se permet det A =11, le Lemme suivant dit exactement

en quol ¢f et son transformé {3= (a1 o + ae)/(b1o(+ b2) se ressemblent 5

Lemme ; Soient
| Y -
ALz o, + —— y ) (5: Fo + ' ™
¥, 4 2 "_"'*

deux nombres réels positifs écrits sous forme de fraction continue( o(;l(;: € IN+)

1l existe a1,a2,b1,b2€%, a1b2 - a2b1 =% 1 tels que

(;___» a, ol + Ga
6‘40(1’*‘6)_

si et seulement s'il existe meEZ et néll tels que

- . our iMn.
Bo = w3

&

Les divers nombres de rotation obtenus en changeant de cercle de
section ont donc tous la méme gueue (tail) de leur développement en
fraction continue. En particulier, leurs propriétés d'approximation par
les rationnels sont les mémes et c'est heureux car les dites propriétés
dicteront le comportement des orbites quasi—périodiques correspondantes
sous l'effet d'une petite perturbation hamiltonienne de (7) (théorie
de Kolmogorof, Arncld, Moser, familidrement appelée théorie K.A.M.).

Pour la démonstration du Lemme et le lien des fractions continues avec

la théorie de 1'approximation, on consultera le petit livre de J.W.S.
Cassels, An introduction to diophantine approximation, Cambridge tract

in Mathemalics n°k5, Cambridge University press, 1957, en particulier

le Théoréme IV du Chapitre 1; on lirs asussi avec profit le (également '
petit) livre de Khinchine sur les Fractions Continues,'?mwwﬁfﬁ‘ﬁh&‘“”ﬁgﬂﬂb

o €1 “Li,,w\rx;éﬁ}}/i‘“v%tﬁ{ che Cids f“i” 2w A56Y ) -

y



.,_29._.

Suite de la Remarque: On pourrait également remplacer les cercles de

section par des courbes de section, images d'un plongement différentiable
du cercle dans le tore. Une telle courbe est toujours l'image du cercle
(82 = 0) par un difféomorphisme de T2 (voir par exemple A. Chenciner,
-Poan Quynh Hoang Xuan Slnh Equations différentielles, quelques aspects
de la théorie reliés au probléme de la turbulence hydrodynamique, Vlen
Toéﬁ Hoc, Ha N01 1979, ou le démontrer soi-méme car ce texte est dlfflc1le
a trouver)., Le difféomorphisme de premier retour des courbes intégrales
sur une telle courbe de section est donc différentiablement conjugué

4 une rotation, ce qui montre que le probléme de la conjugaison des diffé-
omorphismes du cercle & des rotations, source de si belles recherches
depuis Poincaré et Denjoy jusqu'a Herman et Yoccoz, est trés 1ié § 1'6-
tude des champs de vecteurs sur le tore et donc, incidemment, & la

Mécanique Céleste.

Revenant & (7), posons-nous le problime qui va nous occuper i propos
de la lune: les orbites périodiques primaires résistent—elles d une
petite perturbation (non lindaire a priori) des équations? Ce genre de
question est récurrent en Mécanique Céleste sous le nom (bien siir!) de

théorie des perturbations.

Sans autre condition, la réponse & notre question est en général néga-
tive: les orbites primaires se groupent en effet en familles & un para-
ou r,) et de telles familles sont trds instables; en fait,

1 2
un champ de vecteurs linéaire ayant en O un spectre totalement imagi-

métre (r

naire (ici iiA1, 1ik2) est un parangon 4'instabilité; il suffit de con-
sidérer un champ linéaire arbitrairement voisin dont les valeurs propres
possédent une partie réelle légérement négative. L'origine devient un
attracteur global: toutes les courbes intégrales y sont adhérentes, et

il n'y a certainement pas d'orbite périodique.
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La condition supplémentaire dont nous disposons est le caractére
Hamiltonien des champs de vecteurs considérés - penser & la dimension
deux ol le champ X est Hamiltonien pour la deux-forme W = dx1/\dx2 si
et seulement si son flot préserve la mesure de Lebesgue, ce qui empéche
slrement 1'origine d'@tre un attracteur: si le Hamiltonien H est une

2

perturbation de X, + xg, les courbes de niveau de H voisines de son

point singulier représentent une famille & un paramétre d'orbites pério-

. a
diques du champ X = ( ")SY& ,"%—%1 ).

11 semble donc naturel de fixer 1'"énergie" (intégrale de Jacobi,‘4avniﬂvu;“l)
et c'est bien ce que nous avons fait Jusqu'ici,

Le champ (7) s'écrit sous forme Hamiltonienne

dos 4 oM,
-~ -~
A‘" (b(-{,( !
. ' > g
9;}:‘1‘: 8 ,}._(.jf R "l‘F(u"Iu"); /\_4'“4‘4» Av'“l«‘ ;
At U,
En réel, (u1 =D, + ia1, u, = b, + iag) , ceci n'est autre que

1'expression donnée page U:

44$
o, OO0 4 © % ?).,.t‘g::
| Ck o _ C) () O A ﬁ%& 'bf1+
AP E‘} - 2%
L, -1 0 O O &3 ’}%_Ma
Q]' o -1 © O 2 "4
¥ %

(Remarquer que la structure complexe choisie sur'ﬁh différe de celle qui
intervenait page 4: on acoquinait a, et 85, NON pas 2, et bl; le fait

que A1 différe de k? rend ceci impossible maintenant).
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En prenant comme variables vy o=ouy et Vy G;,

aux mémes formules avec le Hamiltonien

H_ (V»\.)V),> Z )\4‘\/4“&-’ /\z,\vy‘v o

Les variétés d'énergie constante sont trds différentes globalement

on aurait abouti

(H, = cste est difféomorphe 2 83, H_ = cste a‘T%(R) mais se ressemblent

beaucoup au voisinage de leur intersection commune O1 avec le plan(u2=q}

U.M \‘V\{‘T]’C\A\m
lu,\ijli/ \“b)?""lz‘

Plus généralement, toute fonction I de la forme

Tluiw) = moluds pdwf™ , p, Ace R,

est une intégrale premiére de (7), i.e. une fonction constante le long

des courbes intégrales, sans &tre pour autant un Hamiltonien.

Nous supposerons dans la suite que/Mi><3, et restreindrons le champ (7)

& la sous-variété invariante e d'équation (I = C»0) qui coupe le plan
(u2 = 0) sulvant 1l'orbite périodique primaire O1 {Pl(t) =K§i%LMﬁ, u2(t)=§l.
Ayant isolé l'orbite périodique primaire O1 en se restreignant a gc, le
premier outil auquel on pense est le Théordme des fonctions implicites;
nous allons voir qu'il peut &tre utilisé...presque toujours..., mais
Justement pas dans le probldme de ls lune.

Soit Gﬁ une surface de section (locale) associée & 1'orbite périodique

O1 dans JQ . |
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Définissons par exemple @/par l'équation locale (Arg u, = 0 mod. 277’))
et choisissons dans 63‘ la coordonnee u, €r = RE.

’\:L‘&u‘(k. AQM s jc

L'intersection (u2= 0) de l'orbite primaire O avec <E;J est un point

fixe de 1! application P de premier retour sur G;d du champ défini par
sur J ‘

Le temps nécessaire au retour sur (Sr est évidemment égal 3 Zﬂ/A 'od

il suit que P est la rotation de nombre de rotation X, [A1
P ( | zm AA s
u,) =

On retrouve bien siir le résultat de 1'étude précédente sur les tores.

Considérons maintenant une perturbation de classe Ck:ide (7) dont on

suppose qu 'elle laisse invariante une SDUS - vaviebe de cJa\§¢.<:k

C}T(ockg éie tjc;c Un changement de classe ¢  de coordonnées C:wwproche

de 1'Identité nous raméne au cas d'une perturbation de (7) laissant in-
varlanté Ea. goq&—_vav\cha :n: 3 les théorémes classiques smr la dépen-
dance différentiable des courbes intégrales d'un champ par rapport aux
données initiales et aux perturbations (voir Arnold, Equations Différen-
tielles Ordinaires, § 32, Editions Mir, 1974: on ne perd pas de dérivée)
montrent alors qu'au voisinage de 01, G; est encore une surface de sec-
tion pour le nouveau champ de vecteurs; si 1 n'est pas dans le spectre

de DP(0), i.e. si Xe/k1 n'est pas entier, on déduit du théoréme des fonc-
tions implicites que la nouvelle application de premier retour sur (;7
posseéde un point fixe prés de O dépendant différentiablement des para-

métres.,

*®) om uii@ﬁwm?g.c¥% CD,L



Nous venons de démontrer le

L

Théoréme de Liapunov: Considérons dans R’ = ®2 (coordonnées ui,ug)

un champ de vecteurs X de classe C1 dont la dérivée & l'origine soit
analogue a (7):

A4
(X) At

%U'.F(} C'AL hq 4 (pp (“‘*1 ul);

[(T1§92) est une application de Bh = Cg dans lui-méme de classe C1 dont
la dérivée g'annulle & l'origine, et AT’ AQ 6{R*)AA1 5£- é],

3y

Aquq 4 Culu,a)

i3

Supposons que X possdde une intégrale premidre I de classe ® dont le

développement de Taylor & l'origine soit

I(“A,Q;): /‘4‘“4,7"*//"—’“»’;%* ‘f/(u,', u,_) ;

L

'[‘#’est une fonction sur R' = €° de classe C° nulle ainsi que ses deux

premiéres dérivées i 1'origine, e?/M1,/P2 6WR,//M1 55 é].

Si Ab{ki n'est pas entier, chaque variété de niveau de I rencontrant
le plan (up = 0) suivant une courbe fermée non vide ¥ assez proche de
l'origine, contient une orbite périodique de X proche de ¥ , et de pé-
| riode proche de 2i%<;. .

I1 suffit en effet d'introduire un petit paramétre &€ par le chan-

gement de variables

{u4: tvy )
QL:QVJ_,

Nous utiliserons la notation Ok(ﬁ) pour désigner une fonction sur la

boule unité de Bu‘dont la norme C tend vers O avec £.

Le champ de vecteurs (X) devient



m3u_

A+ L (sva,sw) = A, + 0, (¢)
_ )

2\_\1" ~ (Ao V, 4 dg q’,,(f\l»‘,'i W) = L‘/\,_ V, + 04 (Q)')

-

que l'on restreint & la sous-variété 4'édquation J(v1,v2),= 1, ol

]—(V,,'\/,) - ’-S’-LT(QVMSV,,) :/“4“’4|1'—e-/m‘vp|"+ ;—%”‘IJ(EV“;“&),
:/t’*,‘ lVAlt’f‘/“L‘VL"L‘{" OQ,(E)

Le théoréme que nous venons d'énoncer est en fait un
cas particulier du Théordme de Liapunov: d'une part, on peut congsidérer
des champs de vecteurs ayant en O des valeurs propres quelconques (autres
que iiX1), pourvu qu'aucune ne soit un multiple entier de iX1; en
particulier la dimension ambiante peut &tre quelconque. D'autre part,
la famille & un paramétre (la valeur C de I) d'orbites périodiques
obtenue engendre une sous-variété de dimension deux de 1'espace ambiant'

de classe c? 51 (X) est de classe 02, y compris & l'origine ol elle est

tangente a 1'ordre deux au plan propre assoc1e aux valeurs propres*‘lx (le

plan u, = 0). La démonstration de ceci sera prétexte 4 1'introduction ) )
@

de la théorie des formes normales.

De la régularité des solutions. d'équations différentielles en fonction
du temps et des conditions initiales, on déduit que les courbes intégrales

ST de (X) voisines de l'origine sont de la forme
i
{

Db [ 1, |
- «, U, u, ¢
U«.A((")- 4+ ol ! 4,4, ) u,(o)::u;) Uz(O’:U;)
AT g
Wy ()2 e Mt fua + oty (ua,us,t)]
ol °< et 0( sont des fonctions de classe Cl sur TR)J',IR définies au voisinage

de {og kﬁ ﬂ) Y"l ,qui s'annulenk ainsi que leurs dérivées premiéres en
tout point de }ol.}d}~R.
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En particulier,

W) = ug ey o (uara),

Uy (k) = e,:'\zt+ e (luqlrluz,l) s avee def o Gl fhwy eu b

Supposons un instant que le plus petit temps positif T au bout duquel
l'argument de u1(T) soit égal modulo 2W & celui de u, soit de la forme

1
TT’_ z‘g*“ 8(“4)(&;) 2

. , 2 L .
ol 69 est une fonction de classe C sur R au volisinage de l'origine.

On aurait alors
1ﬂf€§f
W (T)= wve o flag,u,)

. 2 .. .
ol f est une fonction de classe C~ nulle en O ainsi que sa dérivée, et

on en déduirait que 1'équation u.(T) = u, équivaut & une équation de

o
la forme u, = g(u1), ol g est une fonction nulle en O ainsi que sa dé-
rivée.

4

Le graphe de g serait donc une sous-variété N de dimension deux de R s
tangente en 0 au plan (u2 = 0), et contenant les origines des éventuelles
orbites périodiques que nous recherchons. De plus, on voit facilement
que, dans ces conditions, l'existence de l'intégralé*gremiére I force
1'égalité u1(T) = u, (et pas seulement Arg u1(T) = Arg u, mod ) pour
tous les points (u1,u2) de N: autrement dit, N est la réunion des orbites

périodiques données par le Théordme de Liapunov.

Il ¥y a deux difficultés & surmonter pour transformer ce réve en une

démonstration décente:

1) On ne peut assurer que Arg u1@EﬁJ est proche de Arg u, + 28

1

que si le terme de perturbation A/4(u4’u})?;q) est petit en module devant
' . 4 .

lu1|, ce qui n'a de chance d'€tre vrai que si (u1,u2) ne s'approche

pas trop prés du plan (u1 = 0), par exemple si on se restreint su

"secteur" € d'équation \u2 l 4 %u1l.

() les fous- vaviell de wivenn da T Gud wows whtfent aduelenl, as
VB‘L\W\\D(}Q cﬁQ (ML'-,O), UAnR QW’\XM de -en (-v\ww, lu,,‘z _F(A«Ju,()q’_) o L«i\‘
Conluflon Vaub amete { w et Gt C° . Nouf Aeviewdrows fuq ce ,wukl‘.
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2) M&me dans @ » T n'est pas a priori une fonction dérivable de
u1;ﬁ1,u2;ﬁé 4 l'origine: penser aux termes tels que ﬁf/u1 dans 1l'identité

A/\ﬁu,, +>\4T + 4&3 (/1+ oy ('::;u,,!'r)) _ 44_}(‘4_’» 2T

Bien entendu, tous ces ennuis n'existeraient pas si u,(t) &tait divisible

1
par u,, et c'est essentiellement un changement de variables nous ramenant
a cette situation (8 des termes de degré arbitrairement haut prés) que va

nous fournir la théorie des formes normales.

Formes normales: Une bonne référence est Arnold, Chapitres Supplémentaires

de la Théorie des Equations Differentielles Ordinaires, Chapitre 5, EQ.
Mir, 1980.

L'idée, qui remonte & la th&se de Poincaré (1879), est de chercher des
variables au voisinage d'une singularité d'un champ de vecteurs, dans les—
quelles les traits saillants de la géométrie du portrait de phase appa-~
raissent: il s'agira essentiellement de rendre manifeste 1'existence d'une
symétrie (approchée) et d'en déduire 1'existence de sous~ensembles (appro-

ximativement) invariants.
La remarque initiale est que le changement de variables

y:"- X +‘fl—(x) ) X;(‘kc;“-,ku) ) vz (yr’“/'éh)) ’&2 ('e“!/'“’/ﬁn ) ,

dans lequel les h. sont des polynomes homogénes,de deart’ r 2 2 indépendant

de i, en les xi, transforme 1'équation
%—F-)(z AX +F(X) ) F: ({4;‘“‘)’f") )

dans laquelle les f; sont d'ordre 2 2 en les X; 5 en une équation de la

forme
7= AY +F(¥) + [ Dh(NAY - AL(Y)]
+ towes dladne > A+t
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qui ne différe de 1'équation initiale que par des termes d'ordre = r,

les termes d'ordre r étant obtenus en gjoutant aux anciens le crochet
(Lat)(¥) = TARYY)= DAY AY - 4L(7)

des champs Y ¢=3 AY et Y =3 h(Y).

Une base de 1! espace vectoriel des h est €évidemment formée par ceux qui

vérifient

R:(¥):0 fomn uu L= gl g dperiy =

Si A = diag (X1,..,Xn), le crochet [A ﬁ] = k est défini par

%C(y);ow;u, +,(v)= 4+--+¢z/\ *&) yl"'

et ne contribue 4 1l'image de 1'opérateur LA que si les valeurs propres
,Xi de A ne vérifient pas la relation
1]
‘ ! h e, EN
/\42 (4)\4““““*%/\‘4 JrTetn |
SRR RO R T
Une telle relation est appelée résonance et un monome tel que h est

appelé monome (ou terme) résonnant s 'il correspond & une résonance.

En composant un nombre fini (resp. un nombre infini) de changements de

variables du type ci-dessus, on obtient le

Théoréme: Considérons, au voisinage de O dans R, 1'équation
AR 4 F(X)

dans laquelle A = diag (A s++3A ) et F est une application de classe C
1

nulle & l'origine ainsi que sa dérivée premidre. Par un changement de

k

variables de la forme Id + H, H = (h1, by ) hy polynomes d'ordre 3 2,

on peut supprimer dans le développement de Taylor de F & 1l'origine tous
les monomes non résonnants de degré inférieur & un degré fixé."

8i les composantes de F sont des séries formelles, on peut , par un chan-
gement de variables formel de la forme Id + H, hi séries formelles d'ordre

22, supprimer dens F tous les monomes non régonnants.
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Remargque importante: Supposons que les valeurs propres de A ne soient

pas toutes réelles et notons les

' XA,‘XA,)'&/’\!r)"'/ )&,>ﬁ, )/Mle&;i)".//" ’

Dans une base X1 ,3?1 PR ’Xk ’Yk’Yekﬂ 2 'Yn dont les 2k premiers vecteurs

se groupent en paires conjuguées, un &lément de R" a des coordonnées de
Loy e > PO

la forme Xy TIRRRE ,xk,xk,yng e 0¥y et est donc parfaitement repéré

ar la donnée de (x ) o 'Rn-2k

P 19""“,%{,)y2k+13"ayn é ® o

n-2k

Cette identification de R™ & Ck R étant faite, le raisonmnement pré-

cédent, qui est purement formel, peut étre fait, et le théordme est
encore valable: la seule différence est que les xi, i=1,..,k, sont

complexes ainsi que les Xi correspondants.

Par exemple, l’équation dans R~ = ¢
' \
i B W + l O )
' - /‘ ( )

est formellement éq_uivalente(*),

du

(i) & 1'équation lindaire it © Xu si Re(/\)#o (pas de résonance),

(11) & une équation formelle de la forme 4—:"5‘ = u@(lul®) o2 ¥ est une
série formelle & une variable & coefficients complexes vérifiant @(0)=A
si Re(A) = 0, A# O (les seules résonances sont de la forme Az A\t P(’\*X)
et on remarquera que le second membre est équivariant sous l'gction du

groupe des rotations: W e Q(‘qet"l") ;[Wi«i‘)]e“* ),

(iii) & elle~méme et pas mieux si }\ = Q (tous les monomes sont résonnants:

A= pA+ g A ).

(%) Lorsque deux champs (équations) se déduisent 1'un de l'autre par
un changement de variables (formel), on dit qu'ils sont (formellement)

8quivalents.
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Revenant a notre probléme, nous voyons que, pourvu que Xg ne sgoit pas

un multiple entier de X1, les résonances sont engendrées par les rela-

tions é
' ‘ T 3 ) hary 4 s 7 1
A+ (M) =0 , (Av 4(h) 20, e+ QVe\«"uel\ewed"{t/\,‘:m(lAz,) mz2 .

En particulier, les monomes résonnants de degré inférieur ou égal & deux

ne peuvent &tre que

2 dug
u1 s Uy dans la composante aF
ang d“l
u2 s WG, dans la composante <22,

A changement de variables rolynomial prés, on peut donc supposer que le

chanmp de vecteurs (X) s'écrit

Vaed
du, _ Daa, + oa uy, o+ @, (g, u)
dk

%L - ('/\LU‘L -+ /6‘ u,q.a'b + cpp (0(_"(11,)

ol a et b sont des nombres complexes, et LQ CV des fonctions sur
R de classe 02 nulles 4 1'origine ainsi que leurs dérivées jusqu'a

l'ordre deux.

Les courbes intégrales du ¢hamp (X) Pre,v\v\guf:' elocs 1a forme

u,(t) = "\" [u + tau; 4 0<’4 (uﬁ,uk,l‘)l

w, () = .ec)"*[ Uod bhua, + o (u«,u;,l')]

<u4(0)"~"—u“) uz(o);az,) J
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ol &1, ’:22 sont des fonctions de classe 02 sur un voisinage de
{o}.iob[o,l";] dans €,€,R, dont les dérivées jusqu'd 1l'ordre deux
en uJ;ﬁ1,u2;ﬁg s'annulent sur §O§40}MR. (Pour démontrer ce point,
on détermine par identification le développement de Taylor de u1(t),
ue(t) par rapport aux variables u1;ﬁ1,u2,ﬁé » en remarquant que & ou

b ne sont différents de zero que si 2A2 -.X1 = 0).

Reprenant la "démonstration" esquissée plus haut, nous cherchons &

résoudre, dans le dom&ine‘%? défini par lug\ & |u1\, les équations

Z«TT‘:.. )47‘«{- AA_}[.,/’.’_T“ _gv;’ -+ &(ullubir)] )

U4

QLQA;T- [_(41 + 1 4 Lu,lra’ + 72:L (L‘4, u1.;7-‘)-] = Uy .

Appliquer le th&oréme des fonctions implicites 3 des équations définies
dans un domaine tel que C{Z » qui n'est pas ouvert au voisinage de O;

pose quelques problémes. Heureusement les "géomdtres slgébristes (iques?)"
ont inventé depuis longtemps une panacée pour les cas de ce genre: c'est

1'éclatement (local)
Cz,"zx_) e (u4:24, uz_:'Z-,'Z;.)

qui applique justement le voisinage de zero (\22\ & 1) dans ¢° sur le

domaine @ j en réel ¢a donne la figure suivante

(2%
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Dans les variables z 2,,,1) nos equatlons deviennent

@ (-z,, T zz):-_' - 2T AT + /‘\A,&[»l +Ta242: + % (24 “1"17‘")_] o
A = |

dé 2 (24)T) Zz)

et définissent T et Z, comme fonctions de classe C1 de 'Z1 ,_2_1 par simple

Hl

N
C\ 'A T L ~
(e,d".‘_i) 2y + et 2 [T z{z"' q(z(z1,2,zL/T)]:o.

E

application du théoréme des fonctions implicites; en effet,

1 .
1) §/L et @L sont de classe C dans le voisinage de O € ¢? ol elles
sont définies: il suffit de remarquer que

~s ys?
o< 4 (‘z»\ ;1411)7—) et oy, (24, Z4Za ,T)
‘ 1!1_ . Z .y

sont de clagse C| (et de dérivée nulle par rapport aux variables zi,'z"]f_
en z1 = 22 = O).

(@4,§> CiR » C(O'“ro)--—-»RC(o)o) )

. (@1/@'»/@ ) (0 ?:I O) - w',“%&
e e’ 4. c>
’3(T>Zl)zl) 4 O - e

nm'{#
4

O fety

est inversible.

I1 reste & redescendre sur terre, en l'occurrence dans (e
o d
la sous-variété N de dimension deux de 02 définie comme graphe de
z, b= z, est manifestement tangente au plan (z2 = 0), donc slirement

pas au plan (z1 = 0) qu'elle coupe transversalement en un seul point}-
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on end&duit qu'elle se projette sur une sous-variété N de classe C°

L

de R = (112, tangente & 1'ordre deux 8 l'origine au plan (u. = 0):
) (4

~~f .
en effet, N est le graphe d'une fonction Z, = f(z1) de classe C1 en

21,?1, nulle ainsi que ses dérivées premidres en 0, de classe 02 en
dehors de z, = 0, et ayant des dérivées partielles secondes o'(]%h)
lorsque |z1‘ tend vers O(il suffit de vérifier que @,, et §L ont
ces proprié'tés); N est donc 1le graphe de u, = u1f(u1) qui est de classe

02 et s'annule en 0 & 1'ordre deux.

[N
«d
v

Exercices: 1) Montrer que la forme normsle forfnelle de (X) est
%&" = WUy ‘F‘ (|u4(1') l“;(b) P 4,,(0, o) = 'c‘/‘g
%‘: Uy ‘(:1. (I“i‘t) “‘1«“’) ; fu(o,0) ;A“A")
£0,9), £, 00, Y) sdvses fouwdles ew X, Y & coeffi'ccents complepes,

si )\1 et )\2 sont rationnellement indépendants,
s . e M % * {mw o
%ff:. w, -(34(I04\"/\u,,(") Q_‘u:“) -4%;;, 3_.(”‘!‘}“‘!—' )“‘4“»{) ) ’(4(0,0;0) = (Aq )
£~ g1 - | L
di, = u@,'ﬁ(i“‘t't) ‘“1,‘}“!‘%&)"' “!“1M gb(’“vc “’lv") U,y ) J '{L(o/o)o) - "ll— P

py= v |
£,x%2), - - series {.Auu.llu an K%,7,7 & coefuuanl complaxes ,

. -4 ' . : .
sﬂ?*/\1 = mXQ’ me 2 [Moyen mnemotechnique: on verra plus loin que, dans le

cas Hamiltonien, la forme normale de H ne dépend que de \uf, (u " éﬁg,ﬁ{?‘ug;

dériver alors par rapport a u, et Tfe respectivement| .
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Remarquer que dans le cas non résonnent (A1 et Ag rationnellement indé-

pendants) J’étude formelle de (X) se raméne & celle d'une & uation de
Volterra dans m

(v) {,‘, ARt st

Fi =~2‘Q-4Q ) Fi.=‘l"€ f; :
= Y ¥ (XY,

8i les séries formelles convergent, 1'invariance de (X) par 80(2)x80(2)

fait correspondre & un point singulier de (V) sur les axes (resp. en de-
hors des axes) une orbite périodique de (X) (resp. un tore M2 invariant),

et & une orbite périodique de (V) un tore T invariant par (X).

Les &quations de ce type (tout au moins leur restriction au quadrant
positif) interviennent en biologie des populations pour décrire les phé-
nomenes de competltlon d'especes (équatiéns prédateur-proie dans le cas
de m ). Lorsque n espéces sont présentes (&quation analogue a (V) dans En,
correspondant & (X) dans €%, n> 2) la forme particuliére de 1'équation
n'apporte qu'une simplicité illusoire: Smale a en effet remarqué (Journal

of Mathematical Biology 3,5-7(1976)) qu'avec des F. bien choisis, une telle

équation pouvait avoir un comportement asymptothue aussi complexe qu'une
équation générale dans R” 1. En fait, dés n = 3, et méme avec des F. liné-

aires, on trouve des comportements chaothues (Coullet &% Tresserﬁ) (oo creher
O ccmrtsate % Wote eliawbnr w24 Villeue egroobin /WW (o e 29 A
P 2592630 45 59) .

qé) Montrer que lorsque (X) est de classe Ck, k =2,3,.., 00

la sous~variété N est de classe Ck,et est tangente 4 l'ordre k au plan

(u2 = 0) si (X) est sous forme normasle jusqu'd 1'ordre k?%lorsque k =00,

la mise sous forme normale utilise le théordme de Borel affirmant 1'exis—

tence de fonctions Cao ayant un développement de Taylor prescrit).

Question: Existe =t~il un champ (X) de classe ¢! pour lequel N ne soit

pas une sous-variété ¢! deth?

Nota: Notre définition de N vient du début du remarquable cours de J.J.
Duistermasat intituléd Bifurcations of periodic solutions near equilibrium
points of Hemiltonian systems (CIME Montecatini 1983, Bifurcation theory

and applications, Springer Lecture Notes in Mathematics 1057, 1984)
aurons l'occasion d'en reparler.

. Nous

(F) Remmgusr qutalors bo Compoionte fumat U, dﬁ(x)la.,:.o e wae o (Tordie &
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La démonstration analytique du Théoréme de Liapunov:

Notre référence est le livre de Siegel et Moser, Lectures on Celestlal
Mechanlcs, Springer 1971, Chapitre II, §§ 16 et 17.

Il s'agit de démontrer, dans le cas ol le champ (X) est analytique réel,
i'existence d'une sous-variété analytique N de IR)*, union d'orbites péri-
odiques (y compris 0) de (X).

Nous donnons cette démonstration, car c'est elle qui sert de moddle &

Conley dens le cas d&généré du probléme restreint des trois corps.

Si le processus (infini) de mise sous forme normale convergeait.,
on obtiendrait un changement de variables analytique réel dans un voisi-

nage de l'origine,

(“A,U;_) {—p (LS’,,z“(,‘fw-) ']’L-:.uz.;._.)
transformant (X) en
A7+ = (',/\ {fq + Y, (14;\&—) J

(K 1 %
45, 2/\1,~f2, + (//Z-(T"/:e‘*)

aF

33

ou les deuxidmes membres ne comportent que des monomes résonnants.

En particulier, L}/L (Lf 0) = 0 car toutes les résonances iAg = oL,
comportent obligatoirement au deuxiéme membre un multiple de 1»\ ou.((/\z)/
le plan ('% = 0) sera,xt donc ‘invarient par le champ. Du contralre,

si )\ = }\2 (ﬁ, v peut comporter par exemple un terme en ug
empéchant %(0‘3’,) de s'annuler; en c:)s de résonance, le plan "f1 £ 0)
pourrait donc ne pas &tre invariant De plus, contenu dans la sous~
variété N d'équation ‘gg -“fe, le plan (*§_ = 0) ne pourrait que

2
coincider avec elle. La restriction & N de (X) serait de la forme

) s LA+ (160) 80 = o(is,1)s, ) o0,

. '
CM‘)«,\WY N "QKQV‘M& 1‘) Ca - d25IWS .
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(seules 1nterv1ennent les resonances 1A = 1A + p(i A1 1A )) ne
mettant en cause que les valeurs propres 1>\“u\4 et les orbites perlodlques

s'écriraient

¥y L
~_§4 ((') - C,‘ e/o( (‘C’i! )lf

() - 0 .

L'existence de 1'intégrale premiére I impliquerait donc

[T

X = - X

Enfin, rappelons que dans le changement de variables faisant passer de

(u1,u a ‘fﬁf il est inutile d'utiliser des monomes résonnants

puisque ceux-ci, ayant une image nulle dans l'appllcatlon h MEA h]

(voir page 37), ne contribuent pas effectivement & la mise sous forme

normale.Soumis & cette condition, le changement de variables devient

uniquement déterminé. Alternativement, on peut supposer que c'est le

changement de variables inverse qui a cette propriété, ce qui implique

u1(“f1,0) = '"f1 + gsérie dfordre 2 2 en ‘f1 sans termes “S1 \31\211 .

u2(‘§1,o) = gérie d'ordre 2 2 en '"f1 sans termes ‘fﬂfdek

Tout ceci n'a que bien peu de chances d'8tre vrai dans le monde des
fonctions analytiques (on y reviendra), mais 1'est certainement dans
celui des séries formelles; le seul point nécessitant une explication
est la relation a‘fﬂ- o . En fait, nous sllons voir que celle-ci est
vérifiée dds qu'il existe une intégrale premidre topologique I dont les
sous-variétés de niveau I = C,C petit (disons > 0) ?,e,u\rek*' s et
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‘u” = 'fC(Arg g, u2) au voisinage du plan (u2 = 0) dans des coordonndes
U, ,u, mettant (X) sous forme normale 4 1'ordre deux (d'aprés ce qui pré-
céde, cette hypothdse implique l'existence d'ufe sous-varidtéd N de classe

c? de l'Ru feuilletée par des orbites périodiques de (X) de période proche

de 27%1) s
k

Supposons en effet que o4 #*’ o ; il existe un terme 0‘{ lj_:l tel que
Re 0(& ‘?é 0, 8i nous tronquons & l'ordre /e >2£+1 le changemént de vari-

ables formel de la page 4l, nous obtenons un changement de variables poly-

nomi al (Na,t(v) b (‘?4)?4_,) J

transformant (X) en

é‘(% SN ¢4(74/7«—) t ”[(”« ’*l‘f'{){J )
WY a5 onse Rt o Unlen)t
At ‘

A A - s
ol \[qu et % sont des polynomes en 54,?4 ,‘)l,, ;?; de degré inférieur

ou égal 3§ » e comportant que des termes résonnants.

D'aprés l'exercice 2, la sous-variété N est de classe C—e' et tangente a

l'ordre~£ au plan ($&=O): 'iz/; a-((gdl) .

ATTENTION: en général, la sous-variété N dépend du systéme de coordonnées
choisi; cependant, elle prend un sens intrinséque & partir du moment oi

elle représente une famille & un paramdtre d'orbites périodiques de (X) .

Prenant S& comme coordonnée sur N, on obtient pour la restriction de (X)

a N

B 0ty B oY) o (1Y
’ = #:/\4 §4+ (f:.. (54)0) + o.((n“) y



clest~a~-dire

A3 R85, » (15
X C X(‘?,‘l)?,‘ <‘$"‘) )

A v
ou le polynome & (troncation de la série formelle ) contient le

terme °(Q \§4 ‘2&,vérif‘iant Re oKy # 0.

)
&RQ, (? 0{?4 > - &Re 2(”4 ‘1-) ‘?4 \V". d’('&le*i/

Z(Re,o(ﬁ )li‘\a&w + 0((&\?,&41)

est du signe de Re o(‘ si '?A % O est assez proche de 0. On en déduit

Mais alors

dl %

il

il

facilement que toutes les courbes intégrales de (X)'N sont, dans un
voisinage de 0, adhérentes & O, ce qui contredit l'existence sur N-d°'

orbites périodiques.

r
Nota: Une fonction telle que ‘i4k décroissante (croissante) le long

des courbes intégrales d'un champ est appelde fonction de Liapunov pour

ce champ. C'est 1l'outil principal des démonstrations de stabilité asymp-

totique (voir plus loin,...peut &tre...).

Remargue: On comparera avec profit le raisonnement que nous venons de

de faire avec celui, purement formel, de Siegel-Moser.

Nous venons de montrer le

G*) On suppose que k est le plus petit indice ayant cette propriété,
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Lemme: Sous les hypoth&ses du Théoréme de Liapunov (avec &ventuellement

une intégrale premidre simplement C°, voir pages L5,46), et si le champ
. . . . . W),

(X) est analytique réel, il existe quatre séries formelleg uniquement

déterminges, o{(x), “$(t), u1("S)*‘S')}u2(‘$’}‘S))qui vérifient

() ‘g: x(IS1")y , (o)A , W=-u,

u, (‘S’,?):_ G 4 serie dlotdre = 2 wns Forweg T(S’f 5
4
W, ($3)= serle dlade =2 Sams Faawe F(F) S

)l
(ii)
Les séries formelles en t , ‘

(i1i) Ga (k) = wl(S(8)31), Uy (F) = w (S(E)3))

vérifient formellement 1'équation (X).

Ce Lemme résume les résultats du § 16 du chapitre II de Siegel—Mosef:
nous nous excuscns d'en avoir 8té le cBté quelque peu miraculeux.

I1 ne nous "reste plus" qu'ad montrer la convergence des diverses séries
impliquées, ce que nous ferons en paraphrasant le paragraphe 17 du
chapitre II du susdit: peu de mathématiciens ont mieux manipulé les

séries que Siegel, alors...

(*f) 4 ecoefficients complexes.
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Démonstration de la convergence par la méthode des séries majorantes )

Pour une bonne introduction d la méthode des séries majorantes, consul-
ter le deuxiéme tome du cours d'analyse mathématique de G. Valiron,
Equations fonctionnelles , Applications, 2°7° édition, Masson et Cie,

1950, pages 88 et suivantes.

On déduit de (i) que les séries en t, u, et u, vérifient ("(: 0(('33’})

c\u rlu R (a%

— K

2E§ xtf*h,ﬂi? pd

(iii) devient alors

(%‘-;if - ?_ﬁ*__g:f),( ~2A4a4 = CP«(“M“J)

(%; r)o( ~lhd = @ ()

c'est—a-dire

Ls+ = (el 75 }[ ot = (), 530
_ U, [f .4_5 } } = ¢, (ua,uz),

[E(P”‘i)&“bf 108 J[ f\4+§5"‘}¢§?¢ ]
— L'Xz[é{ulkmfi’f‘i] = ¢, (w,«u)

(¥') Dans cette démonstration, ff et ff sont traitées comme des indétermindes

L\A&"ﬂ\hda“ beg .
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oll on & noté

()= ihat =1}, T

u’t(f/?)\- €+ é*qéﬂ“ {(A }f‘i ?\Ej ?
t-q #4
w (5,5)2 T (Ul 37T

Piet

. . . - ef
L'identification des termes en f “J’q donne

()b = ihJfugy + Z (e, = feond,

-
-

[(?mq)Mi *L‘AQJ] Q,i‘,{l—é (P ‘}){“e—i a,q-a.s ’ ,‘hj”

i e
‘»;\wm , lorsque p = r+1, q = r, se réduit a

e

Dans ces formules,\‘(’((%%)jm d’ésigne évidemment le coefficient en 'Sefq
LPL (m(x;?),u,(‘f,*f)) » et les sommes s'arrétent quand 1'un des indices

p-r,q-r devient négatife ( o o wob ((M b= 4 e Ju, Jog = O ) ]

£ Si ¢, désigne un majorant des

A \ et des P-1 \ k= 1,2
p-q3&1 si k = 1, on obtient b9 M (“1) ’\_4"'\‘

H“ng\ < C I ice{((“'/“‘)}ﬁ I* <, gd ‘ 4““?“/1-0, l‘h.\ )
3,-.4,2,, P—qii Kﬁ.—.i)

<) = 1 b, |
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Suivant toujours Siegel et Moser, nous adoptons les conventiona

que voici: si ¢ est une sérieéntiére, m désigne la série entidre
obtenue en remplagant chaque coefficient de ¢~ par son module. Etant
données deux séries entiéres T, Y & coefficients réels positifs, la
relation ¢~ ,.< v signifiera vque chaque coefficient de ¢ est inférieur

ou égal au coefficient corres pondant de T .

T % _ ~ g P
On notera enfin uy = um f ,. U, = Uy s = 1}‘ J Z{ J}M‘f < ,
S= [ufls (55 +(u’{\+ Wil y Sz W 4Ter u +Ty

Les majorations précédentes donnent immédistement (on suppose c1‘31 )

| / m*m*"\gml < C¢[\W4(ﬁ4,q,)\+(‘(’,,(u,.,u,)\+ \'x*l(rq?hm )}

-

et donc, tenant compte de ce que & = - &,

S + (545 [<¥ < cmg\c.e;(‘.,,;,m\mb,\«..\%,‘Wcmfu}m5},

\ AR . ! kul
JPour estimer ‘»—()(u“,u 2@11k1u1u1u2 Uy (e (9,"1(’4!‘(’,’ ) G

on remarque classiquement gqu'il ex1ste cpvo tel que

1+J+k_"+l C

’ ]
. . . . o <
é \@Hkl\c? = cg “ 20 , ce qui implique H)%Qd < ;‘F{m
et donc, tenant compte de ce que (@ est d'ordre 2,2 en 111:1_11,1,1?,712,
unmwmxwrm . ! \
%,,wf" C‘E (\ m..,..é, & {
b, W« } i R | | U u;
&@J+§A(>1

Cs

i

()
C‘&, (:g,, C&v. ‘;"

i
s oy 3
A Ez C&“"Cz,g
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Puisque =1 -< ‘§ + €+ S, nos majorations deviennent

S+ (43)[Al < | £G5S rms|

co - . (3434 5)

Pour assurer la convergence de u1,u2,o< » 11 suffit de démontrer celle
des séries S etm 8 coefficients réels positifs, ou encore celle des

séries S(X,X) et W(XX) en une seule indéterminée X, ou enfin celle de
Slx,x
Ll = 20@(xx) + Jx__.)

(série & une indéterminée X)sans terme constant).

La majoration ci-dessus devient, aprés remplacement de ‘S et § par X:

[""CSXL(€+ ;S(_)t + WS /Amc_

C—LL— CLX(‘Z’+ %)

XU ‘< \C1

F

Nt

Ll < ¢, | /-H.j )((Zi—Ll) +ﬁua
¢y — ch(€+LJ)

La technique des séries majorantes tient dans la remarque suivante:
oL
Si W= WX)= é w; X vérifie
24
[” .
L Cz x (2."" W) 2
W = ¢ 4

4 w
¢ —c,. X (2+W) ¥

W est une majorante de U, i.é. U~< W; en particulier, la convergence

de W implique celle de U.
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4

En effet, 1la mejoration sur U = éuixl est de la forme
(28

u, < Pi(u1,u ,..,ui_1),

~

ol les Pi sont des polynomes & coefficients réels positifs:

Abc 32¢ | 4¢c v
Po="22 L Py(u)=s 22,180, 4, ok
1 Cik 2 C;g C;’ - 4 ¢ -

. i
On a done , si W = ’éwix )
24

u, £ v, = P1, -+5 et par récurrence sur i,

. S P, ey U < P, oo g W. =W,,
4 < Pl(u1’u2’ ’ul-1) - Pl(wl’we’ ’W1~1) Wl

Quant 3 la convergence de W, on la ddduit de 1'identité

f(xw)=0 |

AX)W> + B(X)W.?? CX)W 4+ Dx)

HE

AX) = —cL e, X
(e - 260 )X + 460G 4¢,0,"

c(x) = (\(lfC,C; 4 8(:2‘))( w‘/-c:'
D(X) = él/’ C,C; K J

&
<
i

V4

8 la condition de savoir que le Théordme des fonctions implicites
est vrai en analytique ( et de remarquer que 2&(0,0)# 0).

oW
A vrai dire, nous trichons un peu en évoquant le Théoréme des fonctions
implicites puisque celui-ci se démontre «..par la méthode des séries
majorantes! On peut se reporter au livre cité de Valiron, ou au livre
de 1'auteur, Courbes Algébriques Planes, Publications Math. de Paris VI,
1978,

(x,) c‘,ui et biow  defewinde camune Serde G/\mdh. Log +uwg cmttant
por Les cdoulitel  w, .:T;(w,,,,.--,wg..t) , a2,
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2

Dans ce dernier ouvrage on démontre également un Théoréme plus général
(et bien utile) dans lequel on s'affranchit de la condition :guj(o,o);éca

(on la récupére en fait aprés un nombre fini d'éclatements):

Théoréme: Soit f£(X Y)e ¢ X Yk une série convergente telle que £(0,0) = O,
et soit W € CIIXJ] 0) = 0, une série formelle telle que f(X,W) = O
dans ClIXJ]. AlorsVVéC{XX, i.e. W est une série convergente.

Nous avons donc démontré le

PR . . . . . 2
Théoréme de Liapunov (version raffinée): Considérons dans mu = ¢

(coordonnées u1,u2) un champ de vecteurs (X) de classe ck (k = 2,3,..,

o0 , analytique) de la forme

(X) if(:‘ = Ao+ @ (o),

%:‘;:' (‘AL U, -+ (‘pt, (u"lul) »

§

i ¥

ou les dérivées d'ordre un de L€ et “? s'annulent & l'origine, et

X )E sont des réels non nuls (on peut 1es supposer positifs).

Supposons que (X) poss&de une intégrale premidre I de classe C° ayant

la propriété suivante: dans des coordonnées"f1 =u, + ...,'§2 =u, b

oi (X) est sous forme normale & 1l'ordre deux, le hypersurfaces I = C

(C» 0 par exemple) admettent au voisinage du plan (12 = 0) (et assez

prés de 0) un paramétrage de ls forme‘$1‘ = fC(ArgT1, ?2 ) .

$(X1,n'est pas entier, il existe une sous~variété N de dimension

deux de classe Ck de mu, tangente en O au plan (u, = 0), feuilletée par

2
des orbites périodiques de (X) dont la période est une fonction Ck de

la position qui vaut %%I en O.
4

+.o.,
1 >
S

‘32 =u, *+ ..., N est tangente & 1'ordre k au plan (f% = 0) (resp. coin-

Si (X) est sous forme normale & l'ordre k dans des coordonnées‘s1 =y

cide avec ce plan dans le cas analytique).
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5.- L'approximation cubique(ou le probléme des deux corps dans un

repére tournant)fét l'existence des orbites périodiques primaireé*%) 1

/

Nous revenons dans ce paragraphe au probléme de la lune; 1'approxi~

mation lindaire &tant dégénérée (A1 =lX2), le Théoréme de Liapunov ne
peut &tre invoqué pour démontrer 1'existence d'orbites périodiques
#)

de période proche de 2. Quelques exemples tirés d'un article de Moser

vont nous permettre de faire le point:

(i) Le premier exemple est pPeu encourageant: il montre que, méme dans
le cas d'un champ Hamiltonien, il peut n'exister aucune orbite pério-

dique lorsque X1 =i)\2.

Avy _ . 2H ,
ac " v ! H(wwa)=s vl =1tv, " 4 2(“’*?‘“‘/""/&"(""") J

dv, S H T=H, |
af ﬁd.—z} ()\4 ‘»’L/ 7\1-2‘4)'

1]
-~

On vérifie que

& In(v,v,) = k(Re(v,v,)? + (|v,)2 + |v,|?)3,

at 2)

la fonction Im(v1v2) est donc croissante le long de chaque courbe inté-

grale autre que (0,0) (fonction de Liapunov) ce qui exclut toute possi-

bilité d'orbite périodique.

(%) encore appelées "modes fondamentaux"

(¥&| On a Theorem of Alan Weinstein, Communications in Pure and Applied
Mathematics vol. XXIX 727-T47 (1976) et vol. XXXI 529-530 (1978).
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(i1) Le deuxidme exemple est également un champ Hamiltonien et

montre que, si x1 = 4 .j)kg (j entier 2 2), il peut n'exister que la

seule famille d'orbites périodiques assurée par le Théoréme de Liapunov
P 1T

(périodes proches de /X*L ).

. M : . ]
%i = ’75:\3 ) H(Vv,vb): }\le"‘ "/»| + 2Re <V“' vza‘)
r

P i}
at - \,vb ! (,\__‘:.-2») )1,:-—’1.)

On vérifie que

%-““ﬁ g) = \V2\2J~2( ‘V:l\g * l"2|2)5

o

la. fonetion Im(v1vg) est donc croissante le long de chaque courbe inté-

grale non située dans le plan (v2 = 0), €e qui exclut toute autre orbite

périodigque que celles de la famille v,‘(t) = c1el‘]t, V2(t) = 0.

(iii) Le dernier exemple différe en deux points importants des précé-

dents: le champ n'est pas Hamiltonien, et les sous-variétés I = C sont

des sphéres:

A - — 4ttt _ 5 .

_d__‘:*\ ot tJ (AA + uL ub ) L (04'UL); Iu,‘, + l(h,, ,

due . _ Jt1 . . ,
:{’(}: CU = Uy Uy ;. >\4:J) /\\L:/i-/ )’W"“?i

On vérifie que

ﬁ(%’:é): .“2\2 + J|u1\2 3

Il n'y a donc pas d'autre orbite périodique que celles de la famille
= ¢ otdt =
u1(t) c.e”, ug(t) 0.
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Il se trouve que ces exemples sont optimaux: dds 1950, Seiferf*avait
démontré que toute perturbation assez petite (au sens C°) du champ de
Hopf sur 83 posséde au moins une orbite périodique. Plus récemment,
Weinsteié‘a prouvé que dans le cas d'un champ Hamiltonien (H de classe
02, H(u1,u2) = x1‘u1\2-k‘x2‘u2‘2 + ,..) dont les hypefsurfaces d'éner-
gie constante sont, au voisinage de 0, difféomorphes a 83 ()1 et)&2 >0),
il existe toujours deux familles d'orbites périodiques de périodes
respectivement voisines de E%Let tE{L au voisinage de O, et ceci quels

que solent ,X1 et A > positifs (par exemple A = A Ce résultat vaut

2 % T 2).
en Tait dans R n’ et Moser & montré dans le cas non Hamiltonien un ré-
sultat analogue qui géhéralise le Théoréme de Seifert: en supposant gue

2 2 2
I, de classe C°, est ?e la forme//«]'u1\ +/A2(u2' o, f/\4e(74,_>0) etque &
champ est de classe C , on trouve au moins une famille dforbites pério-

diques.

Contrairement au Théordme de Liapunov qui est doublement local (on tra-
vaille au voisinage d'une orbite périodique du champ linéaire, elle-méme
supposée assez proche de 0), les Théorémes de Seifert, Weinstein, et
Moser, participent & la fois du local et du global: globaux dans la
sphére (I = C), ils sont néanmoins locaux dans le sens ol C doit &tre
choisi tel que cette sphére soit assez proche de O. Des Théorémes plus

globaux ont été démontrés par Rabinowitz, Fkeland, Lasry, etc...par

des méthodes variationnelles (voir un panorama et des références dans
Berestycki, orbites périodiques des systémes conservatifs, Séminaire

Goulaouic,Meyer,Schwartz, école Polytechnique, exposé XXIV, 1982).

H.Seifert, Closed integral curves in 3-gpace and isotropic 2-dimensio-

nal deformations, Proc. Amer. Math. Soc., 1, 287-302 (1950).

A.Weinstein, Normal modes for non-linear Hamiltonian systems, Inv. Math.,

20, W7-57, (1973).

J.Moser, Periodic orbits near an equilibrium and a Theorem by Alan
Weinstein, Comm. Pure and Applied Math., XXIX, T27-T4T (1976).
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Ignorant pour le moment ces théorémes profomds, nous allons démontrer
l'existence des orbites périodiques primaires dans le probldme de la
lune par la méthode purement locale qui nous a servi pour le Théordme
de Lispunov: une orbite (périodique) donnée du champ de Hopf n'ayant
aucune raison a priori de résister & une perturbation arbitraire de ce
champ (perturber par exemple 1'application de Poincaré locale, égale &
1'identité, en une translation), c'est 1'examen des termes d'ordre su-
périeur (trois, en l'occurence) du développement de Taylor qui peut

seul nous mener & la conclusion.

Tronqué & l'ordre trois en z,z,w,w, le champ de vecteurs (6) obtenu & la

fin du paragraphe trois par régularisation devient

PN
é}'- téfi— = W Zl.il‘zlxz )

(3) [ & 2w
o 1 ' v
iﬁgzn_iggé - 4; (17UV)'Z _.él\s rl' w P

ol % = f2(z,w)|z\2 + |w|2'— YE

du Hamiltonien K (rappelons que fz(z,w) = 1+ 2i¢(Zw - zW)).

2 est la tronquation & 1'ordre quatre

Comme celle au premier ordre, cette tronquation a elle aussi une inter-
prétation trés simple: il "suffit" d'annuler la masse du soleil pour
passer de (6) & (8); que ceci ait un sens vient de ce qu'aussi gros soit-
il, le soleil n'intervient que peu relativement & la terre lorsque la
lune est trés prés de cette derniére. Le champ (8) s'interprdte donc
simplement comme la régularisation de Levi-Civita des équations du pro-
bléme des deux corps (Terre,Lune) dans un repére tournant centré sur la

Terre (W3 = 1; dans le cas général, remplacer f2(z,w) par 1 + 2iw&(Zw -~ zW)).

Cette interprétation rend évidente l'existence des orbites périodiques
primaires, de période voisine de 2K, puisque les orbites Kepleriennes

circulaires, directe et rétrograde (voir page 12), continuent & &tre

périodiques dans le repére tournant. Les autres sont ou bien périodiques
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ou bien quasi-périodiques (ellipses ayant un mouvement de précession)

et vont manifestement habiter sur des tores "feuilletant la sphére g3
A

définie par (K = 0): 1'approximation au troisidme ordre est encore

complétement intégfable (voir Arnold M.M.M.C.).

(Q(rw. WAR, FAW\,& q)\ug PVQ‘(AX&/ Vol pege 6‘().

1

Une intégrale définissant les tores en question est donnée par le moment
P
cinétique
A

4{ Im(xy) = (2w - zw),

£

-

qu'on peut remplacer par

fe(z,w) = 1+ 21€ (Bw - zW);
quant aux é&quations des deux familles d'orbites périodiques primaires,
on les obtient par exemple en cherchant les singularités de 1'intersec-

A N
tion des deux hypersurfaces (K = constante) et (f‘2 = constante), c'est-



_60,

d-dire en résolvant les dquations

N\
}Q 3}? }l? Dk
2z A% dWo AW .
N T Y CE Y T
2z ~% 2w 2%

on obtient ainsi la relation w = # if(z,w)z qui, sur chaque sphére

A
(K = constante), définit deux courbes fermées paralléles tracées sur un

tore ( |zl = constante, |w constante).

Le changement de variables

= wa Alzw)z
T I

Vi
s'impose alors (c'est celui qu'utilise Conley; on remerguera gu'il est
non canonique, i.e. qu'il ne préserve plus & homothétie prés la forme

symplectique standard, voir note au bas de la page 6);

. . e 4 N s
de (8), le champ devient (aprds multiplication par g c'est-d-dire
changement de temps)

é.f_‘,- . - de . ﬁ'-{vll
(s) ] &° S 2P (15 0400) ) g

a5, _ 4 € T T e
e ‘&( T P (R ”\) ’

. o~
ol la fonction d'une variable réelle f est définie implicitement par

z{(x) -4~ -E- X , et vérifie donc

T - g~ Ex g e xt) .
f(x) = 4~ x4 o(ex)
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Les orbites périodiques primaires s'écrivent maintenant tros simplement:
. gleq\® >é_
L (”‘ - i ot

S,k - c, e 283 0W) , $.(H)= 0,

('%(,\f
. . . S‘CL‘» t— L W
¢ ( A 4 1—"';"‘"""'7)
- 263 (- leat?) .
f,(k)=0, S (t)= <, e

>
Plus généralement, ‘t1| et Hz«\v

étant évidemment des intégrales premiéres
du champ (9), les courbes intégrales sont de la forme

oll on peut supposer r, et r, réels positifs ou nuls; les arguments véri-
fient alors les équations

AD(,. - /1 — € [’L‘ba‘- )L:: - ef‘{,—‘)),;, <3 (K“"'db ) ] )
e LEE-)

Y A4y Cod (“4‘\”9(1« ]
é‘;‘é’ = A4 + “"',vgit . [ﬁ‘( h T ) 7
dt £ (1,-'1,,)

. . . o . « .
qul, impliquant ‘%r'l& + AA:= 2, s'intégrent explicitement en

- Grad)et | aa,c { (o) % (0) 42¢) — 55 (Rylo) 4, )
K (t]= %ot € - 224 + Ao (L to) & o4 (o) + s
A(H A ) 2‘(:3(&:—{:) 2"‘:1(‘[:\-’):) (

PV £
Ky(t= K o) b 4+ QIPLIEE rarr €
A4 20300-w)  2P0w)

[4&(@(0)4, “ (o) 42t) - fon (¢4 (0) +'l,(o))J

‘ A
(rappelons que sur 1'hypersurface (

K=20), ona r?+r2=2VSL

2 ).

~
Comme dans le paragraphe 2, 1'anneau A d&fini dans la sphére (K = 0)
par (Arg 11 +Arg§2 = 0 mod. 2T), est bordé par les

deux orbites périodiques primeires et son intérieur rencontre transversa-



lement toutes les autres courbes intégrales.

L'application de premier retour de Poincaré %icoincide ici encore avec
l'application "temps |", puisque c'est au bout de ce temps que aﬂ(t) +

cxe(t) = ¢%1(O) + 0(2(0) + 2t reprend, modulo 21t , la valeur 0(1(0) + aé(o).

On peut choisir comme paramétres sur l'intérieur de A, d'une part
0= Argf1 (c'est-%ﬁiret%¢), d'autre part r = r? - rs , qui varie entre
~2922 et + 2V£2; on constate que P_, définie a priori sur l'intérieur

de A, se prolonge en un difféomorphisme de A lui-méme, défini par

3 3 3 ))g’/' 52,
[ACRYE 9+W~;E’f) ,»L) = (9+T\'—7Tv’£— Iz_¢+£¢3(g—»))¢).

La conservation des cercles (r = constante) refldte bien enténdu celle

des tores (\$1l =1, r$2' = r2) dont ils sont les intersections avec A.

Comparant avec le paragraphe 2, nous constatons qu'une dégénérescence a

été levée: au lieu d'@tre une rotation rigide d'angleTT ,1'application

P¢ peut maintenant &tre considérée comme une famille de rotations du cercle,
dont l'angle varie avec la coordonnée radiale r qui détermine le cercle.

Si £ est assez petit, cette variation est monotone ;

on dit alors que P, est une "distortion monotone standard" de 1'anneau,

en anglais "standard monotone twist map", 1tadjectif "standard" faisant pé -

férence 4 la conservation par P de chaque cercle (r = constante).
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Remargues :

1.~ C'est le facteur 4_?-’3() qui crée la distortion; nous verrons cependant
que l'existence des orbites périodigues primaires n'en dépend pas (il
b q

suffira de savoir que 'y:;()= 1+ 0{¢r)).

2.— Dans le paragraphe 2, nous avions introduit

<€ = Am.g§1 - Arg fg modulo 27

comme coordonnée, non pas sur A, mais sur son quotient A par l'antipodie
( ?1, 32) ("SP "?2) de 1la sphére'SB; A est un anneau de ‘section
pour le flot sur S0(3) quotient du flot de (9), dont l'application de pre-
mier retour Ug :ﬂ’ iz 474’ » quotient de Pe s'écrit

, 2 N
52(@»):(% ;;)"j ,4,> = |@-2mved -3mvefy 2y len) 2 )

L'interprétation des variables Y et X = Arg$1 + Argﬁ),a mod. 27T
est la méme que dans le repére fixe; un calcul identique a2 celui de 1la

page 11 donne en effet

-

.

A <@ ‘ ' T, .
S e |AIY) wa ) — 24,4, + (A7) 6 \
: 2ET () Ln) ) R v

oa Is ) = k Ke\ - e

"~ En particulier, 1l'anneau l= 0 mod. 2 correspond aux points de tan-

gence de la trajectoire (dans le plan de x) avec le cercle de rayon
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("14-’2:,)" 2\/51—[/‘__ \; g ]
= | hyrgr

qui en est une enveloppe (caustique), la composante angulaire P de
1'application @(Q,r) = (pg(‘P),r) s'interprétant comme la rotation
sur ce cercle qui fait passer d'un point de tangence au suivant (voir
figure), et cbincidant donc avec celle définie par Birkhoff dans son
premier grand article sur le probldme restreint des trois corps ( The
restricted problem of three bodies, Rendiconti Circolo Mat. Palermo,

vol. 39, 265-334 (1915)).

-0 \)(‘rcwk‘d\\ derbibter de colliton
(ceviRe do Yo \AMQ—) .

davectes .

>0 ) Pfe'r.e(h\w A'Q,U\'Pgn.s

bk Vats wafalive, e whee da cobbu. fue Vellipe esb  beanwnp plug

[L‘;:(?rhc qua Re uiliie do Asfabih, ded axer ; la fure W pos @ Ceeelle ! ] :
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Chaque cercle (r = constante) de 1'anneau A correspond ainsi & un cercle

(de rayon 2,\7&L ["‘\‘4’%x ) dans le plan des x, que les trajectoires
enveloppent dans le sens rétrograde ou direct suivant que r est négatif
ou positif. Lorsque r est nul (orbites de collision) le cercle associé dans
le plan des x se réduit & 1l'origine. Remarquons avec Birkhoff que ces
cercles peuvent s'interpréter comme des orbites périodiques primaires, ré-
trogrades ou directes, correspondant & des valeurs de 1'intégrale de Jacobi
H comprises entre -j?t et — o0 , la valeur - o¢ correspondant & la coln-
cidence Terre-Lune. On arrive ainsi & la vision qu'a Birkhoff de 1'anneau

;fk comme ramifié le long de (r = 0) au-dessus du plan de la variable x:
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3.~ On pourrait &tre tenté de croire & ce point que les Mathématiques sont
contradictoires:dans le repdre fixe, tous les mouvements elliptiques Keple-
riens d'énergie fixée ont méme période. Ils donnent donc lieu dans le re-
pére tournant i des mouiements qui sont ou bien tous périodiques (période
de rotation du rep@re et période du mouvement sur l'ellipse rationnellement
dépendants), ou bien tous quasi-périodiques; on pourrait hdtivement en con-
clure que l'application Pi (ou 62.) doit &tre conjuguée & une rotation ri-
- gide (i.e. la méme pour tous les r): en effet, c'est seulement dans ce cas
que toutes les orbites de P .

1
quasi-périodique), l'existence d'une distortion impliquant au contraire la

(ou 52) ont le méme type (périodique ou

présence simultanée d'orbites périodiques et d'orbites quasi-périodiques.
La contradiction disparait dés qu'on reﬁarque que fixer la valeur de l'in-
tégrale de Jacobi ne revient pas 3 fixer celle de 1'énergie dans le repére
fixe: par exemple, les orbites circulaires directe et rétrograde ayant
méme intégfale de Jacobi ont des rayons différents, et donc des énergies

différentes dans le repdre fixe(wuﬂr 4{3uv¢; et Lovuules Aau;ltvtuuufuz 2),
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L.~ Il est instructif de faire un "mauvais choix" » par exemple

A/\,}?i — 0 .’Wd'duﬁm LT

de la surface de section: l'gpplication de premier retour Q g est définie,

dans les coordonnées ( £ = Arg “?2, r), par les &quations implicites

z (4—%;%1——)—)‘!"4— VS;""?%"? [ Cin (o<+21") - Slv:x]
" MZ(&)
Qe %M = <~x+’(4+ 43(¢)) | L [s(u(.zsz)—Siud], ’)->

2 f3 )

ou encore

Qelx) = (we7,0)

mvs‘+ R K 4v‘s‘*[gw(o<+zr) swz]
) £0) e 3()

Y:T"Z_‘T =
et donc

e (x») = (gs,a (), )L) )

ol le difféomorphisme f admet un développement limité en £ de la forme

&)

. 3 4 \f A
Co (e a g THe TV E -mm{( e + O(€7)
> £0)  %40) (»)

fa 1 = = . 1 = =
Sur le tore T dféquations (K=0, r ro ., i.e. ‘11' T, ‘?El rg),

[ -]
nous avons donc deux courbes de section:
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Taon A

]

(X:A(af" + AQJYI: O wiodule lﬂ)

Nous avons vu qu'il existe une coordonnée O sur le cercle Tran telle
que la restriction a ce cercle de Pg soit une rotation ( d'angle TF_TTV$3
-~ z_T_V_{_{_‘*,L +0(g) ).

11 n'est pas difficile d'en déduire qu'il existe une coordonnde (3 sur le
cercle ( Arg'ﬁ1 = 0 modulo 2W) en termes de laquelle Q ¢ devienne une ro-
tation: que P¢ soit conjuguée & une rotation implique en effet 1'exis-
tence sur le tore Tr de coordonnées dans lesquelles les courbes intégrales

(]
de la restriction de (9) 3 Tr soient des "droites" ( images de droites de

®
IR2 par la projection canonique ®® “-€>(R2AZ2 = Tr ; voir S.Sternberg,
0
Celestial Mechanics, Part II, Chapter ITI, Theorem 1.1, ou le cours de 1°'
auteur & Hanol déja cité page 29; on peut également le montrer soi-méme, ce

n'est pas difficilet!).
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Le difféomorphisme du cercle fem est donc conjugué & une rotation, ce
. 04

qui ne saute pas aux yeux sur la formule qui le définit!

On peut cependant remarquer, et ce sera utile dans la suite, que si f

est un difféomorphisme du cercle de la forme

fll) = & + a + beoso{ + 0(c),

c=o(lo}), b =o(lal), a=o0o(1),

la conjugaison par le difféomorphisme

=
R
i
R
i
[vElen

sina

le transforme ‘en

-1, b°
hefeh (x') = o' + a + O oy Hlel* foal )

= o' + a + o(|bl).
Il ne faudrait pas en déduire que la dynamique de la famille & deux pa-

~
rametres

£, ) 5 L+ a+beos , bl ¢,
de difféomorphismes analytiques du cercle est facile & étudier; si on
fixe b & une valeur non nulle, la famille 8 un paramdtre obtenue pré-
sente toute la complexité d'une famille générale de difféomorphismes du

cercle: les valeurs de a pour lesquelles fa est analytiquement conju-

b

9

gué & une rotation non périodique sont de mesure non nulle (Théorsmes

d'Arnold et d'Herman) mais leur complémentaire contient un ouvert dense

de valeurs de & telles que fa b soit structurellement stable, i.e. ait
' 2

un nombre fini d'orbites périodiques hyperboliques.
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Sur ce dernier point, on pourra consulter les références suivantes:

V.I.Arnold, Chapitres supplémentaires de la théorie des équations

différentielles, Chapitre III, § 11.K;

M.R.Herman, Sur la conjugaison différentiable des difféomorphismes
du cercle & des rotations, Publications de 1'I.H.E.S. n°L9, 5-234,
(1979);

M.R.Herman, Mesure de Lebesgue et nombre de rotation, Springer Lecture
Notes n°®597,271-293, (1977);

et enfin le cours de l'auteur & Hanol cité page 29.
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Existence des orbites périodiques primaires:

Dans les coordonnées ‘f1 = w+ if(z,w)z, '32 =W + if(z,w)Z, le champ
de vecteurs (6) (non tronquél) s'éerit

?ﬁ = (§y (»" -3 1-%07) + £ 0:(3)
(o) |

d;,"\‘ / : ‘*- 1+ 2 '
}I?F'“ (A EIE-TL ) ¢ £0:09)

ol les Os(f) deésignent des termes d'ordre au moins 5 en ?1, f1, ié, §2.

Cette approximation suffit pur montrer 1'existence de deux familles
d'orbites périodiques primaires, de périodes voisines de 2m, approgchant,

les orbites circulaires directes et rétrogrades obtenues en oubliant le
soleil.

Nous montrons d'abord cette existence dans le cadre Ck,1§?5, par la mé-

thode trés simple qui nous a servi dans le Théoréme de Liapunov; naous ex-

pliquons ensuite la structure de la preuve de Conley dans le cas analytique,

laissant au lecteur le soin de démontrer la convergence par une méthode
anslogue & celle que nous avons exposée dans le paragraphe 4. Enfin, nous

faisons allusion & une preuve donnée par Birkhoff, qui utilise 1a symétrie
des €quations.

La théorie des formes normales fournit de nouvelles coocrdonnées (encore
notées 21, 22) dans lesquelles le champ s'écrit de la méme maniére & la
suppression prés des termei/;ésonnants d'ordre trois, c'est-a dire

e
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(8. ig, (4- Ll ) 4574, 005.)

8 ig (A UPHRD) ) 2@ (5
at .

[,

ol ‘?1 et ‘92 sont des fonctions analytiques d'ordre 3 5 en 51, Y],
$ o '{2 (il suffirait en fait de les supposer C et nulles d l'ordre

b en, =='?2 = 0).

La solution ~21(‘6), 32(1;) au temps t, issue de ?1(0) =S 1 ﬁg(O) =“S:2
s'écrit alors ' ‘

$,(4) = e‘e[ﬁ(4- LE(RIHIRT)E) £ wa(5,5,0)),

5,00 = o (AL (RMRIDE) + £ 4 Gust)]

e,

ou 0(1 et 0(2 sont d'ordre 2 5 en ?1, ?1, 32, ?2, uniformément

en t veriant dens un intervalle compact.

Dans le domaine l‘fe | € ‘f” » les 8quations de N,, ensemble putatif des
orbites périodiques voisines du plan (‘fg = 0) et de périodes proches de

2T, prennent, aprés remplacement de ‘*f1 par z, et?e par z,z,, la forme

\ -Z‘\T«t—T_;_/\A}[/i-Z%|z,,\"(4+|z,,|")1- + £ aa(%,,;m.ﬂ”)]:o)

[6”'(4 P E 1z (i) T) - 1}» AR N CR Ny e

=1
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—

La premiéré édquation détermine T comme fonction 03 de 21,51,22,22,

o .
T =270 +ﬁ£‘z1\ (4+IZL|L) + O3 ) g ‘Dé
ol o, désigne une fonction nulle & l'ordre 3 le long de(z1= O).

3

La deuxiéme devient ainsi

.//J

Y,Ziﬂilz1(2(4+lz,_(”)+og] Z,4 03 ,

. 2
c'est-d-dire, aprés division par |Z1‘ R

. 1 .. . .
ol 0, est une fonction C nulle ainsi que ses dérivées premidres le

long de @1 = O).

N1 est donc une sous-variété C1, tangente au plan (22 = 0) dans les coor-
données Z,s%25. On en déduit comme pour le Théoréme de Liapunov que, dans
l'espace‘§1;§é, N1 est une sous-variété 02, tangente & 1l'ordre deux au
plan (?2 = 0). .

Bien entendu, la méme démonstration marche en C° & condition de pousser
Jusqu'a 1'ordre k les formes normales (remarquer que dans les termes ré-—

sonnants on a toujours z1|z1{2 en facteur).

Ainsi, nous avons montré l'existence, pour les valeurs assez négatives
de 1'intégrale de Jacobi, de deux familles d'orbites périodiques pri-
maires; dans le plan des x, c'est~a—-dire dans le repére tournant, ces
orbites correspondent & des mouvements approximativement circulaires de

la lune autour de la terre, dans le sens direct ou rétrograde.

On notera que ces Tamilles ne colncident pas avec les familles NT’N2

d'orbites périodiques primaires du champ (6) correspondant 4 une valeur

fixée de & : elles ont simplement en commun avec ces derniéres les orbites

dont la constante de Jacobi vaut - i;






Analyticité de N, : DNous reprenons la démarche suivie lors de la démons-

tration du Théoréme de Liapunov en analytique: supposant tout d'abord Que
l'opération de mise sous forme normale peut &tre faite dans le monde des
séries convergentes, nous en déduisons la forme a priori sous laguelle
chercher les orbites périodiques, expliquant ainsi la structure de la

preuve que donne Conley:

Notons
(i) (S Tose, To2Fe)

un changement de coordonnées transformant le champ (10) en une forme

normale

I N R CAR LA A A GRS S S LR Y

pro—

a5, i3, (A E(B% 1) + 575, o, (18011573 ) + 675, (RG0S 75.
At »

ol %g(xgy,z), LVi(x,y,z) , 1= 1,2, sont des séries en X,y,Z,z.

Les courbes intégrales prennent alors la forme suivante:

G e}“[z: Eegl )+ 5 Gl IS8 O L (R, ),
$ 00 = &g SSEERER) 4 80 i 558 + s pa (s 15,0 |
A la différence du cas ol

)
*3

n'est pas entier, les plans “51 = 0 et

< 5 = O n'ont maintenant aucune raison d'@tres invariants. Dans les

coordonnées 2192, définies par “§1 = 2y, 102 = 2,%2,, l€s équations de N,
sont de la forme .
L& — he 1 » Yo M Y . * .
~JW+TW+AA3[4JEIla'(*ﬂzd)+i ﬂ(ﬂdﬂ@“@b“%zgﬂ+izbhl ﬂ )

\ e 9 . o o - . B ‘k’T‘
{(’_‘( A T e () + € 6 (1205 w,(a]zb)«))ﬂi}zg e o (---)=0
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d'ol on déduit sans peine que N] est définie par une équation
_ 2
22‘")/(‘21\ )9
c'est-d~dire
=¥ e
S, =53

Si on choisit 391 comme paramétre sur N1, la restriction du champ & N1

devient

¥
TE = ({3193, ,

o {F - puisque toutes les orbites sont périodiques sur N..

Revenant 4 la ré€alité, nous déduisons de ce qui précéde l'existence et

1'unicité de séries formelles

e

£, Y0, S, 5,053

1 2 2°°2
telles que
(1) §= 2925, o) = 1,

(ii)‘?1(f1,§},1%,§é) =‘f1 + série d'ordre 2 2 sans terme de la forme
: 2 2 = .
RIEISI A A A N AT A SO T IS
~%2(f1,31,f;;1é) =‘fé + série tatati tatata ...
(iii) Les séries formelles en t

$1(0) = F, 6000, Te), XN 2300, Fl300)13)F0),

vérifient formellement 1'équation (10).

[
i

1,2,
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Un raisonnement analogue & celul des pages L46-UT montre qu'on a forcément

R

Az -o.
On en dé&duit le Lemme suivant, & comparer & celui énoncé page U8
Lemme.~ Il existe cing séries formelles uniquement déterminées
(), E(x), $(6), $,05.5), ,05.9),
gqui vérifient
() & - (Ut %, «(0) = i, Xz-wx ,

(lL)\? = + série d'ordre 22 A coefficients polynomes en deux

variables U ¥ sans terme en "f(ff)gg

\ie(f,f) = Y%+ série tralali tralala .

(iii) Les séries formelles en t obtenues en remplacant dans ‘f1(f f)
et ‘g (£,%) les varlables =<, 5 par (t), f(t), et les paramétres
Y. ¥ par ¥( (1)) \f t)\ , vérifient formellement 1'équation (10).

Si maintenant on cherche 3 déterminer par récurrence les coefficilents de

ces diverses séries, on tombe naturellement sur la formulation de Conley:

considérant Y et ¥ comme paramdtres, on détermine des séries formelles
(530250, 5, (5,5 )= ¥5s-, <UD = e, LS,

a coefficients polynomes en Y, ¥, telles que ((owvavev & Ka Pege Lf&)



.._"‘(7.,.

% S, \ e *
(/( \)\) | ",%*‘j\f“w§ = LY,,(/{"“%H,(-\%,I ),},2 Or(T)
O i §

Q\'S«{_(ﬂbg"?m ) - (f, /(+{‘ff°l/)+50(f)

A
Le Théoréme des fonctions implicites fournit alors Y= \f( \“ﬁ\) 3 partir de

1'équation (’73 0.

La détermination par récurrence des coefficients se passe exactement comme

a4 la page 50; en particulier, ceux de ¢{ et ("4, sont déterminés 4 1'ordre r
. . =\ . .

par la considération des termes en “ﬁ'(ﬁ’) respectivement dans la premiére

et la deuxiéme équation; o teouve
L RS %:?ff"—f 50, (5)0.y) + £70.(7),
LYY - el £V eFT e 110, (3001 + 570 (3) |
SN S5t -
Lo (o CE (appg) 3174 570, (1817)
(s-: CEY(A+YE) IS+ 20, (In)Y)

v (2
de la derniére équation on déduit b/= 8\‘5’\5(‘8) >et done

T2 T4 003 )
5 . esiiisn) + sro ()
A= (A= Eisi)+ s*O, (I51)

i

§t



.Que le paramétrage soit de cette forme peut se vérifier directement en
invoguant l'unicigé de N1 et en remarguant qu'un tel choilx de ﬁ;,'fb, of |
est sclution au Seme ordre prés en ‘§ des équations (10bis) avec F-= 0.
Cela vient de ce que, de méme qu'au premier ordre on a f}ifg 3$'§ ?

I

on a su troisidme ordre Mg W § o, ( fake fo Ctongmce )
2 B 11

Y

' - 3 - -~

Quant 4 la convergence des diverses séries, elle se montre par une méthode
e

de séries majorantes strictement analogue 3 celle que nous avons utilisée

pour le Théoréme de Liapunov.

Les symétries des équations et la méthode de prolongement de Birkhoff

Le Hamiltonien H(x,y) écrit page 22 vérifie

Les équations (5) sont donc invariantes par la transformation
(x,y,t) —— (3"{,'-37",.—1:) .

Dans les variables (z,w) de Levi-Civita, ceci se traduit par l'invariance

des équations (6) sous la transformation

(stat) by (--Z,':V_I,“t) .
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Bien entendu, le passage de SO(3) & son revétement & deux feuillets 83

porte avec lui l'invariance de ces mémes équations sous la transformation
(Z,W,t) ¢ » (“Z’._wat).

En définitive, les &quations (10) (variables ‘fj, (fé) sont invariantes

sous les transformations

(8,.7%,0t) —=—=- (=3,,-5,00),
(.?1;22;3) """""" ("-?1 ,“"'%;,"t).

De 1'unicitéd des orbites périodiques primaires directe et rétrograde
d'intégrale de Jacobi fixée, on déduit que, dans le plan des x, chacune
est invariante par remplacement de x par X, c'est-d-dire sym@trigue par
rapport 3 l'axe Terre-Soleil. Prenant pour modéle le mémoire de 1915 de
Birkhoff sur le probléme restreint des trois corps, nous donnons mainte-

nant une démonstration de leur existence basée sur cette propriété de
symétrie et plus précisément sur la conséquence suivante: l'intersection

des orbites périodiques primaires avec 1l'axe Terre-Soleil se fait & angle

droit dans le repére tournant (et donc aussi dans le repére fixe).

Considérons d'abord le champ (9) (probléme des deux corps dans un repére
tournant): les orbites issues d'un point de 1l'axe Terre-Soleil opposé au
Soleil (lequel est en l'occurence & 1l'infini) avec une vitesse orthogo-
nale 3 cet axe forment deux familles & un paramétre (u ou v 1liés par la
relation u ¢+ v = uogg si 1'intégrale de Jacobi est fixée:iﬂ‘BAbe:2V£ltc))
définies par les conditions initiales suivantes (les signes + et - sont

respectivement associés aux orbites directes et rétrogrades):

%,(0)-7,(0) = ¢ (&

W,V >9, u+\f:’f—\/£”}

§.(0)+5,(0)= £ (V&

/
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c'est—d-dire

S (o)

1 X

§2(0)

i

,%(J"«I.t\ﬁ) é(@;‘-’\/?-) )

ou encore

§

% (0) 2 , (o) = + 20 f(2Jw (o
2 £ (£\uv) dle) '“““"“‘g’““)m :

Les orbites périodiques primaires (orbites circulaires) sont obtenues

lorsque u = v = 2V£?.

v A a=\J"

o Udon
(hbeife )

orhite avanlede

giheve wulle

/

@ > (A

QLU = l‘h}{"

Notons Wi(u) = Re(y(to)), ol t  est le premier temps positif tel que
x(to) soit réel négatif. Les orbites périodiques primaires sont carac-—

térisées par la condition %ﬁ(u) = 0 (voir la figure ci-dessous).
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Le passage des équations (9) aux &quations (10) &tant une petite pertur-
. § . .
bation (permes/uivO«KA+KVD», 11l suffit de montrer que, dans le cas de

(9), 1'équation H%ju) = 0 se résoud par le Théoréme des fonctions impli-

AL (4

cites, c'est-d-dire

(2V¢) 4 0

Mais

W () = Re| _ 22 [ (e (b g“‘f”*Y(FJ;
e («) { ?{(mu tu‘,)() (k)50

_ 2 (lf(h,)l.wlr(h, D T (. (k T (h
3 Tolb) ~5.(h) W(4 . ))

4 ':6({?1((;)]&; ls*;,(%o/l”) ]:m( £k ))
£ T (Fo) - ?L(#h)
(5:k) -5, (D)
(e - )
S(h) T, (k) = TLCR)=Silk) oot xéer,

étant réel négatif,

puisque, x(to) =

Considérant par exemple les orbites directes, on voit que ‘i (t)=0

2' 0
lorsque u = V= 3923 et donc
o) o £ICXD 4 (g o 01)]
“ s\(2yer M > w= 2D8%
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Nc\Jtons \?’L( L’,’) - QL &L"(z,(é')

si r, #0, u’z(t) peut Stre défini par la formule de la page 6!

(données initiales § 1(O) = r1elq4(o), § 2(O) = r2e14b(o)):

G4 L0)4 Gria)el 2 b A (0o dyfo) 421 ) = Ak (o) dulo)
S o) &F’(4:~1:)[ (ko by 2b) = (ot )]

Pour la famille & un paramétre que nous étudions, on peut choisir

A (T TR N AT

)

-

}

L (et ce méme si u = v).
-

®_ (0) = AL , & _(0) =
L 2

1
Puisque r, = 0 pour u = 2?{2, on obtient
A« \ da, o
Au(Lw‘?"(h)) az 2V v }({‘0) ws 2y g
RV N & P\ e :
A )] ) | e

i

-

A (h) \
2Tyt

€= 2Y§"

Enfin, puisque r, =QZV£2 lorsque u = QVQ?,
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3
T 295 &,
.Z,( {‘O ) = —!2:‘ "‘I" é-o 4" \75 J et de méme

2£5(2vs7)

3
2’ \72 £‘° . on en déduit
2 ¥ (avet)

’T,(:; ”(«((f\o): 15_’_‘{‘“._-

eyt
£ (s

<, (k)= T 4

En particulier, sin°(2(to) ne s'annule pas pour u = 2v£2 tant que £

est assez petit, ce qui termine la démonstration.



6.~ Notre probléme de la lune réduit 4 1'étude d'une distortion monotone

de 1l'anneau

Alors que l'approximation au troisiéme ordre suffit pour démontrer
l'existence des orbites périodiques primaires, nous avons besoin pour
ce qui sult de préciser les &quations (10). L'expression exacte de ces

équations s'obtient sans peine:

-

Aes i fa- B ”) /~ Ha(50,72)

A%,y A else-nl’ & /a‘g‘lHl«(y‘lY")
Ak 2 7? Fal

[ad

(+4)

-~

~ P 3 <
oi f = £(I§]-15l) est dérinie dans la formule (9), et

034 el = T s
H,gﬂ(i.ﬂ) - ,g“:".‘“ TR /‘W(Z

z 4: J
Hy (545.) = _XEE g (s
qz T 2z )
,_% A 2 = 2z
avec gz = u , et glz) = ~Z|zg} " -d+2" 42
208 | 22+ 1|

Rappelons &galement que 1'intégrale premiére K devient

L(5,30) = 3 (11007 =96 metga)

Nous utiliserons dans ce paragraphe les approximations suivantes:
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A s»«"i :
?HA(S*()ib‘): ‘e"( 2 )4—03-(?))

b

A
B(s)= S[élsle 35T A0S ]

L(5es,) = LU 1507) =yer e uet O.(5).

i

Il serait agréable a ce:point de mettre (11) sous forme normale jusqu'a
1'ordre 5; cependant, les termes d'ordre 3, bien que non tous résonants,
sont assez sympathiques, et le faible gain provenant de leur mise sous
forme normale ne justifie pas les calculs compliqués des répercussions
Jusqu'a l'ordre 5 de cette opération. Par contre, mettre sous forme
normale les seuls termes d'ordre 5, i.e. les termes de l'ordre explicite
le plus élevé, est inoffensif: il suffit de su@primer les termes non ré-
sonants.

Appelant toujours ‘?1 y ‘?2 les nouvelles variables, on obtient le nou-

veau champ:
° Py ot 2 "M
%%-: c?¢"4 - “E;lsar?c\ - "L,g (‘i’i\v“‘l?*«\l&)]
“7%31&?4\,\34\%z\n\"’+6\?1\"lu”+ 55750 FAT L Y’f\

~ AT+ 270 0T)
9 ,

Aﬁgl, . | > v T [/, o
T szl[/‘+§|74»7b\ 4 %- (\ﬂlt'—lf,,\ )] :
AL A A LS 15"+ 55,5 4455 if}

- /‘Ygf’c 15,0878, + £°0,(3).
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Afin d'écrire commodément 1'dquation d'un anneasu de section, il est
naturel de remplacer les plans des coordonnées\e1 et ?2 par les deux
sous-variétés analytiques N1 et N, feullletées par des orbites pério-
diques, que nous avons mises en &vidence dans le paragraphe précédent.

“{ - O /M %= A"(Yz’)
“ > 9, = ¢
) z = L+ E)’_(\fu«)

%jﬁ,‘ z f1 + A,‘ (‘f,()
% =B (3,)

N,

4.

Un changement de variables ayant cette propriété est évidemment

SF ?2) —> (;ﬁ(,’gfz)’

défini & partir des paramétrages de N1 et N2 Ge Yb?cfhw'i 1ls figur% par

% = "f,( +/»\A(§,,) 1= A,,(”f,,) )

(413
@) So= St Bu(sd) +B,(%).

Les évaluations

e | A= £ 0c(shy
(A% bis) B () = £ SOY) + 87 Og (%)

données page 7T et les évaluations similaires de A2,B2, montrent déja

1t

1
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qu'un tel changement de variables ne modifie pas la forme des équations

jusqu'd l'ordre 4 puisque les &ventuels termes d'ordre 3 de B1 et A?

sont résonants (revoir les pages 36,37 sur les formes normales).

La connaissance des termes d'ordre 5 du champ de vecteurs nous permet de
raffiner (13bis); on commence par analyser les coefficients {O(&L et HS%L
de {‘ﬂl’“ dans les développements de o et ($ 3 partir des formules de

récurrence (celles de la page 50 a la présence prés de (; ):

EIUEERR AN AT IR N CATD) SO
{ML + ¥y, = {({’L(n(ﬁf),‘iz(f,‘?))jm
ol 1'on a noté (12) sous la forme ramassée

A? \ Gk€; - 2 ;
-:_I::: - L?,i_ —+~('ﬁ4 (?,(;?») ) ZGP - g;, -t (pz,(\ff(,?x) -

Le développement 3 l'ordre 3 de ‘i‘(‘f,f') et ‘iv(“f,:s:) donné i la page T7

suffit pour ce calcul. On constate que {(&}Ls'écrit
P = S0 (o 000) = STECF | g
b Lz\fv[x(wfxw + Y (4 440,0)) 187 - s risi” + € Oz(lﬂ")] 5

L'équation (’;»"— O fournit alors

Y = evstt (s) ,

et On montre w8 sans peine que
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Ac($) = €70, (5,

)
(\43 \'u) ,&4 (“§1> I l«» ‘3"

)
B89+ ero (8, )

et des formules analogues pour A? et BP'

En particulier, ainsi que l'avait d&ja remargué Conley, le changement
de variables (13) ne modifie pas la forme des équations (12); seul le
N . 2
reste devient & C%ff) au lieu de & C)+C§) : les responsables en sont

los termes de la forme
cests Funr) — ¢ Als0 5 (1)
= -~ gl iﬁ?(m”)) F°0,(0) = £0,6),
Bn résunt, ,
Y \.,"“ €13\ - ’%’(m\‘ﬂ-&f.,\“‘)]
D ARS lm\h S 4 G T e T8

- 1%2:’; 5,155 + € 0% Cf)

ar)

& £ |5~ A
i, Z[M EAE M 1817 |
mg;g.tsb[gmwm “4 ew CANES 7S NRte /s Al

CAGREL e TS F, 4+ €0, (%)

les équations respectives de N, et N, sont Ti = 0, 1z_= 0, et l'intégrale

premiére s'éerit

MSc 5 )= 2B ) -ves + £00(5) .
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I1 est maintenant facile d'écrire 1l'équation d'un anneau de section
pour le champ de vecteurs (14) dans la 3-sphdre M = O
Argﬁﬁ + Argﬁz = 0 (modulo 2 ) ferait l'affaire, c'est d'ailleurs le choix
de Conley. Il est cependant plus agréable et gudre plus difficile de
choisir un tel anneau qui contienne le "cercle' z = 0 correspondant aux
singularités du probléme initial (comparerwé Birkhoff [ ]).

En effet, z = 0 s'écrit encore ﬁ; :fgL” avant la mise sous forme
normale des termes d'ordre 5 de (11), donc ?1 -—u%l + SLOS—(?’ ) - O

aprés cette mise sous forme normale, donc
< -%, 4+ c0.(8) =0

aprés le changement de variables (13).

Ecrivons cette équation sous la forme
Ser e u (3)+ se,v. (%) = B  NE T (G S;Si v, (),

ol les u. et les v. sont des Oh(f)'

i i
L'égalité des arguments des deux membres fournit 1'équation d'un anneau f*%
selon notre désir (plus exactement 1'équation d'un tel anneau dans le

complémentaire des deux orbites périodiques primaires): _
A&a“j’ + A'\é (/« reu(8)+r e W(f)): A1§§L+ Ay A+ e32u, (s )+ SV'Z,(‘S’))
1 ?,‘ -fb p

c'est~a-dire

P S, + PagSy + €0, (5) =0 (wlom)
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Nous en venons 4 l'expression approchée de 1'application de

premier retour Pp : A¢ ——> A définie sur 1'anneau Ag par le champ (14);

en coordonnées polaires

. *of
S e

ce dernier devient

dots . - SOl ) + Erme X - LGral)

- 3
7{3_6. (,\ +3a, 6 4y + 203 A) wz@)
.,._/M'ﬁi."'&‘: o 2P + EOG()L,,)«).\,)
g

dol,

T = A+ %’ (”\41.1"1:') - &aa, @7/% + %(44%" 'L‘:)
“%Zz‘ (32f+af yaar 4 20 22260t d )
- ﬂ%ﬁ ’l:‘ Gl Lé + ¢ OG ()L"/JL'"> >
— I -
L Gronat sind ¢ € 0]

%’ [ A»,AE ('\4 44;,)’1»:4“:2-@ + £ OC ()t"/“\"")] )

ol l'on a repris des notations
0(44“‘11/ = /){ J ol — %y = <i>

analogues 4 celles de la page 11.
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1,r2) qui apparaissent dans (14') sont

tous analytiques en NR, Mg, Tys Tp o cela vient de ce que le reste

20708) de ég? <r85p°éé% ) s'annule lorsque fg1 = 0 (resp.‘gz = 0).

Bien entendu, les termes 806(r

Notons
e = /L/»f» §0,(r,2.) = O (wetoow)

) le temps de re-

)GAE'

1'équation de l'intérieur de Ag et T = TE(xq,wb,rw,r?

tour sur A, de la courbe intégrale de (14') issue de (w1,“é,r1,r2

Désignant par Xi(t), xé(t), rj(t), rz(t) le paramétrage de cette courbe
intégrale, on voit immédiatement que sur un intervalle de temps borné

(par exemple par 27 , qui suffit car T, est proche de T ),

e 2 23 .
r.(t) = r. + ¢ Os(r1,12) + 207(r1,r2) ;

en particulier, sur un tel intervalle,
A ' .
Wﬁ(«i(t),a,(f;, At lb)) = 24 €0, (2e,A) )
d'ol l'on déduit que

g
(&1

E

o}

)

il

{2 + EOh(r],r2)§dt = 2T, + ﬁoh(rVr2

et donc que

3
i

TC + é',Oh(r1 ,r2)

Avant de choisir des coordonnées sur A, , faisons quelques remarques sur

la régularité de P :
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Ltapplication . »
! (_af—c < o

QL“'A,%) (’u,“lz,)) — (e a, e )
)

A
S
de(ﬂ%%Zﬂ »R™ dans @2 = mu est analytique (réelle); l'image réciproque de

la sphére 83 d'équation M = 0 est un tore T3 d'équation (analytique)

L (apear) Ve 4 £0¢(1 ) =0
dont la partie situe dans le "quadrant" zw"ao, rgfao est difféomorphe au
produit de Q@/&Jf]&)b‘par un intervallel('hollow anchor ring" de Conley) et
est bordée par deux tores de dimension deux r.= 0 et r, = 0, laissés inva-~
riants par le flot de (14'), qui s'envoient sur les orbites périodiques
primaires de la sphére M = O,

Le flot de (1L4') &tant évidemment transverse au sous—anneau Ag de T3

défi-
ni par )%.: 0 (mod 2%C) (figure), l'application de premier retour de (1L4')
sur K; est analytique jusqu'au bord. Mals l'application "coordonnées po-
laires"” de %@&Tz):ﬂiv sur 02 = Rh induit un difféomorphisme analytique de
3:5 sur son image A¢ , ce qui montre que Pe définie a priori sur 1l'inté-
rieur de A; , se prolonge en fait en un difféomorphisme de Ag analytique

Jusqu'au bord.

\ p
- Rinz). {4 €= 0

2=0 : A== (1= 0) ol 220
s tourhe TN
- L“_\" vale g o /
| ) oo A N
RATAS N de (f} ST B ” Courhe
T i o, I W
\‘ .f”-‘lf' \ s ~ . f‘“hd
B U e / - S L‘}O i JQ.@‘#
o ard i - ~
INET W
. \
/ VY

’\‘. ; [R/mz)t fo}

o<y -~ ) ()L,,:O)

" o dernua'es ,V{u Y
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Exercice.~ Montrer que la restriction de Pe i 1'un des bords de 1l'anneau
est analytiquement conjuguée 3 une rotation d'angle ﬁ = /vt ol &
est l'angle de la rotation & laquelle est conjuguée la dérivée en son
point fixe de l'application de premier retour de (14) sur une transversale

3

locale dans S° 4 l'orbite périodique primaire qui correspond au bord con-
siddré (il s'agit de comparer les applications de premier retour d'un champ
sans zero sur le tore T2 sur deux courbes fermées transversales non homo-
logues dans le cas ol 1l'une de ces applications est conjuguée & une rota-

tion).

La forme des équations (1L') impose pratiquement le choix des coordon-~
-nées sur- A, (identifié aj§£ ):‘&icomme coordonnée angulaire, r = r? - rg
comme coordonnée radiale (comparer & la page 63); cepéndant, &’ n'est pas
vraiment une coordonnée angulaire car elle varie de 4Tl quand on fait le
tour de 1l'anneau; on travaille donc avec @Vi en faisant attention au dé-
phasage de TL qui s'introduit dans le calcul de l'application de premier

retour (figure, & r fixé).

I
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Quant 4 r, c'est une trés bonne coordonnée i ceci prés qu'elle n'est pas

. - . N - . - 4 “ ~ 1
différentiable au bord (figure schématique dans le cas ou M = z(h«-h,)-9£ ),

/k)‘"\/

\’A,(

4.:4-’),‘: = 2Vg?

Ceci ne nous génera pas plus que le choix naturel des coordonnées polaires
symplectiques z = WieFe dans 1'étude classique de la stabilité des points
fixes elliptiques des difféomorphismes du plan qui conservent les aires

(comparer par exemple & ce qui est fait dans le livre "Lectures on celes-

tial mechanics'de Siegel et Moser).

Nous devons donc calculer
”\)g \@/'z, »2) = (T4 @/;,(T{)ﬂl(_r:)) )

1+
2), (K1,*é,r1,r2) est le point de(mAyz)ﬂ I qui cor-
repond & (@é,rﬁ 6]& et (aﬂ(ﬂ),xgvg),r1(T?,r?(T)) celui qui correspond &
(§/L(TC‘) ar(_rg) ) GAZ

ol T, = Ti(o(1,“<2,r‘1,l”

Comme & la page 91, on d8duit de 1l'estimation ri(t) =r. 4+ EQO + £0

5 T

que, sur un intervalle de longueur 27 , on a
ﬁ@(a(H,&»lH,&«(U,n(H) = —e(afea)) 4+ 28an, @ X

- 3_%"(4’/5)()»1“-715) + 4%0[)2{*_4»?) - L@ + £ O (m,d,))

i)—‘—kh,(o(,‘((rl,xt(p)l4‘0//4,’“)) . - 4%{,"(@‘%4,‘“)4}’4:4&7—5 + Eoy (/‘»4/\:,) )

j}gﬂ(“a(ﬂ, ) 40 2 (H) = 2+ 0 (B re)+ £ O¢ (ra, 22 ) .
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On en .déduit en intZgrant que

A(t)

it

X(0)+ 26 + €0, (b0, n) + €O¢ (Ag,n0)

i

b+ €0, (A,20)

¢ (T;)

P - SOl )+ Eryn, 42T, - %(”‘/3)(44"«54;’)7“

+”1§£§.§h(af,4f)“rem2<§ + €0 (a,2.)
= B by e - BT (o) BTy eng]

'+ ZOQ (JL‘()')LZ,) 5

DL(T;) = N - Mj [71_}’4%“)4}’4: 42 Pd o+ S’OY ['«M,“‘u/) .
2

Enfin, puisque l'on est dans la sphére M = O,

)2’4“’""“)1.:’ - 29{1‘/"’ EO(’(}\”"%&’)/‘

en particulier, r, et r, sont des O(E), et Ay a, - \)”g‘f;., .12/- 4 0(89)/ dldu\
- &
B(T2): & -emyelsmiet (-2)s A g v O(57)

2 (Te) = ATl a4 AT g0ag 4+ 0(5).
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I1 sera agréable dans la suite de travailler avec un cercle de longueur 1,

i.e. d'identifier le cercle a IR/Z; posons pour cela

B= Or

il vient

?5(9)"’): (/R))
¥ ¥

@ 0+d -y el- 3 cf (k) + T2 FTO 4 0LF ).

Rz 2 =4t 4w 9O 4 AT ¢70" 43 3TTO 4 0(63);
%-

gque 1l'on peut encore simplifier: le changement de coordonnées (comparer &
celui de la page 69)

(fﬁ) h/) —> (¢ /“A,> | >
W= 0+ 45 e aTE
Zfel'giw o

A= oy ”%X%V@:?W@ - /L% £ e §TO

transforme PE en

Telen)e (@ri-Ye - e )s 40(7) 2y 0(2°) .

Un dernier changement de coordonnées, 1'homothétie

A = Q‘QEF €

rend voilsins de g =%1 les bords de l'anneau;
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PE devient

@) [Pel,s (eat-ho-s8omes 10, gao(er))

qui nous donne grand plaisir.

Remarque.~ Estimons 1'équation du "cercle" z = O correspondant aux singu-
larités: z = 0 équivaut 2 ?1 ~~§2 = O, donc "§1 m\fp + 805(3) = 0, donc

N o
2 e X 2, + £0:(2,2,)=0 . On en ddauit

N Loay, 4 SOY()H,)»,):Q

P Sw oy € Or (Aaga0) 20 ,
v

Ay = «’L{L (Cm‘}(-{—&u}l)()f ¢ 0. (A N c'est-d-dire
v
5y

1

£ 04 (aq,40) , et d'aprds le Théordme des fonctions implicites,
= 0009 , IRW, = ocsh).

Aprés le changement de coordonnées (8,r) + (W,s) cette &quation devient

A= A@ , 150, = o)

‘L .
1'homothétie s = 2y% g la transforme enfin en

Q‘?) g = F(e) , MU, = 0Ce?).
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Autre remarque.~ (Comparer i celle de la page 63)

Nous avons remarqué & la fin du paragraphe précédent que le passage
3

de SO(3) a son revétement 4 deux feuillets S° dans la transformation de

Levi-Civita se traduisait par l'invariance de (11) sous la transformation

(§,59,00) —p (5,-50)

La suppression des termes non résonants d'ordre 5 peut donc se faire par
un changement de variables polynomial de degré 5 respectant cette symétrie;
autrement dit, (12) jouit également de cette invariance.

De méme, l'unicité des orbites périodiques primaires de chaque famille
forgant leur invariance, les &quations (1k) sont-elles invariantes sous

la transformation
(f1a Q’t) — (—f1 a_j;:t) .

Enfin, last but not least, 1'anneau de section Ae’défini page 89 est lui
aussi invariant, et tout ceci se traduit par l'invariance de Pe sous la

transformation
( %,I‘) ey ( &"'A/Z ,r)

(ajouter N & ﬁ etké, et contempler la figure de la page 93 pour comprendre),

et donc évidemment sous la transformation

(€,0) +——> (@+% ¢)

=

Dans 1l'anneau quotient ;tg(anneau de section pour le flot dans SO(3))
muni des coordonnées (@,?) = (QL?, S’) ,
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l'application de premier retour s'éerit donc
—~ ~ 2 . ¢ + s?
62:(%)6): <‘Q"V5*3V /4’/‘7’;)£f+o(g)} f+O( )))

et nous donne autant de plaisir que la précédente.

Bien entendu, tout ce gqu'on vient de dire peut &tre répété pour la

sy s
symétrie

—— “——

(51 )sgst) ‘“‘é <—§1 3_§29—t)
qui implique la transformation de P£ en P;1 sous

€,9) —> (-¢+1 ,5)

-4
et celle de 62 en @ sous

£

(€,8) ¥ (-%,8)



LQ {,Ao”mww (,9& QQ{ ~Q/uwg - .

Erfubtun (611 )

e A A B

G"-r-: '€ (CM, admad o C}S%U‘“ Wkﬁb Gt f‘:() 9 7

A Y aunte § Achauel, Gk 2o ennhlen, ok £y wdveasg A lew hery .

R ——

02

V(i(é QCJ ’Q/q‘/m@. 3 N ek (suugum,wu.&,u\\’ /e(‘{/{”f) - “"\[(j/\’/) J Lu;;a

Wwﬂ ;A&,W(ﬁ@m 4o 4’%« i Ao ‘cag/e A w{};«iﬂ» cleg Auuteq %‘“’“V’ A
v(mé’k\M&LfQ&a 1{9% Lo it /‘ym‘am(%ia e £

&\:’iﬁ - Wy ((g[jil UL) l, u&)f”()'ﬁa;“‘a (!“41 /a,, u, QL) «((IOQJ} 4,/
n,,,,__.w ( (\ JR—— ww-»»—w-"-"),gp u (w,.,_www )/ {c\,c

i
\,3
1%

€ .
I , , 4 G@ 1{ 0,

,,,,,,,,,,,,, e , J /

l%——%—g " ‘)\/‘U«/\}Q Con h »QL\W wi %
R R Ay aab rebdadi g,
kﬁ’”‘ﬁw\g ; (@f\ﬁd‘g e




Change of variables
(course on Conley’s thesis page 96)

October 10, 2011

The important point is to remember that, as defined on page 93,

Then, if for simplicity, we start’looking for a change of variables of the form
@ =0+ aersin8rf, s =r,

and write the original mapping (#,7) — (©,R) and the conjugate mapping
(p,7) = (2, R), we get
Ye3_ 3v A

1
d =04 i =0+-——
O+aecR sin 870 +2 5 1

(1— Z)r—i— 15?” elr cos STO+O(e7)+ A,

with 1
A= aclr + O(¢")) sin8r(f + 5 — %63 +O(5)).

Using a Taylor expansion of the sine function, we get that
A = aer sin 876 ~ 8 (aer cos 8’7‘(’9)%63 +0(7);

15u

Finally, if we choose, as is done in the notes, a = &=,

we get that
Ve -3 _ By Lo
2 4 4 ’

while R has not changed at the order O(e®).
It remains to compose the first change of variables with the one defined by
(9,7) v (0, 5) defined by

1
b=p+=—
p+3

15u1?
§=1+ it

15
€5 cos 8mp — —1—-6H€7"2 cosmp =+ O(%).

This does not change the form of & and one computes the transformation on
the ray variables as above (I leave you check it works). Of course, one can do
the composition of the two changes at one stroke.
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Ngg:}ntéggg@i}ité du probléme de la lune ?

Dans quelle mesure la dynamique exhibde jusqu'ici est-elle
signifiante et les méthodes utilisées raisonnables ? Telle est la
difficile guestion gue nous nous posons dans ce chapitre. A titre
d'exemple, montrer 1'existence d'orbites périodiques de longues pé-
riodes dans le champ tronqué (8) & 1'aide du Théordme de Poincaré-
Birkhoff serait absurde: ce champ est en effet complétement intégrable
(i1l possede les deux intégrales premieéres, forcément en involution,
et #?Y et nous l'avons d'ailleurs intéeré (page 61) sans cependant
rester dans le cadre hamiltonien. Nous retrouvons ce€ cadre maintenant
et exhibons des coordonnées action—angle dans ﬁiq /#ALL Eg ( Ui ‘
PRI RIS SPER et i o diar Qoin Corbrinihiin ).
11 se trouve que ces coordonnées sont suffisamment simples pour que
1'on puisse écrire explicitement en termes d'icelles le hamiltonien
< non tronqué défini page 23, ce qui nous rameéne au probléme fondamen-

tal (au sens de Poincaré) de la Dynamique: étudier le portrait de

phase d'un champ dont le hamiltonien est de la forme

K = T
L\;(IW,IE, ,], 2) K<—.—-l,12) + L<I1712) 1’ 2) 2
ol est un petit parameétre. Du point de vue théorique, le probléme

de la non-intégrabilité est clair; quand il s'agit d'étudier un champ
particulier, les choses se compliquent singulidrement. Une bonne réfé-

rence est Kozlov
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