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Introduction

La détermination des mouvements homographiques du probleme new-
tonien des n corps, c¢’est-a-dire des mouvements tels que la configuration
reste au cours du temps semblable a elle-méme, se fait classiquement en
deux étapes. La premiere, qui n’est facile que dans le cas du probleme
plan, vise a éliminer les vitesses pour se ramener a des équations sur
la seule configuration. La seconde, qui est extrémement ardue des que
I’on considere au moins quatre corps, est la résolution de ces dernieres
équations.

On peut considérer que les résultats rassemblés dans Wintner|[2] cons-
tituent une résolution satisfaisante de la premiere étape, tant qu’on se
limite a un espace de dimension trois. Nous présentons dans notre secon-
de partie une résolution complete qui fait apparaitre, des la dimension
quatre, des phénomenes nouveaux : avec n = 3 par exemple, un triangle
isocele et non équilatéral dont les deux masses a la base sont égales
peut “tourner” sans se déformer. Dans cette rotation deux axes liés au
triangle et ayant le centre de gravité pour origine sont chacun en rotation
uniforme dans un plan : I'axe de symétrie et 'axe qui lui est orthogonal.
Les deux plans sont orthogonaux, et les deux périodes de rotation sont
différentes. Nous avons regroupé toutes les configurations susceptibles
de subir des mouvements rigides, quelle que soit la dimension de ’espace
impliqué, sous la dénomination “configuration équilibrée”.

Nos calculs s’appuient sur une construction d’algebre linéaire, détaillée
dans la premiere partie, qui montre que la donnée des carrés des dis-
tances mutuelles d’un polytope se condense naturellement en une seule
forme quadratique positive. Curieusement cette identification élémen-
taire semble fort méconnue. Nous montrons combien elle est utile, en
écrivant les équations des configurations remarquables sous leur forme
la plus concise. Notre seconde partie, malgré sa plus grande généralité,
est plus simple que les travaux classiques antérieurs.

Ainsi, le lecteur exclusivement intéressé par la dimension trois aura
lui aussi intérét a adopter notre point de vue. Se restreindre a cette



dimension simplifie bien peu la premiere étape, pour les deux raisons
suivantes. D’abord, les configurations équilibrées compliquent le tableau
des la dimension trois, si ’on remplace le potentiel de Newton par le
potentiel en 1/r? de Jacobi. On ne peut donc de toute facon les exclure
qu’en fin d’analyse. Ensuite, par sa nature méme, la technique des
distances mutuelles rejette aussi a la fin la discussion de la dimension de
I’espace.

Notre démarche suit celle de J.L. Lagrange dans son “Essai sur le
Probleme des Trois Corps”. C’est bien sa réduction en terme des dis-
tances mutuelles que nous généralisons. Les mouvements rigides quadri-
dimensionnels sont exclus de ce travail fameux par la longue identité
algébrique (N). L’équation de leur configuration apparait pourtant, sous
sa forme la plus simple, dans ’égalité (H). Bien plus tard Banachiewitz
I’a réécrite d’'une maniere compliquée alors qu’il examinait le potentiel
de Jacobi : il utilisait des coordonnées cartésiennes.

Dans une troisieme partie nous avons pu déduire, en profitant des
structures mises en place, 'inégalité de Sundman pour un espace de di-
mension arbitraire. Seuls les mouvements homographiques dont la con-
figuration est centrale sont tels que cette inégalité soit a chaque instant
une égalité.

La méthode des distances mutuelles a aussi et surtout fait avancer la
résolution de la “deuxieme étape”. La quatrieme partie propose quelques
énoncés concernant les configurations équilibrées de trois corps. Si les
masses sont égales, ce sont tous les triangles isoceles. La démonstration
remarquablement simple de ce fait a fourni une clé indispensable dans
la résolution (Albouy[2]) d'une conjecture sur laquelle R. Moeckel avait
parié : toute configuration centrale plane de quatre masses égales pos-
sede au moins un axe de symétrie.

Nous tenons a remercier, entre autres, H. Cabral, R. Moeckel, D.
Saari et J.C. Yoccoz pour les passionnantes discussions qui ont motivé
ce travail.

1. Symétries du probleme

On peut définir les positions de n points dans IRP par une matrice
(n,p). Une matrice (n — 1,p) suffit a les repérer & une translation pres.
Pour les repérer a une isométrie pres, on peut former sa “matrice de
Gram”, une matrice carrée symétrique et positive d’ordre n — 1. Nous
montrons dans le paragraphe qui suit comment la méme construction,
effectuée, quand IRP est remplacé par un espace euclidien F, sans se
permettre de choisir une base ni de privilégier un point, conduit a une
forme quadratique 3 sur un hyperplan de IR™ noté D*. Les carrés des
distances mutuelles entre les points forment n(n — 1)/2 coordonnées
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naturelles de . Le reste de la premiere partie (mécanique d’un systéme
de points, la réduction, les invariants) expose les structures du probleme
des n corps en tenant compte de cette construction.

Géométrie des distances mutuelles

1.1 Définition. L’espace des “dispositions” D est I’espace vectoriel de
dimension n — 1 quotient de I'espace IR™ par la droite engendrée par le
n-uple (1,...,1).

Ainsi, les n-uples (q1,...,qn) et (g1 +A, ..., ¢+ ) sont deux représen-
tants d’'un méme élément de D. Le dual D* de 'espace des dispositions
s’identifie canoniquement a ’hyperplan de IR"”

D = {6 e R D6 — 0
=1

1.2 Proposition et définition. Soit E un espace vectoriel. L’espace
Hom(D*, E) des applications linéaires de D* dans E s’identifie a I’espace
des configurations “a translation prés” de m points de E. Nous ap-
pellerons “configuration absolue” une telle application linéaire.

Démonstration. Etant donnés n vecteurs 771,...,7, de E, I'application
linéaire correspondante x est définie par

21,0 6n) = DG
=1

Comme »_&; = 0, le second membre est invariant par la translation de
vecteur § : 7; — 7; + §. Donnons-nous maintenant une configuration
absolue z, et un vecteur 7; de référence. On retrouve 75 en utilisant
Pexpression x(—1,1,0,...,0) = 75 — 7. On retrouve les autres vecteurs
de la méme fagon.

Remarques et notations

1.3. L’espace E" s’identifie canoniquement a IR"® E. Passer au quotient
par 'action des translations de E revient a considérer D ® F, isomorphe
a Hom(D*, F).

1.4. L’application z, de E* dans D, associe & une forme linéaire sur £
la liste de ses n valeurs sur les n points de la configuration absolue x.
1.5. Nous notons e;; 'élément de D* représenté par (&1,--+,&,) avec
§i=1,§ =—1et & = 0sikest distinct deiet j. Onaz(e];) =7 —7;.
1.6. Si a est un élément d’un espace vectoriel réel de dimension finie
F et b un élément du dual F*, nous notons (a,b) ou tout aussi bien
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(b, a) le réel obtenu en évaluant b sur a. Nous ne distinguons donc pas
F de F**. Nous munirons bientot les espaces D et E de structures
euclidiennes, mais nous préférons les distinguer de leur dual, pour bien
dégager le role des masses (le choix contraire serait tenable jusqu’a la
fin de la troisieme partie, mais augmenterait inutilement le degré des
masses dans de nombreuses équations de la quatrieme).

1.7. Soient
Hom, (F, F*) = {x € Hom(F, F*) | x = 'z},
Hom,(F, F*) = {z € Hom(F, F*) | = = 'z},
Homy (F, F*) = {z € Homy(F, F*) |Yu € F, (x(u),u) > 0},
Isomy (F, F*) = {x € Homy (F, F*) | Yu # 0, (z(u),u) # 0}.

Ce dernier espace, par exemple, s’identifie a ’espace des formes quadra-
tiques définies positives sur F'. Nous parlerons d’homomorphismes plu-
tot que de tenseurs, parce que la composition est plus généralement
pratiquée que sa traduction tensorielle, le produit contracté.

Munissons E d’une structure euclidienne, c¢’est-a-dire d’un élément e
de Isom (E, E*) : une isométrie R de F vérifie "Roco R = € et transforme
T en Rox.

1.8 Proposition et définition. A la configuration absolue x I’applica-
tion
rel : Hom(D*, E) — Hom (D*, D)
r — 3 = 'rocox,

associe une “configuration relative” 3, qui caractérise x a une isométrie
de E pres. De plus, tout élément de Hom, (D*, D) est la configuration
relative d’une configuration de n points dans un espace euclidien de
dimension au plus n — 1.

Démonstration. Cet énoncé correspond a des résultats classiques sous
leur forme matricielle. On peut supposer F de dimension n — 1 et munir
D et E de bases telles que 3 = ‘roeox s’écrive matriciellement B = X X.
On sait que la donnée de B détermine X a une rotation pres. De plus,
X = B2 est solution de B =X X.

Remarques

1.9. Le noyau de 3 est aussi le noyau de x; I'image de (3 est aussi celle
de ‘r : sa dimension — le rang de x ou de 8 — est la dimension de la
configuration, c’est-a-dire la dimension du sous-espace affine engendré
par les n points. Ces affirmations se prouvent facilement en prenant
justement pour espace E ce dernier sous-espace.

1.10. En tant que forme quadratique sur D*, la configuration relative
[ est I'image inverse de la forme euclidienne de F par I’application x.
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1.11. La donnée de 3 est équivalente a la donnée des n(n — 1)/2 carrés
des distances mutuelles des points de la configuration. Cela suit des
remarques 1.5 et 1.10, qui donnent (5(e3;), e};) = [|[7i—7;||*>. Nous savons
maintenant décider si un ensemble de nombres réels positifs r;; est ou
non l’ensemble des longueurs des arétes d’un polytope euclidien. Cette
caractérisation par la positivité de 3 apparait en haut de la page 107 de
Blumenthal[l] qui ne la considére qu’occasionally useful. Il lui préfere
des considérations de signes de déterminants de Cayley. Rappelons que
si Cayley[1] est le premier & donner une expression générale, des écritures
de l'aire du triangle et du volume du tétraedre en fonction des distances
mutuelles apparaissent déja dans les travaux d’Héron d’Alexandrie et de
Tartaglia respectivement...

1.12 Proposition. Soit E un espace vectoriel dont la dimension vérifie
0 < dimFE < n—1. L’application rel induit un difféomorphisme en-
tre le quotient par I'action du groupe des isométries de E de 'ouvert
de Hom(D*, E) constitué des configurations absolues de dimension ma-
ximale d’une part, et la sous-variété de Hom (D*,D) constituée des
configurations relatives de rang dim E d’autre part.

Démonstration. L’équation ‘’ocox + wocox’ = 0 caractérise les éléments
x' de Hom(D*, E') qui appartiennent au noyau de la différentielle de rel
au point z. Le bivecteur de D qui, en tant qu’élément de Hom, (D*, D),
s’écrit roeox’, a pour support I'image de 'z, et peut donc étre transporté
par ‘z~1, défini sur cette image. Le résultat est un bivecteur 2 de E* qui
vérifie 2’/ = e 1oQox, c’est-a-dire qui définit la “rotation instantanée” de
x donnée par x’. Ceci montre que rel induit un difféomorphisme local.
La proposition 1.8 montre qu’il est global.

1.13 Extension du crochet de dualité. Soient F' et G deux espaces
vectoriels réels de dimension finie. La trace des endomorphismes, notée
tr, définit une forme bilinéaire canonique non dégénérée

Hom(F,G) x Hom(F*,G*) — R
(¢, %) — tr(‘pet)

qui permet d’identifier (Hom(F, G))* a Hom(F*,G*), ce qu'on fera
désormais. On notera (¢, 1) le réel tr(‘porp). Des propriétés élémen-
taires de la trace découlent les identités

(a) (0,9) = (¥, 9),
(0) (6, 9) = ("o, "),
(¢) (vod), v)) = (0, wor)),
(d) (vod, v) = (v,1po'8),



ou 0 désigne un élément de Hom(F, H), v un élément de Hom(H, G),
et H un troisieme espace vectoriel. Nous identifierons enfin le dual de
Hom, (F, F*) a Homg(F™*, F') en utilisant la méme formule.

1.14 Dualité et distances mutuelles. Nous notons o;; = e}, @ e;; 'élé-
ment de Homy (D, D*) qui & une disposition u associe (ej;,u)e;;. La
remarque 1.11 montre que les 075, 1 <4 < j < n, constituent une base
de Hom (D, D*) pour laquelle (o}, 3) = ||7; — 7;[|*>. Autrement dit, les
carrés des distances mutuelles sont les coordonnées de 3 dans la base

duale, constituée de n(n — 1)/2 éléments que nous notons o;;.

Mécanique d’un systeme de points

Lagrange[2] a mis les équations différentielles du mouvement de n
corps sous la forme

5 oU

117 87:;
ou U désigne la fonction de forces, opposée de I’énergie potentielle, qui

s’écrit, dans le cas du potentiel newtonien, U = 3, m;my||7; — 7|t
Dans le langage du paragraphe précédent, cette équation devient

(N) Eofi'o,UJ = dU(w) 5

ou les compositions apparaissent dans le diagramme ci-dessous.

5
E — D*
€l Tw
E* — D
dU (x)

La dérivée seconde & de x par rapport au temps est, comme x, un élément
de Hom(D*, E); l'isomorphisme € est encore la structure euclidienne
d’un espace vectoriel E'; enfin, U est considérée comme fonction réelle
de 'espace Hom(D*, ), de sorte que dU(z) appartient au dual de cet
espace, que nous identifions, d’apres la remarque 1.13, & Hom(D, E*).

Quant a u, explicitée dans la proposition suivante, elle est définie a
partir de la “forme quadratique des masses” sur IR"

2 2
1+...+mn$n,

2

X =(x1,...,2,) — || X]|* =mz
et elle sert a changer 7; en m;7;. On notera M = mq + --- + m, la
somme des masses et xg = (miz1 + -+ - + mypx,)/M le centre de masse
des x;.



1.15 Proposition. Soient n réels strictement positifs my, ..., m,. Les
trois expressions qui suivent définissent un méme élément | appartenant
a Isom (D, D*), qui munit D d’une structure euclidienne.

W) a6 = (5

(2) p(xy, ..., xy) = (ml(xl —zG)y ..., mp (2, — azg))
(3) (X1, ..o yxn), (T1,...,2pn)) = % Zmimj(xi —x;)?

Démonstration. On vérifie facilement en revenant a la définition 1.1
que les applications définies par (1) et (2) sont inverses 'une de l'autre.
Quant a (3), c’est une identité connue au moins depuis Leibniz qu’on
peut par exemple obtenir en étendant la forme des masses aux puissances
extérieures de IR™ : notant L = (1,...,1), on calcule aisément

ILAX] = mimy (2 — x;)*.
i<j

Ensuite, ||[L A X||? = ||L||?||X||? si L et X sont orthogonaux, c’est-a-dire
si Y m;r; = 0, ce qui permet de conclure en calculant || X||? avec (2).
Remarques
1.16. Une fois donnée la forme quadratique des masses sur IR"”, il est
naturel de représenter le quotient D de la définition 1.1 par la “section
orthogonale” xg = 0. C’est ainsi que réduire la symétrie de translation
revient a fixer le centre de masse.
1.17. L’équation (N) est un peu moins précise que celle de Lagrange,
puisqu’elle ne caractérise & qu’a translation pres. De 1’équation de La-
grange on déduit en plus que ’accélération du centre de masse est nulle.
1.18. On définit la forme d’inertie b, élément de Hom, (E*, E'), par la
formule b = xopuo'z, qu’on rapprochera de celle qui donne 3. On appelle
moment d’inertie par rapport au centre de masse la trace commune [
des endomorphismes (o3 et boe :

I = (wop, eox) = (1, B) = (€, b)
1 L & L
— > a7 = 72 = mal 7 - .
=1

<]

1.19. Les polynomes caractéristiques des endomorphismes pof3 et boe
sont essentiellement les mémes ; plus précisément, en calculant par exem-
ple les traces des itérés, on vérifie que

det(Zdp- — A\of3) = det(Zdg — Mboe).
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Ecrivons 1 —mA+---+ (=1)""1n, 1 A\"~1 ces déterminants. On montre
que

ou le terme vol;,...;, désigne le volume du parallélotope de dimension
k — 1 de E engendré par les vecteurs iyis, ..., 411, c'est-a~-dire (k — 1)!
fois le volume du simplexe défini par les corps i1,..., k.

Une factorisation remarquable. Supposons que U ne soit fonction que
des distances mutuelles, c¢’est-a-dire qu’il puisse se déduire d’une fonction
U définie sur les configurations relatives avec I’expression

U@)=U(B) ou f="ocor.

Soit x’ une configuration absolue quelconque. On a

A

(dU (), 2"y = (dU(B), % ocox) 4+ (dU(B), ‘wocox’).

Mais dU appartient au dual de Homg(D*, D), soit Homg (D, D*) d’apres
la remarque 1.13. Il suit que qU = dU et, d’apres la regle 1.13b, que
les deux termes du second membre sont égaux. Ainsi

<dU, .Z’/> = 2<d(j, t$o€o$/> = 2<€ol’odU, £C/>,

ol la derniere égalité découle de la regle 1.13c. On a donc la factorisation
dU = 2¢eoxodU, qui permet d’écrire

(N) Fop = 2xodU, ou encore T = 2woA,

en utilisant la définition qui suit.

1.20 Définition. Nous notons A et nous appelons endomorphisme de
Wintner-Conley I’'endomorphisme de D* d’expression dUop™".

Bien stir A dépend linéairement des masses dans le cas du potentiel
newtonien. Son histoire est discutée a la page 430 de Wintner|[2].

La réduction

Nous voulons maintenant décrire ’état d’un systeme, c’est-a-dire les
positions et les vitesses des corps. Nous noterons 2F' le carré cartésien
d’un espace vectoriel F' (la “somme” directe de deux copies de F).
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1.21 Définition. On appelle “état absolu” d’un systéme de n corps un
élément z de Hom(2D*, E). On appelle “état relatif” un élément £ de
Hom, (2D*,2D). On appelle “espace du mouvement” I'image de z.

Ces définitions sont justifiées par les analogues des propositions 1.2 et

1.8, obtenus a partir du diagramme ci-dessous.

E?n — Hom(2D*,E) £% Hom, (2D*,2D)

(771,...,7?”,1—))1,...,’[—))”) [ — V4 — SZtZoeoz

La premiere fleche est la “réduction” des translations, la seconde la
réduction des isométries. Les compositions dans zoeoz forcent le choix
de Hom(2D*, E), plutdét que Hom(D*,2F) ou 2Hom(D*, E), comme
représentant du carré cartésien de Hom(D*, E). Nous noterons néan-
moins z = (z,y), x pour les positions 7, y pour les vitesses ¥, de sorte
que les équations du mouvement sont

(N) T = Y, y = 2. A.

Nous noterons aussi

¢ t
¢ [ 'woeow  ‘woeoy \ L 16} Y—p
Zocor = (tyoeox tyoeoy) =&= ('y +p ) ) '
L’état relatif du systeme est ainsi décrit par la donnée de deux éléments
B et 6 de Hom, (D*,D), d’un élément v de Hom4(D*, D), et d’un élé-
ment p de Hom,(D*, D). On peut exprimer, en utilisant (/N), la dérivée
de £ en fonction de ces éléments

. (% 23eA + 6
(N Rel) €= (QtAoﬁ+6 2Ao(y — p) +2(7+p)oA)'

1.22. Etant donnés un endomorphisme A de D* et une forme bilinéaire
0 sur D*, nous noterons

[A,0) = tAof) — foA.

1.23. Remarquons que si A est donné par la définition 1.20, ou plus géné-
ralement si Aou est symétrique, on obtient, en notant B I’endomorphis-
me pof3 de D* :

[Lo[A, ﬂ) = AoB — BoA.
Les équations réduites. Utilisons la notation du 1.22 pour réécrire le
systeme (N Rel), qui généralise les systemes obtenus par Lagrange|[1] et
par Betti[1] :

B =2,

i =408 + BoA + 6,

b = 2(*Aoy + 704) — 2[4, p),
p=1[4,0).

(N Rel)



Les invariants

Cas d’un potentiel général. Les traces I, J et K des endomorphismes
o3, oy et pod de D* s’écrivent encore

=22, J=zy, K=y-vy,
ou le produit scalaire - sur Hom(D*, F) est défini par
1T = <:L‘10,u,60:13‘2>.

Rappelons que I = x - x, noté encore ||z||?, a été introduit en 1.18. Les
équations du mouvement donnent

I=2J, J=K+{dU(z),z), K=2(dU(zx),).

La derniere implique la conservation de I’énergie
H=-K-U,

somme de I’énergie cinétique K /2 dans un repére galiléen lié au centre
de masse (comparer & la remarque 1.17) et de I’énergie potentielle —U.
Lagrange note T et V' ces deux énergies.

Les homomorphismes antisymétriques w,, et w, respectivement de 2D
dans 2D* et de Hom(2D*, F) dans Hom(2D, E*), définis par

wy(u,v) = (—p(v), p(w)), w(z) = —€ozowy,

munissent 2D et Hom(2D*, F) de structures symplectiques. Le champ

de vecteurs
Xy =w ' (—dH),

gradient symplectique du Hamiltonien H, définit les équations (IV), ce
qui redonne la conservation de ’énergie

dx, H = (dH, Xy) = 0.

Cas d’un potentiel homogéne. Supposons que U soit homogene de degré
2k. L’expression de J se simplifie et donne I’équation de Lagrange-Jacobi

;
5 = K+ 25U = 2H + 2(s + YU = —25H + (k + K.

Nous en déduisons, avec Jacobi[l], Cartan[1] ou Wintner[1], que les deux
fonctions J — 2Ht et I — 2Jt + 2Ht? sont des constantes du mouvement
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quand x = —1; I"élimination du temps t entre elles donne l'intégrale
premiere

G=2IH — J>?.

Nous notons d’autre part Y le champ de vecteurs qui définit 1’équation
différentielle
T=x, Y=RKY.

On résume les propriétés de ce champ en écrivant les dérivées de Lie
suivant Y des trois “invariants” introduits au paragraphe précédent :

Lyw = (k+ 1w,
EyH = 8yH = QHH,
,CyXH = [Y,XH] = (lﬁ]— 1)XH

Le calcul de Ly (w(X H)) en utilisant une regle de Leibnitz donne une
dépendance entre ces relations. Cette dépendance est bien classique
dans le cas ou Y est hamiltonien, ce qui n’a lieu que lorsque x = —1.
Le champ Y n’est alors rien de plus que le gradient symplectique de J.
Signalons enfin I’expression “relative” de Y :

=28, 4=(k+1)yy, 6=2k6 p=(k+1)p.

Nous rassemblerons dans un autre travail quelques conséquences de
I’existence du champ Y.

Cas d’un potentiel fonction des distances mutuelles. On peut définir
I’endomorphisme A du 1.20 et obtenir I'invariance du moment cinétique

C= Zowuotz = —Qj’ouoty —+ yo,uota:

en calculant sa dérivée C = 2axo(—puo'A + Aop)ofz = 0. Dans le cas
homogene, remarquons encore que

OyC = (K + 1)C.

Par ailleurs, l'espace des états relatifs Hom (2D, 2D) est muni d’une

structure de Poisson (champ de bivecteurs “intégrable”, voir Lichnero-

wicz[1]). Le bivecteur en un point £ est représenté par ’homomorphisme

antisymétrique 7 de Homg (2D, 2D*) dans Hom,(2D*, 2D) défini par
W(E) = —Rel*ow_loRel*(E) = 2(5050&);1 - w;loEOS).

L’homomorphisme Rel est défini a la suite de la définition 1.21, et les
notations Rel, et Rel* désignent respectivement la dérivée de Rel au
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point & et sa transposée. Si, conformément a la remarque 1.3, on iden-
tifie Hom,(2D*,2D) au produit tensoriel symétrique de deux copies de
2D, 'homomorphisme 7 devient le produit tensoriel symétrique des ho-
momorphismes & et w;l. Le crochet de Poisson de deux fonctions F} et
F;, de l'espace des états relatifs s’écrit

{Fl,F2} = <7T(dF1),dFQ>

Cette structure de Poisson a pour feuilles symplectiques les intersections
des sous-variétés obtenues en fixant le rang de £ et de celles obtenues en
fixant les invariants de rotation du moment cinétique. Rappelons que
d’apres Albouy[l] on a l'encadrement rgC < rg€ < (rgC)/2+n — 1.

On fixe ces invariants en fixant les traces des itérés (d’ordre pair,
celles d’ordre impair sont nulles) de w,o&, égales a celles des itérés de
Coe (comparer a la remarque 1.19).

2. Mouvements homographiques

Nous définissons dans les deux paragraphes suivants les configura-
tions centrales et les configurations équilibrées, qui les englobent, a par-
tir des deux cas extrémes de mouvements homographiques, les mouve-
ments homothétiques et les mouvements rigides. A partir de la dimen-
sion quatre, ces derniers ne sont pas en général périodiques, mais seule-
ment quasi-périodiques. Nous montrons ensuite que les mouvements
homographiques intermédiaires se rapprochent des premiers. Leur con-
figuration est centrale; ils sont en quelque sorte “homothétiques com-
plexes”. Nous examinons le cas d’exception découvert par Banachiewitz,
et nous donnons enfin une caractérisation variationnelle des configura-
tions équilibrées, que nous rapprochons de celle, classique, des configu-
rations centrales.

Mouvements homothétiques et configurations centrales

Le potentiel U est ici supposé homogene de degré 2k en z. Il suffit en
fait que dU soit homogene de degré 2x — 1.

2.1 Définition. On appelle mouvement “homothétique” toute solution
z(t) = (x(t),y(t)) des équations (N) telle qu’il existe une fonction réelle
v du temps et une configuration absolue x vérifiant x(t) = v(t)xo.

2.2 Définition. Une configuration absolue x est dite “centrale” s’il
existe un nombre réel A tel que dU(x) = 2Aeoxofs.

Si U n’est fonction que des distances mutuelles, on pourra encore
écrire cette condition xoA = Az. Dans un mouvement homothétique, la
configuration est a chaque instant centrale puisque, d’apres la premiere
forme de 1’équation (N), on a € todUopu™! = & = (i//v)x.
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Réciproquement, étant donnés une configuration centrale x et un nom-
bre réel ¢, on déduit de '’homogénéité du potentiel que 1'état z = (x, (x)
donne naissance a un mouvement homothétique.

Mouvements rigides et configurations équilibrées

Dans ce paragraphe, le potentiel U est supposé fonction des seules
distances mutuelles, c¢’est-a-dire de la forme U(z) = U(3), ou 8 = "zocox.

2.3 Définition. Un “équilibre relatif” des équations (N) est un état
absolu z = (x,y) tel que I'état relatif & = %060z soit un équilibre des
équations (N Rel).

On appellera encore “mouvement d’équilibre relatif” une solution z(t)
des équations (N) telle que £(t) soit constant. Un équilibre relatif est
caractérisé par I’équation £ = 0, soit

(1) v=0, §4+'Uof+BoA=0, [A p)=][ARB) =0.

2.4 Définition. Un mouvement ‘“rigide” est une solution z(t) des équa-
tions (N) telle que la configuration relative [(3(t) soit indépendante du
temps.

2.5 Proposition. Un mouvement est rigide si et seulement s’il est
d’équilibre relatif.

Démonstration. Si 3 est constante, donc également A, on a

0=p=2y,
0=73=2%=26+ 240 + 2834,
0=p3% =26 =—4[A,p),

0=8" = —4[4, p) = —4[A,[4,5)).

(2)

En particulier, 3 = 4 = é = 0. La nullité de p = [A, ) résulte de la
proposition qui suit.

2.6 Proposition et définition. Soit 3 une configuration relative et A
la fonction de 3 donnée par la définition 1.20. On a

[A,0) =0 < [A, [A,B)) =0.

On appellera “configuration équilibrée” une configuration qui vérifie ces
équations.

Démonstration. Calculons les coefficients des matrices associées a [4, ()
et a [A,[A, 3)) dans une base de D* qui diagonalise A. Si ay,...,a,_1
sont les coefficients diagonaux de A, on trouve [A, §);; = Bij(a; — a;) et

(A, [A, 8))ij = Bij(ai — a;)*.
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2.7 Définition. Une configuration “attractive” (respectivement “stric-
tement attractive”) est une configuration relative (3 telle que la forme
quadratique dU soit négative (respectivement définie négative) sur I'ima-

ge de (3.

2.8 Proposition. La configuration relative d’un équilibre relatif est
équilibrée et attractive. Réciproquement, étant donnés une configura-
tion 3 équilibrée et attractive et un espace euclidien E de dimension
2rg[3, il existe un état d’équilibre relatif z = (x,y) tel que 3 = 'wocox.

Démonstration. Considérons 1’état relatif

Y+ p 0
d’un équilibre relatif. La derniére équation du systéme (1) montre que 3
est équilibrée, la deuxieme que 6 = —26.A. Comme & est positive, 6 'est
aussi. On en déduit, en utilisant une base commune de diagonalisation de
o3 et A, que [ est attractive. D’autre part, si g équilibrée et attractive

est donnée, on obtient une solution £ positive du systéme (1), dont le
rang vérifie la condition annoncée, en faisant y = p =0 et 6 = —20F-A.

2.9 Proposition. Un mouvement d’équilibre relatif est une rotation
uniforme (en général non périodique si la dimension de E est au moins
égale a 4) de I’état absolu. L’espace du mouvement d’un équilibre relatif
dont la configuration est strictement attractive est de dimension paire.

Démonstration. La nullité de & entraine lexistence d’une “rotation ins-
tantanée de I’état” (), forme antisymétrique sur ’espace du mouvement
telle que 2 = e 1oQoz. Elle peut s’exprimer (voir la preuve de la propo-
sition 1.12) comme I'image par %271 du bivecteur %0602 de 2D. La cons-
tance de ) découle de la propriété d’unicité des solutions d’une équation
différentielle. Le mouvement de rotation avec {2 constant est en effet so-
lution des équations (V). La parité de la dimension se déduit de la
non-dégénérécence de () sur ’espace du mouvement, qui se prouve de la
facon suivante. Si 7 € ker (), €(¥) € ker% puisque 2 = ¢ 1o2oz. Mais
2 = (y,2w0A), de sorte que €(7) appartient & la fois au noyau de %y et de
tAo'r. Comme 'A est supposée non dégénérée sur 'image de ‘z (définition
2.7), €(F) appartient aussi au noyau de z et donc au noyau de z.
Remarques

2.10. L’hypothese de stricte attraction dans la proposition 2.9 est
nécessaire. On s’en assure en considérant le potentiel identiquement nul.
Par ailleurs, on vérifie que —dU € Isom (D, D*) si U est le potentiel
newtonien. Toutes les configurations sont donc strictement attractives.

14



2.11. Nous avons, dans la preuve de la proposition 2.8, imposé la con-
dition p = 0 pour obtenir un état d’équilibre relatif a partir d’une con-
figuration [ donnée. En fait, (1) exige seulement [A, p) = 0, qui force
la nullité de p sauf si ‘A posséde au moins une valeur propre multiple
dont l’espace propre est contenu dans l'image de (3. Baptisons cette
éventualité le cas exceptionnel. Nous parlerons de cas doublement ex-
ceptionnel s’il y a deux valeurs propres doubles dans I'image de 3. Dans
le cas exceptionnel, on peut choisir n’importe quel bivecteur p de D qui
vérifie [4, p) = 0, Im p C Im 3 (comparer a la proposition 1.12), et £ > 0.
On se rend compte facilement de 1’étendue du choix en travaillant dans
une base de diagonalisation de A et de poB3. On peut en particulier faire
en sorte que la dimension de ’espace du mouvement descende a 2rg3—2,
et méme plus bas dans le cas doublement exceptionnel. En fait, nous
étudierons la restriction aux sous-espaces multiples du mouvement rigide
le plus général lorsque nous étudierons, au paragraphe suivant, le mouve-
ment des configurations centrales, qui sont les configurations équilibrées
les plus exceptionnelles.

2.12. Les formes p et 6 sont les images réciproques par x des formes —¢2
et —Qoe 1oQ. Un équilibre relatif vérifie (e 1oQ)%oz = 2w0A, équation
qui suggere une caractérisation “absolue” des configurations équilibrées :
ce sont les configurations z telles qu’il existe une forme symétrique S
sur Im 2 qui vérifie e 1oSox = 220 A.

Mouvements homographiques

Dans ce paragraphe, le potentiel est supposé a la fois homogene de
degré 2k et fonction des seules distances mutuelles, c’est-a-dire de la
forme U(x) = U (B8) ou U est homogene de degré x par rapport a la
variable 3. On obtiendrait les mémes résultats en supposant seulement
que A = dUop ™! est homogene de degré x — 1 en 8.

2.13 Définition. Un mouvement “homographique” est une solution
z(t) des équations (N) telle qu’il existe une fonction réelle v du temps
et une configuration relative 3y avec 5(t) = v(t)?So.

Les mouvements homothétiques et les mouvements rigides sont donc
des cas particuliers de mouvements homographiques.

2.14 Proposition. La configuration d’'un mouvement homographique
est toujours équilibrée. Elle est méme centrale, sauf éventuellement si le
degré d’homogénéité de U est —2 (i.e. si k = —1), ou si le mouvement
est rigide.

Démonstration. Pour généraliser ce que nous avons fait pour un mou-
vement rigide, nous introduisons les quantités constantes Gy, Uy et Ag
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telles que :
6:Iﬁ07 UZIHUO? A:]K_lAOa

et utilisons le systeéme (N Rel) pour obtenir

jﬁ() = 277
(3) 1By = 26 + 2I"(*AgoBo + BooAo),
I® 8y = —4[A, p) + 2(1 + k)T T" 1 (*Agofo + BooAo).

L’équation de Lagrange-Jacobi

(4) = 4H + 4(1 + #)I"Uy
donne I®) = 4x(1 4 k) IT"" Uy, de sorte que
2[Ag, p) = (1+ £)I(*Agofo + BooAg — 26Uo30),
que nous dérivons pour obtenir
(5) 21" [Ag, [Ao, Bo)) = (1 + k)1(*Agofo + BooAo — 26Uo /o).

La premiere assertion de la proposition suit de la proposition 2.6 quand
(1 + k)1 est identiquement nul, ce qui n'est possible d’apres (4) que
dans les cas exclus dans la seconde assertion. Dans les autres cas, on a
mieux : (5) prend la forme iv de la proposition suivante, ce qui montre
que la configuration est non seulement équilibrée, mais centrale. On
remarquera que remplacer I par le second membre de (4) ne simplifie
cette preuve que dans le cas ou H est non nul.

2.15 Proposition. Les conditions suivantes sont équivalentes et carac-
térisent les configurations centrales relatives (i.e. les configurations rela-
tives des configurations centrales) :

i) il existe un réel A tel que (*A — A\Zd)|imp = 0,

ii) il existe un réel A tel que oA — A3 =0,

iii) il existe un réel X tel que '"Aof3 + BoA — 203 = 0,
iv) il existe deux réels \ et v tels que

tAoﬁ + ﬁoA - 2/\6 + I/[A, [A, ﬁ)) =0.

Ces propriétés impliquent que [A, ) = 0 (la configuration est équilibrée)
et que \I = tr(pofoA) = rU.

Démonstration. D’apres la définition 2.2, une configuration centrale
vérifie oA = Az, ce qui équivaut a l'inclusion de 'image de ’endomor-
phisme Ay = A — A\Zd dans le noyau de x. Ce noyau est aussi celui de
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(B d’apres la remarque 1.9, ce qui établit ’équivalence avec ii et avec i
apres transposition. Il est clair que ii implique iii, et que iii implique
iv. Le calcul des termes diagonaux dans le premier membre de iv apres
diagonalisation de A, qui utilise celui de la démonstration de la proposi-
tion 2.6, permet d’achever la preuve des équivalences. Enfin, ii entraine
que [A,3) = 0 et, en notant B = pof3, que tr(BoA — AB) = 0. On
déduit la valeur de A\ de la définition du moment d’inertie I = trB et
de Phomogénéité de U, qui donne tr(BoA) = (8,dU) = xU. Montrons
autrement que iii implique ii (voir aussi la remarque 2.29). Ecrivons
I’expression iii sous la forme AyoB 4+ BoA) = 0, en imitant la remarque
1.23, multiplions par B a gauche, puis a droite et soustrayons. Nous
obtenons la commutation de Ay et de B2, qui implique celle de Ay
et de B puisque (3 est positive, ce qui permet de conclure. Montrons
autrement que iv implique i. L’expression iv montre que tr(BoAy) = 0
et que tr(BoA3) = 0, d’ou il découle que tr(AxoBoAy) = 0. La positivité
de 8 montre que I’endomorphisme dont on a pris la trace est nul, ce qui
équivaut a I.

Nous devons maintenant décrire les mouvements homographiques les
plus généraux dont la configuration est centrale. Les deux résultats
qui suivent justifieraient qu’on les appelat “mouvements homothétiques
complexes”. Ils montrent en particulier que la dimension de ’espace du
mouvement est paire et on montrerait sans peine qu’elle peut prendre
toutes les valeurs paires entre rgx et 2rgex.

2.16. Rappelons qu'un espace hermitien F' est canoniquement muni de
trois structures (euclidienne, symplectique, complexe)

k € Isomy (F, F*), w € Isom,(F,F*), J €lIsom(F,F),

qui sont soumises aux deux relations w = koJ et J2 = —Zd. La premiére
relation permet de déduire 'une des structures en fonction des deux
autres, et la deuxiéme peut encore s'écrire {JokoJ = kK, c’est-a-dire
| T (x)]] = ||=|| pour tout x dans F (les notations de la norme et du
produit scalaire se rapportent comme d’habitude a la structure eucli-
dienne).

2.17. Si I’espace E est muni d’une structure hermitienne, donnée par ¢,
Q et Jg = € 1o, une structure du méme type est induite sur ’espace
euclidien ' = D ® F des configurations absolues. Il suffit de poser
/i(f]?) — €oToll et j(.’]?) = onLE.

2.18 Proposition. Considérons I'état z = (z,y) d’un mouvement ho-
mographique a un instant arbitrairement choisi. Supposons de plus que
ce mouvement n’est pas homothétique, c’est-a-dire que y n’est pas un
multiple réel de x. Pour que la configuration x soit centrale, il faut et
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il suffit qu’il existe sur ’espace du mouvement Im z une structure her-
mitienne, associée a la structure euclidienne, telle que pour la structure
induite y soit un multiple complexe de x.

Démonstration. Supposons que E = Im z et que cet espace possede une
structure hermitienne (¢, €0 Jg, Jg). Supposons qu’il existe un nombre
complexe (, qu’on identifie a une combinaison linéaire réelle de Zdg et
de Jg, tel que y = Cox. On obtient

6 = tyoeoy = ro'CoeoCox = ||

Mais la deuxieme équation du systeme (3) montre que é ne peut étre
multiple de 8 que si la condition iii de la proposition 2.15 est réalisée :
la configuration est centrale. Supposons maintenant la configuration x
centrale. L’état relatif s’écrit, d’apres les équations (3) et la proposition

2.15,
_t _( 1B JBo—p
g—ZoEoZ—<Jﬁo+p Kﬂo .

Il convient de poser, suivant une notation justifiée dans la troisieme

partie,
IC|=VIK — J>.

L’expression sous le radical s’écrit encore ||z[|?||y||*—(z-y)?. Elle est donc
positive, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, et ne s’annule que si x
et y sont proportionnels, c’est-a-dire si le mouvement est homothétique.
Dans le cas contraire, nous “normaliserons” z en posant zo = (2o, Yo)
avec

xrTo = g
0 — x,

7 (Ily — Jx).

1
Yo = —F—5—=
VIClI
En utilisant ’expression de &, on vérifie que

ClBo —p )
g :t o€o = | .
o= tseozo = (100 00

Soit Jp 'endomorphisme de 2D* défini par Jy(u,v) = (—v,u). On voit
tout de suite que EyoJp est antisymétrique. Cette quantité s’écrit aussi
bpo€0zy, avec z) = 2goJp. On déduit de cette antisymétrie, exactement
comme on 'avait fait dans la preuve de la proposition 1.12, I'existence
d’une “rotation instantanée” )y définie sur Im z, telle que

26 = Zoojo = 6_1090020.

On a clairement
—20 = Zoojo2 = (6_1090)202’0.
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L’endomorphisme Jg = € 1of)y est donc la multiplication par i d’une
structure hermitienne de Im z et vérifie notamment yg = Jgoxg. Cette
derniere égalité, combinée avec les définitions de xg et yy, montre que y
est multiple complexe de .

2.19. Remarquons que dans un mouvement homographique plan, y est
automatiquement multiple de x pour la structure complexe naturelle. La
configuration est donc centrale, méme dans les cas exclus de la proposi-
tion 2.14.

2.20 Proposition. Soit un mouvement homographique et non homo-
thétique dont la configuration est centrale. Soit xq = ||z(0)| "tz (0) Ia
configuration initiale normalisée et Uy le potentiel de cette configuration.
11 existe une fonction complexe ( du temps vérifiant

¢ =2l |¢1* 3¢

et telle que z(t) = ((t)xo pour la structure hermitienne de Im z(0)
obtenue dans la proposition 2.18. Réciproquement, étant donnés un es-
pace hermitien F, une configuration centrale normalisée x( et une fonc-
tion complexe ( du temps vérifiant 1’équation différentielle ci-dessus, on
obtient un mouvement homographique en posant z(t) = (¢(t)zo, é(t)mo).

Démonstration. Commencons par la réciproque. La proposition 2.15
donne oA = kUI 'z pour toute configuration x semblable & zy. C’est
tout ce qu’il nous faut pour vérifier que z(t) satisfait a I’équation (V).
Passons a la premiére assertion. La proposition 2.18 montre que y(0)
est un multiple complexe de x(0), c’est-a-dire qu'il existe deux nombres
complexes (j et éo tels que z(0) = (Coxo, Q.Oxo). Or il existe une unique
solution de I’équation différentielle (N) ayant cette donnée initiale :
cest z(t) = (C(t)xo,é(t)xo), ou ((t) résoud 'équation différentielle de
P’énoncé, avec les conditions initiales ¢(0) = ¢y et ¢(0) = Co.

Le cas particulier de Jacobi et Banachiewitz

La proposition 2.14 distingue le cas d'un potentiel U homogene de
degré —2, pour lequel (N) possede, nous le savons, l'intégrale supplé-
mentaire G = 2IH — J?. On peut en fait dans ce cas réduire (N)
en passant au quotient par une action du groupe des similitudes de F,
et non plus seulement, comme on 'avait fait pour obtenir (Nrel), par
I’action des isométries de E. La premiere idée est d’utiliser pour ce faire
le gradient symplectique de G,

Xeg=2IXyg+2HX; -2JX,,

qui commute a Xgy. Mais le flot de ce champ est tres loin de définir un
groupe de symétries utilisable. Nous nous servirons plutot du champ de
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vecteurs non hamiltonien Xg — 21Xy, qui s’integre facilement en un flot
qui transforme la configuration comme le fait une homothétie. Effectuer
la réduction correspondante revient a remplacer le Hamiltonien H par
G. En effet, les courbes intégrales des deux Hamiltoniens se déduisent
les unes des autres a ’aide du flot précédent, et G vérifie de plus

{Gaf}:{GH]}:O;

si bien que la configuration garde sa taille initiale sur les nouvelles cour-
bes intégrales. L’énoncé qui suit est a rapprocher de la proposition 2.5.

2.21 Proposition. Si U est homogéne de degré —2 (i.e. k = —1), les
mouvements homographiques sont les équilibres du systéme (N) réduit
par ’action du groupe des similitudes de E.

Démonstration. Au champ Xg — 2/ Xy = 2HX; — 2J X ; discuté plus
haut correspond I’équation différentielle sur les états absolus

i=-2Jz, §=2Jy—4Hz,

et celle sur les états relatifs

B=—-4J3, 4=—-4HB, b6=4J6—8H~, p=0.

Les équilibres du systeme (V) réduit par 'action du groupe des simili-
tudes de E sont les équilibres relatifs du flot de X¢, autrement dit les
états tels que Rel, X = 0. On les caractérise en égalant les quatre se-
conds membres de ’équation différentielle ci-dessus aux quatre seconds
membres correspondants de (Nrel), multipliés par —2I. La premiere
égalité donne J3 = Iv, et montre que la dérivée de (3 reste proportion-
nelle & § dans les mouvements correspondant a ces équilibres relatifs :
ce sont des mouvements homographiques. Réciproquement, les mouve-
ments homographiques vérifient, d’apres (3) et la proposition 2.14,

JB =1y, 16—2Hp = —-2IF-A, [A7p):[Avﬁ):Oa

ce qui équivaut aux quatre égalités précédentes : ce sont des équilibres
relatifs de Xg.

La proposition suivante donne des exemples de mouvements homo-
graphiques, dont notamment ceux étudiés par Banachiewitz[1]. On la
rapprochera de la proposition 2.8.
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2.22 Proposition. Soit U un potentiel homogene de degré —2. Etant
donnés une configuration équilibrée 3y et un espace euclidien E de di-
mension 2rg(y — 1, il existe un mouvement homographique dans E dont
la configuration relative est proportionnelle a (3.

Démonstration. Nous pouvons, en supposant (i, 3p) = 1, résoudre (3)

en faisant
g — I/BO JﬁO
JBo 2HBo —2I7'BpoAg )’

Cela revient a imposer p = 0 : on n’a d’autre choix que dans les cas
exceptionnels indiqués dans la remarque 2.11. Soient aq,...,a,_1 les
coefficients diagonaux de Ag et by,...,b,_1 ceux de oy dans une base
de diagonalisation simultanée. La forme £ est positive si et seulement si

toutes les matrices
b I J
*\J 2H —2I'q;

le sont, ce qui revient a la positivité du déterminant G —2a; pour tous les
i tels que b; est non nul (la trace est alors strictement positive). Il suffira
d’égaler G au maximum des 2a; pour obtenir un £ de rang 2rg3, — 1, ou
de rang inférieur si la valeur propre minimale est multiple. On disposera
encore du parametre H.

Remarques

2.23. On a pris pour valeur de GG, dans I'exemple ci-dessus, la valeur
minimale autorisée. Une valeur plus grande aurait donné un mouvement
en dimension paire. On ne doit pas s’étonner de ’apparition de cette
intégrale premiere comme unique parametre qualitatif. Quand G est
fixé, le flot de Y = X ; conjugue les dynamiques sur tous les niveaux de
H ou cette fonction prend un signe donné. Notons par ailleurs que G est
positive pour tous les mouvements que ’on peut continuer indéfiniment
dans le passé et dans le futur.

2.24. Lagrange concluait la partie théorique de son Essai par le para-
graphe suivant, que Wintner[2] illustre a la page 431 de ses notes his-
toriques en rappelant les résultats de Pizzetti[l] et de Banachiewitz[1] :

“J’avoue, au reste, qu’on pourrait résoudre les Problemes précédents
d’une maniere plus simple par les formules ordinaires du Probleme des
trois Corps entre les rayons vecteurs et les angles décrits par ces rayons,
si ’on voulait se borner d’abord a I’hypothese que les Corps se meuvent
dans un méme plan fixe; mais il ne serait pas aisé, ce me semble, d’en
venir a bout par les mémes formules, si 'on supposait, comme nous
I’avons fait, que les Corps pussent se mouvoir dans des plans différents.”

On se convaincra de l'efficacité du choix de Lagrange, le travail en
distances mutuelles, en essayant démontrer autrement la proposition 2.5.
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Nous voulons maintenant proposer une autre approche de la preuve de la
proposition 2.14, peut-étre plus lumineuse, mais qui, si elle semble plus
“absolue”, ne differe de la précédente que par la forme. Reprenons les
notations de cette preuve, et diagonalisons tout de suite la matrice Ay,
dans une base de D* que nous notons (u1,...,u,—1). Soient aj,...,a,_1
les coefficients diagonaux de Ag et by,...,b,_1 ceux de uofy, qui n’est
pas diagonale a priori. On a A(u;) = " ta;u; et

lw(ui)[I* = (e (i), w(us)) = (Blus), us) = Ibi,

1/2

si bien que, pour tous les b; non nuls, §; = b, ' “x(u;) vérifie

(©) §; = 2a;|5;]|225;.

Les §;(t) considérés sont donc solutions de probléemes de force centrale,
et satisfont tous a la contrainte ||5;(t)||? = I(t).

Lemme. Si deux solutions 51(t) et §2(t) de deux problémes de force
centrale (C) vérifient ||51(t)|| = ||52(t)|| pour tout temps t, alors ou bien
k = —1, ou bien les deux orbites sont circulaires et uniformes de périodes
différentes, ou bien a1 = as et les deux mouvements sont isométriques.

Démonstration. Les trois fonctions du temps [|5]2, (- 8) et ||5]|2 carac-
térisent le mouvement a isométrie pres. On les notera encore I, J et
K. L’énergie H = K/2 — al" /k permet d’exprimer K en fonction de I.
1l reste les équations I = 2J et J = 2H + 2aI*(1 + k)/k. L’hypothése
implique I; = Iy, J; = Js et, si fl est non nul, H; = Hy. Enfin, si k +1
est non nul, a1 = ay et K1 = K5, d’ou la conclusion.

L’égalité de tous les a; correspondant a des b; non nuls, c’est-a-dire
a des x(u;) non nuls, montre que la configuration est centrale : c’est le
point i de la proposition 2.15. Le lemme redémontre donc la seconde
assertion de la proposition 2.14, en “expliquant” les cas d’exception.

Points critiques du potentiel

Définissons la sous-variété isospectrale d’une configuration relative
donnée :

Ss = {0 € Hom . (D*, D) | tr(pod)® = tr(pof)*, 1 <k < n}.

La remarque 1.19 permet de caractériser les images réciproques de ces
sous-variétés par 'application rel. Ce sont les sous-variétés constituées
de configurations absolues ayant, a une rotation pres, la méme forme
d’inertie b.
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2.25 Proposition. Une configuration relative 3 est équilibrée si et
seulement si c’est un point critique de la restriction de U a sa sous-
variété isospectrale Sg.

Démonstration. Soit R une rotation de D*. On a Rouo'R = p. Tout
point de S peut s’écrire ‘Ro3oR, si bien que les éléments 3’ tangents &
Sp au point 3 sont tous tels qu'il existe un élément Q2 de Hom, (D, D*)
avec

B = p oS — BoQop 1.

Donc

(dU(B3),B') = (p~todUofB — BodUop™, Q).

Le résultat suit, puisque la nullité de cette expression pour tout Q
équivaut a celle de pu~todUof — BodUopu™t = [A, ).

2.26 Proposition. Soit E un espace euclidien de dimension arbitraire.
Une configuration absolue x de Hom(D*, E) est centrale si et seulement
si ||| 7'z est un point critique de la restriction du potentiel homogéne
U a la sphére d’équation I = 1.

Démonstration. Comme I(x) = ||x]|?, on a dI(x) = 2eowou. La défini-
tion 2.2 traduit exactement l’existence du multiplicateur de Lagrange
dont nous avons besoin.

Notons que la caractérisation de la proposition 2.26 ne se limite pas
aux configurations de rang maximal. Cependant, lorsque U ne dépend
que des distances mutuelles, son invariance par réflexion montre qu’un
point critique quelconque zg de rang non maximal est aussi point critique
de la restriction de U aux configurations z telles que Imz = Imxy. On
en déduit, en utilisant la proposition 1.12, la

2.27 Proposition. Une configuration relative 3 de rang p est centrale
si et seulement si 3 est un point critique de la restriction de U aux
configurations relatives de rang p et de taille (u, 3).

Remarques

2.28. Fixer la taille de (3, c’est fixer 'invariant spectral n;, défini dans
la remarque 1.19, de ’endomorphisme pof3. Fixer son rang a p, c’est
faire 0 = 1p41 = Npy2 = ---. On voit ainsi directement qu'un point
critique de la proposition 2.27 est en particulier un point critique de la
proposition 2.25.

2.29. La quantité ‘AoB + BoA — 23 de la proposition 2.15 s’interprete,
quand A = kU/I, comme le vecteur gradient en 3 de la fonction U
restreinte aux configurations de méme rang et méme taille que 3, ou
encore, comme l'image directe par rel du vecteur gradient en x de la
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fonction U restreinte a la sphere des configurations absolues de méme
taille que z. Ceci redémontre I’équivalence des formulations ii et iii de
cette proposition.

3. L’inégalité de Sundman

Dans les articles [1] et [2], Sundman a dégagé d’intéressantes pro-
priétés de I’évolution de la taille d’un systeme de trois corps, toutes
reliées directement a ’homogénéité du potentiel. Nous nous contentons
ici de donner une preuve indépendante de la dimension de ’espace de
la fameuse inégalité de géométrie qui est au coeur de ces analyses. No-
tons que Siegel[1] prouve une version affaiblie de cette inégalité, ce qui
complique singuliérement sa présentation des résultats de Sundman|2].

Considérons le probleme plan des n corps, et repérons ces corps, une
fois choisie une base orthonormée de D, par les n — 1 nombres com-

plexes &1,...,&,—1. Aux vitesses seront associés les nombres complexes
My -y Mn—1. Si |C| désigne la valeur absolue du moment cinétique, on
aura

\Z&mleﬂ%ﬂ, Z|§i|2:1, Z|m|2:K_

Ce qu’on appelle I'inégalité de Sundman n’est rien d’autre dans ce cas
que l'inégalité de Cauchy-Schwarz |C|?> + J? < IK. Dans le lemme
suivant, nous remarquons que cette inégalité persiste avec une structure
plus faible que celle du 2.16.

3.1 Lemme. Soit F' un espace vectoriel muni d’une forme euclidienne
k et d’un endomorphisme (éventuellement non inversible) J tel que koJ
soit antisymétrique. Supposons que pour tout x de F nous ayons

(1) 1T @) < =]
Alors pour tout = et tout y de F
(@-9)* + (T (x)-9)* < ]|yl

L’égalité est réalisée pour un couple (x,y) si et seulement si d’une part
y est une combinaison linéaire de x et J (x), d’autre part || J (z)|| = ||z]|-

Démonstration. Les vecteurs x et J(x) sont orthogonaux pour la struc-
ture euclidienne. En projetant y dessus, on obtient

ey)?  (T@)-9?
e e <
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11 suffit maintenant d’appliquer 'inégalité (1).

Le choix d’un élément Q2 de Hom,(E, E*), tel que 'endormorphisme
Jr = € 1oQ vérifie pour tout 7 de E

(2) T <71,

munit 'espace euclidien (F, €) d’une structure du type de celle considérée
dans le lemme. L’extension a I’espace des configurations absolues peut se
faire comme au 2.17. En effet, les égalités (1) et (2) équivalent chacune
a la positivité de la forme € — {TgoecTE.

Voici ce que devient I'inégalité du lemme 3.1, quand on utilise ’expres-
sion C = —xopo'y + youor du moment cinétique, qui donne 'identité

1
(3) 5(C.Q) = (yopo'z, Q) = (y, Qozop) =y - Tpox.

3.2 Inégalité de Sundman. Pour tout élément Q2 de Hom, (E, E*) tel
que Jg = € 1oQ) vérifie I'inégalité (2), on a

i<c, 0)? <IK - J>

3.3 Remarque. Le premier membre de (3) est une “composante” du
moment cinétique. C’est également le Hamiltonien de I’équation diffé-
rentielle £ = e 'oQox, 7 = € 1oQoy. La forme € est donc une rotation
instantanée de I'état au sens de la preuve de la proposition 2.9. Dans
Albouy/[1], le méme objet avait le statut de multiplicateur d'un équilibre
relatif, et on 'avait noté A.

Cas d’égalité et inégalité de Sundman optimale

3.4 Définition. Nous appelons “espace fixe” le sous-espace de E image
du moment cinétique C € Hom,(E*, F). Etant sous-entendu que nous
n’inversons I’endomorphisme [C] que sur 'espace fixe, nous posons

[C] = v/ —(Coe)?,

jc = [C]_loCOE,

Qe = eoJe,

= tuie] = L0
—§l"[ ]—§< Q).

3.5 Proposition. Soient C un élément de Hom, (E*, E) et 2 un élément
de Hom, (E, E*) tel que I'endomorphisme Jg = ¢~ 1o vérifie I'inégalité
(2). I existe z = (x,y) tel que

C = —l’o,uoty -+ youotl',
€M = lz|Plyll® - (x-v)?,

T
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si et seulement si €2 et C sont liés par la relation 2 = Q¢ + Qq, ou g
est tel que ImQy C kerC (et ne joue aucun roéle). Dans ce cas y est une
combinaison linéaire de x et Jgox, et I'espace du mouvement coincide
avec ’espace fixe.

Démonstration. Soit Q = Q¢ + Q5. On vérifie que les trois structures
Cotjc = [C]oé_l, C, tjc_l

munissent £*/ ker C, canoniquement dual a 1’espace fixe, d’une structure
hermitienne. Soit { une injection unitaire de ce dernier espace dans
I’espace 2D, dont la structure hermitienne est définie par

Ry Wy \707

homomorphismes qui envoient respectivement un couple (u,v) de dis-
positions sur (u(u), p(v)), (—p(v), u(u)) et (—v,u). Létat z = ¢, de
2D* dans Im C, vérifie les deux équations de la proposition : la premiere
parce que, par définition, le moment cinétique est 'image directe de
w,, par I’état absolu, la deuxieme parce que, z = (z,y) étant une ap-
plication complexe, on a y = Jeox. Réciproquement, d’apres la fin
du lemme 3.1, tout z qui vérifie la deuxieme équation est de la forme

(x,y = Az + vJgox), et satisfait de plus || Jgox|| = ||z||, qui entraine
JEoxr = —x. Transformons z en une application complexe de 2D* sur
ImC, de méme moment cinétique, en posant zo = /v(x, Jgor). La

forme Co'Jg, image réciproque de k,, par 'z, doit étre symétrique et
définie positive. Le carré de I’endomorphisme ColJgoe associé & cette
forme s’écrit ColJgocoTpo'Coe, ou encore —(Co€)?. Nous avons donc
établi 1’égalité de —CoQ) = Co'Jgoe et 1/ —(Co€)?, égalité déja vérifice
quand on fait Q = Q¢ (définition 3.4). Le noyau de C contient donc
I'image de Q — Q¢.

11 suit des propositions 3.2 et 3.5 que, parmi les € tels que Jg = € 1o
vérifie I'inégalité (2), Q¢ maximise 'expression (C,€2) quand on fixe C.
Faisant ce choix nous obtenons I’

3.6 Inégalité de Sundman optimale : [C|? < IK — J?.

Remarquons que la proposition 3.5 donne une autre caractérisation
des états considérés dans la proposition 2.18 : ce sont les cas d’égalité
dans I'inégalité de Sundman. Au cours d’'un mouvement homographique
dont la configuration est centrale, la structure complexe donnée par la
proposition 2.18 est donc celle associée au moment cinétique : nous redé-
montrons ainsi son invariance au cours du mouvement, déja conséquence
de la proposition 2.20. Dans les mouvements homographiques a configu-
ration non centrale, la quantité IK — J? est une constante strictement
supérieure a |C|%.
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4. Equations des configurations équilibrées
Résolution dans le cas de trois corps

Meéthode pour I'obtention d’équations explicites. Une configuration rel-
ative # définit une forme bilinéaire sur '’hyperplan D* de IR". Choisir
une extension de cette forme a IR™, c’est associer a 3 une matrice n x n,
qui peut étre utile pour calculer. Si par exemple § correspond a une

configuration absolue de n points 77, ..., 7,, 'identité
L 1 L.
BE),m = > (Fi-7)an; = = > lE = 7lPgm,
1<i,5<n 1<4,5<n

dans laquelle & = (&1,...,&,) et n = (n1,...,n,) désignent deux éléments
de D*, suggere deux choix intéressants de tels représentants matriciels :
la matrice des 7; - 7; et celle des —s;;/2, ou

sij = |7 — 751

En général, deux matrices n x n de coefficients respectifs b;; et b;j
définissent la méme forme bilinéaire sur D* si et seulement s’il existe
2n nombres réels uq, ..., u,, v1,...,v, tels que pour tout ¢ et tout j on
ait

/ f— . .

ij - b’Lj — 'UuL +'Uj.
Les combinaisons b;; +b;; — b;; — b;; sont indépendantes du représentant
choisi. Lorsque la forme considérée est symétrique, ce sont ses coor-
données dans la base ;; de Hom,(D*, D) définie dans la remarque 1.14.

. 1 ) o -
On retrouve ainsi 'expression 8=}, . $i;0;.
Associons maintenant une matrice a
. oU
dU = ——ds;;
aSZ‘j

Une telle matrice est unique car dU définit une forme bilinéaire sur D
et une telle forme s’écrit de maniére unique

(u,v) — 5 Q;;U;V5, avec pour tout 7, E = E aj; = 0.
] J

1<i,j<n J

De l'identité ds;; = o}; = ej; ® e7;, on déduit que

(AT (B) (). v) = D | 5o s — ) (v = vy)

1<J
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pour tout couple (u,v) de dispositions représentées respectivement par
les n-uples (u1,...,u,) et (vi,...,v,). La matrice cherchée est formée
des coefficients des termes u;v; dans cette somme. Comme de plus dU(3)
est symétrique, il nous suffit de retenir que parmi les coefficients a;; de
la matrice obtenue, ceux pour lequels i < j s’écrivent

oU
8Sij ’

Oéij:—

Un représentant matriciel de I = BodUop™! = BoA s’obtient simple-

ment en effectuant le produit de représentants matriciels de g3, dU et
1~ 1. Nous prenons respectivement la matrice des —s;5/2, celle des aj,
et la matrice diagonale de coefficients diagonaux m; 1 Les coefficients
du produit sont les

1 oU
1 P =— g il — Sij) 77—~
(1) j 2m; l;éj(sl Sj)aslj

On obtient les coordonnées de la partie symétrique de II en formant les
combinaisons invariantes P;; + P;; — P;; — Pj;. Elles peuvent, d’apres le
point iii de la proposition 2.15, servir a écrire des équations caractérisant
les configurations centrales, ce que nous ne ferons pas ici. Quant a la
partie antisymétrique, elle est connue deés que sont connues les combi-
naisons invariantes

Pijk = Pij + Pji, + Pyi — Pi, — Pyj — Pji,

avec 1 < j < k. Sin est strictement supérieur a 3, ces combinaisons sont
redondantes. En effet, ’application “produit extérieur par (1,...,1)” de
A’ R" dans A® R™ se factorise & travers une injection linéaire de A\* D
dans /\3 IR™. Les P;ji, ¢ < j < k, sont les coordonnées dans /\3 R"™ de
I'image par cette injection du bivecteur II—‘II. Calculons-les : les termes
ou [ vaut 7, j ou k dans ’équation (1) font apparaitre le déterminant

1/m; 1/m; 1/my
Vijk = | Sjk = Ski = Sij  Ski — Sij — Sjk  Sij — Sjk — Ski
aU/aSJk 8U/8s;m 8U/8szj

Les termes correspondant a une autre valeur de [ font apparaitre

1 1 1
Sjk + Sil  Skit+Sji Sij + Ski
19U 10U 1 oU |’

-
Vi =
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de sorte que
1 1 I
Pijr = _§Vz’jk + B Z Yijk-
I#ijk
Jointes aux conditions de positivité de la forme (3, les équations F;;; = 0,
i < j < k, définissent les configurations équilibrées.

Cas du potentiel newtonien. Définissons une fonction ® sur IR, par la
formule ®(s) = Gs~1/2, ot G est une constante positive. Le potentiel
newtonien s’écrit

1<i<j<n

Nous ne retiendrons de la forme particuliere de ® que certaines pro-
priétés, par exemple la concavité de sa dérivée ¢ = ®’. Les équations
que nous venons d’obtenir pour les configurations équilibrées se simpli-
fient : la dépendance de A en les masses devient linéaire, les coefficients
P;; s’écrivent
P = % D mu(si = sij)e(sij),
I#]

et Vi i et Yl deviennent respectivement

ijk
1 1 1
mi(Sjk — Ski — Sij)  Mj(Ski — Sij — Sjk)  Mk(Sij — Sjk — Ski)
©(sjk) ©(Ski) ©(sij)
et
1 1 1

my | Sjk + Sit Ski + 851 Sij + Skl
©(sq) ©(s51) ©(sk1)

Les configurations équilibrées de trois corps. Nous noterons désormais
a = S23, b =831, c =512 et V = V3.

4.1 Proposition. Considérons un potentiel U défini par Ia formule (2)
dans laquelle ® désigne une application d’un intervalle de définition con-
tenu dans )0, 4o00| dans IR dont la dérivée ¢ est strictement concave ou
strictement convexe. Une configuration de trois corps de masses égales
est équilibrée si et seulement si elle est isocéle.

Démonstration. L’unique équation des configurations équilibrées s’écrit
en effet



Elle équivaut a I’alignement sur le graphe de ¢ des trois points d’abscisses
a, betc.

Nous dégageons dans le lemme suivant des incompatibilités entre 1’or-
dre des trois masses et ’ordre des trois cotés d’une configuration équili-
brée. Nous avons besoin supposer que le graphe de la fonction ¢ = @’
vérifie aussi

1 1 1
(3) a—b b—a ¢ |<0,
pla)  b)  @(c)

pour tout triplet ordonné a < b < ¢ de nombres réels strictement positifs
appartenant a 'intervalle de définition de . Pour le potentiel newtonien
nous savons que sous les mémes hypotheses

1 1 1
(4) s B I
pla) (b)) »(c)

ce qui est plus fort que ’étrange inégalité (3), comme nous le montrerons
au cours de la preuve du lemme. Notons qu’on peut aussi changer ¢ en
— dans I’énoncé qui suit.

4.2 Lemme. Considérons une configuration équilibrée de trois masses
my, ms, mg formant un triangle tel que a < b < c¢. Supposons que la
fonction ¢, définie sur un intervalle contenu dans |0, +00[, est strictement
croissante, concave, et vérifie I’hypothése (3) ci-dessus. Si my < mo, le
triangle est acutangle (tous les angles sont aigus) et ma < ms.

Démonstration. Remplagons ¢(a), ¢(b) et ¢(c) par des constantes A,
B et C telles que A < B < C. Considérons l'espace IR® muni des
coordonnées (a,b,c). Appelons p1, p2, p3, P4, Ps, De €t pr les points
d’intersection du plan a+b+c = 1 et des sept droites passant par I'origine
et par les points (1,1,0), (1,1,1), (1,1,2), (C—B,C — A,2C — A— B),
(0,1,1), (0,B — A,2C — A — B) et (0,0,1). La frontiere définie par
I'inégalité (3) passe par les point p1, py et pg. Celle définie par I'inégalité

1 1 1
a b c¢|<L0,
A B C

qui exprime la concavité du graphe de ¢, passe par py et py. Le graphe
de ¢ ne peut donc vérifier les hypotheses du lemme si le point (a, b, ¢)
est en dehors du quadrilatere papsapgpz. On montre facilement que la
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condition (4) définit une région contenue dans ce quadrilatere, limitée
par le segment pop7; et I’hyperbole passant par p, et p7; et tangente a
pap4 en po. Il ne nous reste plus qu’a situer la droite

1 1 1
V=|m(a—b—c) ma(b—c—a) msz(c—a—>b)|=0.
A B C

Elle coupe le segment pyps : V prend le signe de (A—B)(B—C)(mi—ms2)
en py et de m1(C — B) en p5. Comme py appartient au segment psps,
V est encore négatif en ps, alors qu’il est du signe de mg(B — A) en
p1, c’est-a~dire positif : la droite coupe aussi le segment p;ps. Elle ne
rencontre donc pas le quadrilatere papspep7, sauf si V est positive en po,
c’est-a-dire si

1 1 1
mp; mo ms| <0.
A B (C

Cette inégalité n’est pas possible si m; < mg et m3 < ms. Enfin, on
doit avoir c—a —b < 0 pour tous les points d’intersection, ce qui montre
que le plus grand des trois angles du triangle est aigu.

b7

Figure 1

Pour donner I'allure de la courbe V = 0, et justifier les figures que
nous donnons ensuite, on observe que lorsqu’on fixe b et ¢, V est une
fonction tres simple de a, vérifiant notamment

0%V ,
S = (@) ((ma = ma)0(a) — (ms + ma)(b =),
en notant # la fonction telle que
_ ¢'(a)
O(a) =a+ 2(,0”(@)



Dans le cas newtonien, ®(a) = Ga~'/2 donne 0(a) = a/5 : la dérivée
seconde de V ne peut s’annuler qu’une fois. Le lemme suivant donne un
résultat optimal.

4.3 Lemme. Pour un potentiel newtonien, la fonction a — V(a,b,c)
s’annule au plus deux fois sur l'intervalle ]0, 4+o00].

Démonstration. Reprenons 'expression de la dérivée seconde de V. Si
mo — mg et b — ¢ sont de signes contraires, 3>V /da? garde un signe
constant. Sinon, V est équivalente & (mq + mgs)(c — b)p(a) au voisinage
de a =0 et & (m1 + m2)(p(b) — ¢(c))a + (m3 — ma)(p(a) — ¢(b))a au
voisinage de a = 400, deux expressions dont les signes coincident. Dans
les deux cas, la conclusion suit.

Remarques

4.4. Un analogue du lemme précédent pour des potentiels non new-
toniens, et surtout non homogenes, s’obtient en faisant une hypothese de
monotonie sur la fonction 8, qui revient supposer que la dérivée schwar-
zienne de ¢ ne s’annule jamais. Cela provient du fait que 1’équation
V = 0 définit implicitement le réel ¢(a) comme une fonction homo-
graphique de a quand b et ¢ sont fixés.

4.5. La conclusion de 4.2 découle facilement du lemme 4.3 : il suffit
d’étudier le signe de V sur les triangles isoceles.

La figure 2 décrit les configurations équilibrées pour quatre choix de
masses. On a représenté en trait gras la courbe des configurations équi-
librées de taille fixée et 'ellipse des triangles d’aire nulle de taille fixée.
En trait fin apparaissent le triangle qui borde le sous-ensemble

{(a,b,c) eR* a>0,b>0,c>0, =1}

et quelques lignes de niveau des fonctions potentiel et aire restreintes a
ce sous-ensemble. On notera que la courbe des configurations équilibrées
contient nécessairement les points singuliers de ces restrictions, respec-
tivement le triangle équilatéral de Lagrange (dU proportionnelle & y) et
le triangle dont le centre de masse coincide avec l'orthocentre (3 pro-
portionnelle & p~1).
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o D

mi=1<mgs=m3=3 mi1 = Mo = M3
m=1<mg=2<mgzg=4 =mg=2<m3=3
Figure 2
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