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Cher Gilles,

Le jeu de mots dans le titre t’aurait peut être amusé. Quelle forme ? quels corps ? La
forme est quadratique et les corps sont des points même si d’origine céleste.
Au début, il y a la formule de Héron d’Alexandrie [H] pour l’aire |∆| d’un triangle dont
les côtés ont pour longueurs α, β, γ :

16|∆|2 = (α + β + γ)(−α + β + γ)(α − β + γ)(α + β − γ). (H)

Les trois derniers facteurs s’entendent intuitivement puisqu’ils s’annulent lorsque le triangle
est aplati (le deuxième si la longueur du plus grand côté est α, le troisième si c’est β, le
quatrième si c’est γ). Si l’on note

a = α2, b = β2, c = γ2,

la formule devient
16|∆|2 = 2ab + 2bc + 2ca − a2 − b2 − c2.

Les surfaces et les déterminants ont beaucoup d’affinités et l’on ne s’étonne pas trop de
découvrir que cette formule prend la forme du déterminant de Cayley-Menger

−16|∆|2 = det


0 1 1 1
1 0 c b
1 c 0 a
1 b a 0

 . (C.M.)

Pas trop, mais un peu quand même, car un déterminant 2 × 2 semblerait plus naturel*
qu’un déterminant 4 × 4. D’où ce qui suit, fruit d’un travail ([AC], voir également [A2])
effectué avec Alain Albouy sur les symétries du Problème des n corps et leur réduction
dans lequel nous généralisons à plus de trois corps le mémoire fondamental de Lagrange [L].
On y découvre que le déterminant ci-dessus n’est qu’un moyen de calculer un déterminant
plus subtil, celui d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension deux qui, con-
trairement au modèle du plan cartésien IR2, ne possède aucune base privilégiée. On peut
penser au plan d’équation x + y + z = 0 dans IR3. Ce plan est naturellement muni des
trois droites suivant lesquelles il coupe les plans de coordonnées x = 0, y = 0 et z = 0
mais certainement pas d’une base canonique. Calculer dans un tel plan nécessite des choix
ou des artifices.

* en effet, si X est la matrice dont le colonnes sont les composantes des deux vecteurs �V , �W∈IR2, det X est

l’aire orientée du parallélogramme engendré par les deux vecteurs et dettXX est le carré de cette aire.
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1 - Les “dispositions” et la réduction des translations
Considérons un triangle dans le plan IR2 ou l’espace IR3 (excuse-moi, Gilles, je sais avec
quelle condescendance tu considérais le “pauvre” espace des mathématiciens). Son aire
n’est pas affectée par un déplacement rigide ou par une symétrie. C’est cette propriété
fondamentale qu’il s’agit d’exploiter. Elle explique que l’aire ne dépende que des longueurs
des côtés et non de la position absolue des sommets.

Figure 1 (Invariance de l’aire par translation)

La façon de calculer “à translation près” remonte aux travaux de Jacobi sur le Problème
des n corps [J]. Ce qui suit en est essentiellement une formalisation. La donnée de n
points �r1, �r2, . . . , �rn dans l’“espace” E ≡ IRk, k = 1, 2, 3, . . . (la pauvreté de la notion
mathématique d’espace a quand même l’avantage de permettre une facile généralisation à
des dimensions quelconques) équivaut à celle de l’application linéaire X : IRn → E définie
par X(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

∑n
i=1 ξi�ri. Autrement dit, on représente la “configuration” des

n points (corps) dans l’espace E par la matrice à k lignes et n colonnes, dont la ième

colonne est formée des coordonnées dans E ≡ IRk du vecteur �ri. Cette représentation a
été introduite par Alain Albouy dans sa thèse [A1].
La source IRn de l’application X représente le “côté des corps”, le but E celui de l’espace.
Soit maintenant D∗ le sous-espace de IRn formé des n-uples (ξ1, ξ2, . . . , ξn) de somme nulle :

D∗ =
{
(ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ IRn,

n∑
i=1

ξi = 0
}
.

Quels que soient �t ∈ E et (ξ1, ξ1, . . . , ξn) ∈ D∗, on a
n∑

i=1

ξi(�ri + �t) =
n∑

i=1

ξi�ri.

La restriction x de X à D∗ ne distingue donc plus entre les deux n-uples (�r1, �r2, . . . , �rn) et
(�r1 +�t, �r2 +�t, . . . , �rn +�t). Par contre, elle fournit les différences �ri − �rj et donc la position
des corps, une fois fixée celle de l’un d’eux. On en déduit que la donnée de n points à
translation près dans E équivaut à celle d’une application x de D∗ dans E.
Une telle application peut être “représentée” par la matrice k×n dont les colonnes sont les
composantes des �ri ∈ IRk mais aussi par n’importe laquelle des matrices dont les colonnes
sont les composantes des �ri + �t, où �t ∈ IRk. Ce n’est que par le choix d’une base de D∗

qu’on en obtient une représentation par une matrice (k − 1) × n.
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Mais d’où vient D∗ ? Le sous-espace D∗ doit être interprété comme le dual de l’espace
D des n-uples de points sur la droite à translation près. Ce dernier, appelé espace des
dispositions, est le quotient de IRn par la droite engendrée par le vecteur (1, 1, . . . , 1) :
quel que soit t ∈ IR, les n-uples (x1, x2, . . . , xn) et (x1 + t, x2 + t, . . . , xn + t) “représentent”
le même élément de D. La dualité est celle qui à (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ∈ D∗ et (x1, x2, . . . , xn)
représentant un élément de D, associe

∑
ξixi =

∑
ξi(xi + t). Un homomorphisme x :

D∗ → E peut alors être interprété comme un élément du produit tensoriel D ⊗ E. La
représentation de x par une classe d’équivalence de matrices k × n correspond à celle de
D ⊗ E comme quotient de IRn ⊗ E ≡ En par l’action diagonale des translations de E.

2 - Du “côté de l’espace” au “côté des corps” : la réduction des rotations et
des symétries

L’invariance de l’aire par translation signifie que S ne dépend que de x; son invariance
par isométrie linéaire (i.e. rotations et symétries par rapport à un sous espace vectoriel)
signifie qu’elle ne dépend en fait que de la “matrice de Gram” dont les coefficients sont les
produits scalaires 〈�ri, �rj〉E , c’est-à-dire de la n × n matrice tXX si x est représenté par la
k × n matrice X dont les colonnes sont les composantes des �ri ∈ E ≡ IRk. La matrice de
Gram doit être interprétée comme celle d’une forme quadratique β non sur IRn mais sur
D∗. Cette forme quadratique, qui code entièrement pour la forme à isométrie près définie
par les n points, s’écrit :

β(ξ, η) =
∑
i,j

〈�ri, �rj〉E ξiηj =
∑
i,j

(
−1

2
r2
ij

)
ξiηj ,

où rij = ||�ri − �rj || est la distance entre les corps i et j. Notons que la dernière égalité ne
vaut que sur D∗ et non sur IRn.

Figure 2 (Invariance de l’aire par rotation et symétrie)

Remarque. On peut montrer que les distances mutuelles rij sont les coordonnées de β
dans une base naturelle de l’espace vectoriel des formes quadratiques sur D∗. Ainsi, leur
donnée est équivalente à celle de β qui ne fait donc plus intervenir l’espace ambiant E.
Nous sommes passés du “côté de l’espace” au “côté des corps”.
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On déduit de la définition de β que β(ξ, ξ) = ||
∑

i ξi�ri||2E ≥ 0. Le théorème suivant affirme
que cette propriété est caractéristique (voir [B], [AC]) :

Théorème (Borchart 1866). Les nombres réels rij sont les distances mutuelles de n
points plongés dans un espace euclidien E (dont on ne précise pas la dimension) si et
seulement si la forme quadratique β =

∑
i,j

(
− 1

2r2
ij

)
ξiηj sur D∗ est positive. De plus, on

peut choisir E de dimension p si et seulement si le rang de β est inférieur ou égal à p.

3 - Masses et volumes.

Attribuons des masses positives mi aux points �ri, qui deviennent des “corps”, éventuelle-
ment célestes. Un moyen classique de “réduire” la symétrie de translation est de fixer à
l’origine de IRn le centre de gravité xG = (1/

∑
mi)

∑
mixi d’un n-uple (x1, x2, . . . , xn).

On identifie ainsi D à l’hyperplan vectoriel de IRn d’équation
∑

mixi = 0. En restreignant
à cet hyperplan le produit scalaire des masses défini sur IRn par la formule

(x1, x2, . . . , xn) · (y1, y2, . . . , yn) =
n∑

i=1

mixiyi,

on fait de D un espace euclidien dont le produit scalaire s’écrit

(x1, x2, . . . , xn) · (y1, y2, . . . , yn) =
n∑

i=1

mi(xi − xG)(yi − yG).

A cette structure euclidienne est associé l’isomorphisme

µ : D → D∗, µ(x1, x2, . . . , xn) =
(
m1(x1 − xG), m2(x2 − xG), . . . , mn(xn − xG)

)
qui munit D∗ du produit scalaire euclidien

(ξ1, ξ2, . . . , ξn) · (η1, η2, . . . , ηn) =
n∑

i=1

1
mi

ξiηi

et transforme la forme quadratique β en un endomorphisme symétrique B de l’espace
euclidien D∗, défini par

β(ξ, η) = B(ξ) · η = ξ · B(η).

Revenant au cas de 3 corps, pour lequel dimD∗ = 2, nous sommes en mesure d’interpréter
le déterminant 4 × 4 de la formule (C.M.) comme un artefact de calcul du déterminant
d’un endomorphisme d’un espace de dimension 2 dépourvu d’une base privilégiée.

Proposition. La formule (C.M.) exprimant le carré de l’aire S du triangle de sommets
�r1, �r2, �r3 au moyen d’un déterminant de Cayley-Menger équivaut à l’équation

detB =
m1m2m3

m1 + m2 + m3
(2S)2.
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Démonstration. C’est une suite d’exercices élémentaires d’algèbre linéaire : les artifices
annoncés dans l’introduction. Après une éventuelle translation, on peut supposer que le
centre de gravité des �ri est à l’origine de IR2.
1) On définit l’extension B̂ de B en un endomorphisme de IR3 par la condition que B
prenne la valeur 0 sur le vecteur (m1, m2, m3), qui engendre l’orthogonal de D∗ pour le
produit scalaire dual de celui des masses sur (IR3)∗ ≡ IR3. Montrer que la matrice de B̂
(dans la base canonique de IR3) est

B̂ = (b̂ij)1≤i,j≤3, b̂ij = mi < �ri, �rj > .

2) En se plaçant dans la base de IR4 = IR × IR3 formée de (1, 0, 0, 0), (0, m1, m2, m3),
(0, a1, b1, c1), (0, a2, b2, c2), où les (ai, bi, ci), i = 1, 2, engendrent D∗, montrer que l’on a

det B = − 1
M

det B̃,

où M =
∑n

i=1 mi est la somme des masses et B̃ est la matrice 4 × 4 obtenue à par-
tir de B̂ en la bordant en haut par la ligne ( 0 1 1 1 ) et à gauche par la colonne
( 0 m1 m2 m3 ).
3) Utiliser les identités

< �ri, �rj > − < �r1, �rj > − < �ri1, �r1 >=< �ri1, �rj1 >,

< �ri, �rj > −1
2
‖�ri‖2 − 1

2
‖�rj‖2 = −1

2
r2
ij ,

pour conclure, à l’aide d’opérations de lignes et de colonnes que, d’une part,

det B̃ = det


0 1 1 1

m1 0 0 0
m2 0 m2 < �r21, �r21 > m2 < �r21, �r31 >
m3 0 m3 < �r31, �r21 > m3 < �r31, �r31 >


est le produit par −m1m2m3 du carré de l’aire du parallélogramme engendré par les
vecteurs �r21, �r31, et que, d’autre part,

det B̃ = det


0 1 1 1

m1 0 − 1
2m1r

2
12 − 1

2m1r
2
13

m2 − 1
2m2r

2
21 0 − 1

2m2r
2
23

m3 − 1
2m3r

2
31 − 1

2m3r
2
32 0


est égal au produit par 1

4m1m2m3 du déterminant présent dans la formule (C.M.).
4) En déduire la proposition en se rappelant que l’aire de n’importe lequel des paral-
lélogrammes engendrés par les �ri est égale à 2 fois celle du triangle qu’ils définissent.
5) Plus généralement, montrer que

det(IdD∗ − λB) = 1 − Iλ +
m1m2m3

m1 + m2 + m3
4|∆|2λ2,

où I = traceB = 1
M (m2m3r

2
23 + m3m1r

2
31 + m1m2r

2
12) = 1

M (m2m3a + m3m1b + m1m2c)
est le moment d’inertie des trois masses par rapport à leur centre de gravité.
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Remarque. Tout ceci se généralise avec la même démonstration au cas de n corps dans
un espace euclidien de dimension finie (exercice) et le polynôme caractéristique de B est
donné par la formule

det(IdD∗ − λB) = 1 − η1λ + · · · + (−1)n−1ηn−1λ
n−1,

ηk−1 =
1
M

∑
i1<···<ik

mi1 · · ·mik
[(k − 1)!voli1···ik

]2, M =
n∑

i=1

mi,

où voli1···ik
est le volume (k − 1)-dimensionnel du simplexe dont les corps �ri1 , . . . , �rik

sont
les sommets. En particulier, le carré du volume (n − 1)-dimensionnel V du simplexe dont
les sommets sont les n points est donné par la formule

det B =
m1 · · ·mn

M

(
(n−1)!V

)2
, ou (−1)n2n−1(n−1)!2V 2 = det


0 1 . . . 1
1 0 . . . .
. . . . r2

ij .
. . . . . .
. . r2

ji . 0 .
1 . . . . 0

 .

4 - Retour à l’espace ambiant : inerties.
L’application x qui représente une configuration des n corps (�r1, �r2, . . . , �rn) à translation
près est la restriction à l’hyperplan D∗ de l’application linéaire X : IRn → E définie par
X(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

∑n
i=1 ξi�ri. La transposée de x applique le dual E∗ de E dans le dual

de D∗, qui s’identifie canoniquement à D. Mais les structures euclidiennes de E = IRk

et D nous permettent d’identifier chacun de ces espaces avec son dual. Finalement, la
transposée tx : E → D∗ de x peut être définie par la formule :

∀e ∈ E,∀ξ ∈ D∗, e · x(ξ) =t x(e) · ξ,
dans laquelle les produits scalaires · sont pris respectivement dans E et dans D∗.
L’endomorphisme B : D∗ → D∗ s’écrit alors B =t x ◦ x. Mais l’endomorphisme I =
x ◦t x : E → E est lui bien connu des mécaniciens, au moins en dimension trois où les
bivecteurs s’identifient à des vecteurs une fois l’orientation fixée (excuse-moi, Gilles, toi
qui admirait tant Grassmann, d’épargner aux lecteurs le langage de l’algèbre extérieure
qui est pourtant bien celui des moments cinétiques et des rotations instantanées). C’est la
forme d’inertie duale de la configuration formée par les n masses ponctuelles. En effet, si
n = k = 3, �ri = (xi, yi, zi) et

∑
i mi�ri = 0, x et tx peuvent être représentées respectivement

par les matrices

X =

 x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

 et tX =

 m1x1 m1y1 m1z1

m2x2 m2y2 m2z2

m3x3 m3y3 m3z3

 ,

et l’extension B̂ de B à IR3 introduite dans le paragraphe 3 devient B̂ = tXX alors que

I = XtX =

 ∑
k mkx2

k

∑
k mkxkyk

∑
k mkxkzk∑

k mkykxk

∑
k mky2

k

∑
k mkykzk∑

k mkzkxk

∑
k mkzkyk

∑
k mkz2

k

 .
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L’opérateur d’inertie J : ∧2E∗ → ∧2E, qui transforme la rotation instantanée d’un mou-
vement de corps solide de la configuration x en son moment cinétique, est quant à lui
représenté après identification à E de la source et du but, par la matrice :

J =

 ∑
k mk(y2

k + z2
k) −

∑
k mkxkyk −

∑
k mkxkzk

−
∑

k mkykxk

∑
k mk(z2

k + x2
k) −

∑
k mkykzk

−
∑

k mkzkxk −
∑

k mkzkyk

∑
k mk(x2

k + y2
k)

 = (traceI)Id − I.

En particulier, la connaissance du spectre de l’un quelconque des trois opérateurs B, I,J
implique celle des deux autres. Fixer B équivaut donc à fixer à rotation près l’ellipsöıde
d’inertie de la configuration, ce qui justifie le nom d’inertie intrinsèque que nous lui avons
donné. Définie du côté des corps et non plus du côté de l’espace ambiant, elle est invariante
par le groupe O(IRk) des isométries linéaires de E = IRk et covariante par le groupe O(D)
des isométries linéaires de D (le “democracy group” des physiciens) alors que l’inertie des
mécaniciens (celle, I ou J , qui définit l’ellipsöıde d’inertie dans IRk) est invariante par
O(D) et covariante par O(IRk).

Remarque. Le potentiel newtonien U(�r1, �r2, . . . , �rn) =
∑

i<j
mimj

rij
ne dépend, une fois les

masses données, que des rij , c’est-à-dire de β. Appelons sous-variété isospectrale l’ensemble
des formes quadratiques β sur D∗ dont le spectre de l’endomorphisme B associé est fixé; une
telle variété consiste en l’ensemble des formes dont l’ellipsöıde d’inertie est fixé à isométrie
de E près. On définit dans [AC] les configurations équilibrées de n masses positives comme
les points critiques de la restriction de U à une sous-variété isospectrale. On montre
que ce sont exactement les configurations qui admettent un mouvement homographique
(i.e. un mouvement au cours duquel la forme ne change pas à similitude près) dans un
espace E dont on ne précise pas la dimension (toujours l’“oubli” de l’espace ambiant). Ces
configurations généralisent les classiques configurations centrales qui possèdent la même
propriété mais dans un espace E de dimension inférieure ou égle à 3. Ces dernières sont
en effet les points critiques de la restriction de U à l’ensemble des configurations dont le
moment d’inertie I = trace B par rapport au centre de gravité est fixé.

5 - Le problème des trois corps dans le plan : de l’aire à l’aire orientée et de
la formule de Héron à la théorie des invariants.

Dans le quadrant IR3
+ des triplets (a, b, c) de nombres réels positifs ou nuls, les triplets qui

représentent les carrés des longueurs des côtés d’un triangle sont ceux qui appartiennent
au cône plein d’équation 2ab + 2bc + 2ca − a2 − b2 − c2 ≥ 0. Il suffit en effet, d’après le
théorème de Schoenberg, que la forme quadratique β définie sur D∗ par

β(ξ, η) = −1
2
(aξ2η3 + bξ3η1 + cξ1η2)

soit non négative. Fixant des masses positives quelconques, cela revient à la non négativité
de la trace et du déterminant de l’endomorphisme B associé, c’est-à-dire, puisque a, b, c ≥ 0,
à la condition annoncée. On peut dire que la positivité du second membre de la formule
donnant le carré de l’aire d’un triangle en fonction des carrés des longueurs de ses côtés
subsume les trois inégalités triangulaires.
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Fixons maintenant la taille des triangles en leur imposant d’avoir un moment d’inertie par
rapport à leur centre de gravité égal à 1 :

I = traceB = m2m3a + m3m1b + m1m2c = 1.

L’intersection de ce plan affine avec le cône plein est un domaine elliptique (un disque
si les trois masses sont égales) qui paramètre l’ensemble des triangles d’inertie fixée à
isométrie près. Le bord de ce domaine correspond aux triangles aplatis, dont l’aire est
nulle. Il contient trois points particuliers, les points de collision correspondant à des
triangles dégénérés dont deux sommets sont confondus.

Lorsque l’espace ambiant E est de dimension 2, ne passer au quotient que par les rotations
(i.e. par les isométries linéaires préservant l’orientation) conduit à l’espace des triangles
orientés d’inertie fixée : c’est une sphère S (the shape sphere en anglais), formée du
recollement le long de leurs bords de deux exemplaires de T correspondant respectivement
aux triangles orientés positivement et à ceux orientés négativement (figure 3). Dans ce qui
suit, on indique une manière plus conceptuelle d’obtenir cette sphère et les structures qui
lui sont naturellement associées.

Figure 3 (dans IR3)

La première remarque est que l’on peut maintenant enrichir la notion d’aire en lui donnant
un signe dépendant de l’orientation du triangle. Nous noterons ∆ cette aire orientée.
Analytiquement, ∆ = 1

2�u1∧�u2, où �u1 est le vecteur d’origine le premier corps et d’extrémité
le second et �u2 est n’importe quel vecteur dont l’origine est sur la droite joignant les deux
premiers corps et dont l’extrémité est le troisième corps (si des masses sont attribuées aux
corps et si l’origine de �u2 est le centre de gravité des deux premiers corps, �u1 et �u2 sont les
coordonnées de Jacobi dans l’espace Hom(D∗, IR2) ≡ D ⊗ IR2 ≡ D2 des configurations de
trois corps dans le plan modulo tranlation; ces coordonnées sont obtenues en choisissant
une base orthogonale de D∗).

L’équation (C.M.), qui exprime ∆2 comme fonction des carrés a = r2
23, b = r2

31, c = r2
12 des

distances mutuelles, définit un cône quadratique dans IR4 (coordonnées a, b, c,∆) et même
un demi-cône C si l’on ne s’intéresse qu’au quadrant a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0. La shape sphere
S s’identifie à l’ensemble des génératrices de C, c’est-à-dire au quotient de C \ {0} par les
homothéties (figure 4).

8



Figure 4 (dans IR4)

Le cône C et la sphère S apparaissent donc respectivement comme une réalisation du
quotient de D2 par l’action des rotations ou celle des similitudes orientées (rotation et
homothéties). Pour préciser ce point, remarquons que l’action du groupe SO(2) des ro-
tations de IR2 munit l’espace Hom(D∗, IR2) ≡ D ⊗ IR2 ≡ D2 des configurations de trois
corps dans le plan modulo tranlation d’une structure d’espace vectoriel sur le corps CI
des nombres complexes, la multiplication par i correspondant à la rotation de +π

2 dans
IR2 ≡ CI 2. Autrement dit, si (u, v) ∈ D, i(u, v) = −(v, u).

Pour aller plus loin, il faut se débarrasser des choix de coordonnées et, pour cela, donner
une interprétation intrinsèque de l’espace IR4 que nous venons d’introduire et du cône
C qu’il contient. La remarque fondamentale est que les carrés des distances mutuelles
a, b, c et l’aire orientée ∆ sont des fonctions quadratiques à valeurs réelles sur l’espace
vectoriel D2, c’est-à-dire des fonctions qui dans n’importe quel système de coordonnées sur
D, s’expriment comme des polynômes de degré 2 en ces coordonnées. De plus, ces fonctions
sont invariantes par rotation : ce sont des invariants quadratiques pour l’action du groupe
SO(2) des rotations. Or, une démarche classique en géométrie algébrique est de caractériser
un espace par l’espace des fonctions que l’on peut y définir. Dans le cas qui nous occupe,
la compréhension du quotient D2/SO(2) de D2 par l’action du groupe SO(2) des nombres
complexes de module 1 équivaut à celle de l’ensemble des polynômes réels P : D2 → IR
invariants par cette action, i.e. tels que P (λv) = P (v) quel que soit λ ∈ CI de module
1. Mais un tel polynôme s’exprime nécessairement comme un polynôme en les polynômes
invariants quadratiques. En effet, si l’on choisit une base de D2 sur le corps des complexes,
i.e. si on identifie D2 à CI 2 (disons par le choix de coordonnées de Jacobi associées à
un choix de masses), l’action de SO(2) s’écrit λ · (z1, z2) = (λz1, λz2) et un polynôme
P (z1, z2) =

∑
aijklz1z̄

j
1z

k
2 z̄l

2 est invariant si et seulement si aijkl �= 0 ⇒ i−j+k−l = 0. On
en déduit que P est un polynôme en les invariants quadratiques |z1|2, |z2|2,Rez̄1z2, Imz̄1z2.
Il sufit donc de comprendre les invariants quadratiques, c’est-à-dire l’espace vectoriel réel
Q(D2) de dimension 4 engendré par les fonctions ci-dessus. Cet espace est bien entendu
indépendant du choix d’une base de D2. Le fait que les invariants quadratiques permettent
de construire tous les invariants polynomiaux implique que le quotient D2/SO(2) s’injecte
dans l’espace Q(D2), ou plutôt dans son dual Q(D2)∗ par l’application d’évaluation e :
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D2 → Q(D2)∗ qui à v ∈ D2 associe la forme linéaire q �→ q(v). Mais l’image de cette
application est facile à déterminer : une fois choisie une base de D2 dont les coordonnées
sont notées z1, z2, Q(D2) est engendré par |z1|2, |z2|2,Rez̄1z2, Imz̄1z2, et l’image C de D2

est définie par la seule relation quadratique |Rez̄1z2|2 + |Imz̄1z2|2 = |z1|2|z2|2, assortie des
l’inégalités |z1|2 ≥ 0, |z2|2 ≥ 0. Il est en fait plus agréable de remplacer ces dernières
coordonnées par

w0 = |z1|2 + |z2|2, w1 = |z1|2 − |z2|2, w2 = 2Re(z̄1z2), w3 = 2Im(z̄1z2),

car le demi-cône C, défini par les équations −w2
0 + w2

1 + w2
2 + w2

3 = 0, w0 ≥ 0, apparâıt
comme le cône de lumière dans l’espace de Minkowski. Pour l’identifier au demi-cône défini
par (C.M.), il suffit de remarquer que a, b, c,∆ forment une base de Q(D2) : la formule
de Héron ne fait donc qu’exprimer la relation quadratique qui existe entre les éléments de
cette base.
Remarques. 1) Nous venons de voir que l’application H : CI 2 → IR4 définie par

(z1, z2) �→ (|z1|2 + |z2|2, |z1|2 − |z2|2, 2Re(z̄1z2), 2Im(z̄1z2))

a pour image le demi-cône d’équations −w2
0 + w2

1 + w2
2 + w2

3, w0 ≥ 0; sa composition
H = π0 ◦ H : CI 2 → IR3 avec la projection π0 parallèlement à w0 sur le sous-espace IR3

engendré par w1, w2, w3 est la classique application de Hopf, qui applique la sphère unité
de CI 2 sur la sphère unité de IR × CI par la classique fibration de Hopf.
2) L’espace des génératrices du demi-cône ci-dessus est la définition intrinsèque (en particu-
lier indépendante d’un choix de masses) de la sphère des triangles orientés ou shape sphere.
On montre classiquement (voir [M]) qu’elle hérite d’une structure conforme bien définie
en remarquant que l’on peut y définir, indépendamment de tout choix de coordonnées, la
notion de cercle comme ensemble des génératrices du demi-cône contenues dans un sous-
espace vectoriel de dimension trois (si l’on connâıt les cercles, on connait en particulier les
cercles infinitésimaux et on en déduit une notion d’angle, c’est-à-dire une structure con-
forme). Des métriques riemanniennes dans cette classe conforme (i.e. définissant la même
notion d’angle) sont obtenues en la considérant comme l’ensemble des classes d’isométrie
orientée de triangles dont le moment d’inertie par rapport à leur centre de gravité est
égal à 1. Il suffit pour le voir de choisir, une fois les masses fixées, une base sur CI
de D2 qui soit une base orthogonale de D∗ (coordonnées de type Jacobi). Par exemple,
pour la métrique correspondant à des masses égales, on peut prendre z1 = 1√

2
(�r2 − �r1) et

z2 =
√

2
3 (�r3− 1

2 (�r1 +�r2)). Dans tous les cas, si la base choisie est orthonormée, la métrique
sur D2 ≡ CI 2 ≡ IR4 est la métrique euclidienne standard.
3) Topologiquement, la situation orientée est bien plus riche que la situation non orientée :
la sphère des triangle orientés possède un groupe de symétrie à douze éléments (le groupe
dihédral D6, qui est aussi le groupe de symétrie de l’hexagone régulier) et, privée des trois
points de collision, son groupe fondamental devient le groupe libre à deux générateurs. Des
travaux récents ont montré qu’une partie de cette richesse se retrouve dans les solutions
périodiques du problème des 3 corps, mais ceci est une autre histoire.
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