




































































































































































































































































Rudiments de calcul tensoriel

M1 Géométrie et dynamique (A. Chenciner)

Résumé

Vecteurs, covecteurs, bivecteurs, formes bilinéaires, applications liné-
aires, tous ces êtres mathématiques sont des exemples de tenseurs. De
même, les champs de vecteurs, les formes différentielles, les métriques rie-
manniennes ou lorentziennes, mais aussi l’application tangente à une ap-
plication différentiable ou la courbure d’une connexion, sont des exemples
de champs de tenseurs. Dans ce qui suit, tous les espaces vectoriels sont
supposés être de dimension finie, ce qui permet d’identifier systématique-
ment un espace vectoriel E à son bidual E∗∗ := (E∗)∗.

1 Tenseurs

Soient E1, · · · , Ek des espaces vectoriels de dimension finie sur R (rien
n’empêche de choisir un autre corps), E∗i = L(Ei,R) leurs duaux. Des ap-
plications linéaires li ∈ E∗i étant données, on définit leur produit tensoriel
l1 ⊗ · · · ⊗ lk comme étant la forme k-linéaire sur E1 × · · · ×Ek définie par

(x1, · · · , xk) 7→ l1(x1) · · · lk(xk).

Une telle forme k-linéaire est dite décomposable. Notons que l1⊗· · ·⊗lk est
k-linéaire non seulement par rapport aux xi mais également par rapport
aux li. Si {e1;1, · · · , e1;d1}, · · · , {ek;1, · · · , ek;dk} sont des bases des Ei,
et les ej

i les éléments des base duales, i.e. si ej
i (

Pdi
j=1 x

jei;j) = xj , les

ei1
1 ⊗ · · · ⊗ e

ik
k forment une base de Lk(E1 × · · · × Ek,R). En particulier,

toute forme k-linéaire sur E1 × · · · × Ek s’écrit comme une combinaison
linéaire

P
l1 ⊗ · · · ⊗ lk de formes décomposables, ce qui justifie de donner

à l’espace Lk(E1 × · · · × Ek) des formes k-linéaires sur E1 × · · · × Ek le
nom de produit tensoriel des espaces E∗i et de le noter E∗1 ⊗ · · · ⊗ E∗k .

Identifiant canoniquement un espace vectoriel de dimension finie E à
son bidual E∗∗ par l’isomorphisme d’évaluation x 7→ (l 7→ l(x)), on peut
alors définir le produit tensoriel E1 ⊗ · · · ⊗ Ek des espaces vectoriels Ei

comme l’espace vectoriel Lk(E∗1 × · · · × E∗k ,R) des formes k-linéaires sur
E∗1 × · · · × E∗k . Ce produit est associatif (et commutatif dans le sens où
E⊗F et F ⊗E sont canoniquement isomorphes). Comme ci-dessus, si les
{e1;1, · · · , e1;d1}, · · · , {ek;1, · · · , ek;dk} sont des bases des Ei, les éléments
décomposables e1;i1 ⊗ · · · ⊗ ek;ik forment une base de E1 ⊗ · · · ⊗Ek, dont
la dimension est ainsi le produit de celles des Ei.
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D’un point de vue pratique, on retiendra :

Un tenseur t ∈ E1 ⊗ · · · ⊗ Ek s’écrit comme somme d’éléments
décomposables t = (x1⊗· · ·⊗xk)+(y1⊗· · ·⊗yk)+ · · · ; cette écriture
n’est pas unique, la règle de calcul étant la linéarité de chacun
des termes décomposables par rapport à ses facteurs :

x1⊗· · ·⊗(λx′i+µx
′′
i )⊗· · ·⊗xk = λ(x1⊗· · ·⊗x′i⊗· · ·⊗xk)+µ(x1⊗· · ·⊗x′′i ⊗· · ·⊗xk).

L’unique application bilinéaire de (E∗1 ⊗ · · · ⊗E∗k)× (E1⊗ · · · ×Ek) dans
R qui à l1 ⊗ · · · ⊗ lk et x1 ⊗ · · · ⊗ xk fait correspondre l1(x1) · · · lk(xk),
met en dualité les espaces E∗1 ⊗ · · · ⊗E∗k et E1 ⊗ · · · ⊗Ek. Autrement dit,
E1 ⊗ · · · ⊗ Ek peut être défini à isomorphisme près par l’identité

L(E1 ⊗ · · · ⊗ Ek,R) = Lk(E1 × · · · × Ek,R).

C’est en fait la définition générale, qui vaut également en dimension infi-
nie : le produit tensoriel est caractérisé à isomorphisme près par la pro-
priété universelle suivante : si π ∈ Lk(E1 × · · · × Ek, E1 ⊗ · · · ⊗ Ek) est
l’application k-linéaire définie par π(x1, · · · , xk) = x1 ⊗ · · · ⊗ xk, toute
application k-linéaire f de E1 × · · · × Ek dans un espace vectoriel F se
factorise en la composée f = l ◦ π avec π d’une application linéaire l de
E1 ⊗ · · · ⊗ Ek dans F uniquement définie. Autrement dit :
Le produit tensoriel est une machine à transformer applications
k-linéaires en applications linéaires.

Les applications linéaires sont des tenseurs. On a en effet les iden-
tifications canoniques

E∗ ⊗ F ≡ (E ⊗ F ∗)∗ ≡ L2(E × F ∗,R) ≡ L(E,F ∗∗) ≡ L(E,F ).

Dans ce langage, la transposition L(E,F ) → L(F ∗, E∗) devient, après
identification de F ∗∗ à F , la permutation des facteurs E∗⊗F → F ⊗E∗.
Contractions. Des opérations de contraction sont induites par la mise en
dualité de certains couples (E,E∗). Lorsque les facteurs Ei sont tous des
exemplaires d’un même espace E et de son dual E∗, on parle de tenseurs
r fois contravariants et s fois covariants s’il y a r exemplaires de E et s
exemplaires de E∗. Voici des exemples :

1) La contraction des facteurs E∗ et E dans (E∗⊗F )⊗E ≡ L(E,F )⊗E
associe à l ∈ L(E,F ) et x ∈ E l’élément l(x) ∈ F . De même, la contraction
des couples (E∗, E) et (F ∗, F ) dans (E∗⊗F ∗)⊗E⊗F associe à la forme
bilinéaire b ∈ L2(E × F,R) et aux vecteurs x ∈ E, y ∈ F , le réel b(x, y).

2) Si E = F , la contraction C(t) de t = l ⊗ x + l′ ⊗ x′ + · · · ∈ E∗ ⊗ E
est le nombre réel C(t) = l(x) + l′(x′) + · · · , c’est-à-dire la trace de l’ho-
momorphisme qui correspond à t dans l’identification canonique décrite
ci-dessus de E∗ ⊗ E à L(E,E).
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3) La contraction des facteurs E∗ et E d’une part, F ∗ et F d’autre part,
dans (E∗⊗F )⊗(E⊗F ∗) ≡ L(E,F )⊗L(E∗, F ∗) met L(E,F ) et L(E∗, F ∗)
en dualité par l’application (ϕ,ψ) 7→ trace(tψ ◦ ϕ).

Coordonnées : indices contravariants et indices covariants.
Soit {e1, · · · , ep} une base de E et {e1, · · · , en} la base duale. Des éléments
x ∈ E et l ∈ E∗ s’écrivent x =

Pn
j=1 x

jej , l =
Pn

j=1 lje
j , où nous

avons pris soin de noter en haut les indices contravariants et en bas les
indices covariants. Cette terminologie a son origine dans la manière dont
se comportent les coordonnées lors d’un changement de base (se rappeler
que, si les vecteurs de base ei sont des éléments de E, les “fonctions
coordonnées” ej : x =

P
xiei 7→ ej(x) = xj sont des éléments de E∗) :

ẽi =

nX
j=1

Aj
iej et

nX
i=1

x̃iẽi =

nX
j=1

xjej impliquent xj =

nX
i=1

Aj
i x̃

j .

Si l’indice est covariant, la matrice de passage est la même que pour les
vecteurs de base, s’il est contravariant c’est la matrice contragrédiente
(transposée de l’inverse). Bien entendu, dans le passage de E à E∗, les
rôles des vecteurs de base et des coordonnées sont inversés.

Convention de sommation d’Einstein. Elle consiste en l’élimination
des signes de sommation, la règle étant qu’une sommation doit être ef-
fectuée dès qu’un même indice apparait à la fois en position supérieure
et inférieure. Par exemple, xiei signifie

Pn
i=1 x

iei. Cette règle rend parti-
culièrement simple l’expression des contractions et donc toutes les opérations
naturelles. Explicitons ceci sur les trois exemples ci-dessus :

Soit {e1, · · · , ep} une base de E, {f1, · · · , fp} une base de F , et soient
{e1, · · · , en} et {f1, · · · , fp} les bases duales. Un élément u ∈ E∗ ⊗ F
s’écrit

u = uj
ie

i ⊗ fj .

Il lui correspond l’élément de (E ⊗ F ∗)∗

xiei ⊗ yjf
j 7→ uj

ix
iyj ,

l’élément de L2(E × F ∗,R)“
xiei, yjf

j
”
7→ uj

ix
iyj ,

l’élément de L(E,L(F ∗,R))

xiei 7→
h
yjf

j 7→ uj
ix

iyj

i
,

et enfin l’élément de L(E,F ) représenté dans les bases ci-dessus par la
matrice des uj

i (j est l’indice de ligne et i celui de colonne). On retiendra :

La matrice (uj
i )

lignes j
colonnes i correspond au tenseur uj

ie
i ⊗ fj. Quant

à la matrice transposée elle correspond au tenseur uj
ifj ⊗ ei.

Par exemple, l’application (linéaire en q̇) de Legendre du Lagrangien
L((q, q̇) = 1

2
gij q̇

iq̇j associé à une métrique riemannienne sur un ouvert
Ω de Rn, n’est autre, au point q, que le tenseur

gij(q)e
i ⊗ ej ∈ T ∗q Ω⊗ T ∗q Ω
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de la métrique riemannienne elle-même. C’est un exemple des champs de
tenseurs étudiés dans le paragraphe suivant. Revenant aux exemples, on
vérifie que

1) la contraction uj
ix

i < ei, ei > fj = uj
ix

ifj de uj
ie

i ⊗ fj ⊗ xkek est bien
la valeur de l’endomorphisme u sur le vecteur x ; de même, la contraction
bijx

iyj < ei, ei >< f j , fj >= bijx
iyj de bije

i⊗f j⊗xkek⊗ylfl est la valeur
de la forme bilinéaire b sur le couple de vecteurs (x, y). Par exemple, étant
donnée une fonction dérivable f : Ω → R et une métrique riemannienne,
on a

df(q) =
∂f

∂qj
(q)ej = gij(q)X

i(q)ej , où gradf(q) = Xi(q)ei ;

2) si E = F , la contraction ui
i < ei, ei >= ui

i de uj
ie

i⊗ ej est bien la trace
de l’endomorphisme correspondant ;

3) la contraction uj
iv

i
j < ei, ei >< fj , f

j >= uj
iv

i
j de uj

iv
k
l e

i⊗ fj ⊗ ek ⊗ f l

est bien la trace de l’endomorphisme tψ ◦ ϕ qui correspond au tenseur
uj

iv
k
j e

i ⊗ ek.

Isomorphismes musicaux. La donnée d’une forme bilinéaire non dégéné-
rée g ∈ E∗⊗E∗ sur l’espace vectoriel E équivaut à celle d’un isomorphisme
de E sur E∗, noté en général [, l’inverse étant noté ]. En coordonnées,
ces dénominations s’éclairent car elles correspondent respectivement à la
descente et à la montée des indices :

(xiei)
[ = gijx

iej , (xje
j)] = gijxjei, où gijg

ik = δk
j .

2 Algèbre tensorielle et algèbre extérieure.

Les notations sont celles de Bourbaki (algèbre multilinéaire).

L’algèbre tensorielle. Etant donné un espace vectoriel E de dimension
finie sur R , on appelle algèbre tensorielle de E la somme directe

T (E) = R⊕ E ⊕ (⊗2E)⊕ · · · ⊕ (⊗pE)⊕ · · · ,

munie des opérations de somme directe et de produit tensoriel (la notation
⊗pE désigne le produit tensoriel de p exemplaires de E).

L’algèbre extérieure. On appelle puissance extérieure p-ième de E le
quotient ∧pE de⊗pE par le sous-espace vectoriel engendré par les tenseurs
décomposables x1⊗· · ·⊗xp pour lesquels deux des xi au moins sont égaux.
On note x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ xp la classe d’équivalence de x1 ⊗ x2 ⊗ · · · ⊗ xp

dans le quotient.
Les éléments de ∧pE sont appelés des p-vecteurs sur E. L’application
(x1, · · · , xp, y1, · · · yq) 7→ x1 ∧ · · · ∧ xp ∧ y1 ∧ · · · ∧ yq de Ep × Eq dans
∧p+qE est multilinéaire alternée par rapport à Ep et par rapport à Eq ;
elle se factorise donc à travers une application bilinéaire de ∧pE × ∧qE
dans ∧p+qE : c’est le produit extérieur d’un p-vecteur et d’un q-vecteur.
L’algèbre extérieure de E est la somme directe

∧E = R⊕ E ⊕ ∧2E ⊕ · · · ⊕ ∧pE ⊕ · · ·
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munie des opérations de somme directe et de produit extérieur (on convient
que le produit extérieur d’un scalaire et d’un p-vecteur est la multiplica-
tion du p-vecteur par le scalaire).

Quotient ou sous-espace ? A toute permutation σ de {1, 2, · · · , p} on
associe l’isomorphisme de ⊗pE défini à partir de l’application multilinéaire
de Ep dans ⊗pE

(x1, x2, · · · , xp) 7→ (xσ−1(1), xσ−1(2), · · · , xσ−1(p)).

On le note z 7→ σz ; on définit alors un endomorphisme d’antisymétrisation

a : ⊗pE → ⊗pE, az =
X

σ

εσσz (εσ est la signature de la permutation σ)

dont l’image est le sous-espace des tenseurs antisymétriques, c’est-à-dire
des tenseurs z ∈ ⊗pE tels que ∀σ, σz = εσz (remarquer que si z est
antisymétrique, on a az = p!z). On vérifie que

L’endomorphisme a : ⊗pE → ⊗pE se factorise en un isomor-
phisme de ∧pE sur le sous-espace des tenseurs antisymétriques.

Si p = 2, cet isomorphisme applique le 2-vecteur décomposable x ∧ y sur
le tenseur antisymétrique x⊗ y − y ⊗ x.

Notons enfin que l’espace ∧pE∗ des p-covecteurs s’identifie à l’espace des
formes p-linéaires alternées (ou antisymétriques) sur E, c’est-à-dire à l’es-
pace des p-formes extérieures.

3 Champs de tenseurs.

Etant donnée une variété différentiable M , on définit les champs de
tenseurs r fois contravariants et s fois covariants sur M (plus brièvement
les tenseurs de type (r, s) sur M comme les sections du fibré

⊗r
sTM = (⊗rTM)⊗ (⊗sT ∗M)

associé au fibré tangent, dont la fibre au-dessus de m ∈ M est l’ espace
vectoriel ⊗r

sTmM = (⊗rTmM) ⊗ (⊗sT ∗mM). L’atlas de ⊗r
sTM associé à

un atlas (Ωα, ϕβα)|α,β∈A est`
⊗r

sTΩα = Ωα × (⊗rRn)⊗ (⊗s(Rn)∗),⊗r
sTϕβα

´
α,β∈A

,

où

⊗r
sTϕβα(q, q̇1 ⊗ · · · ⊗ q̇r ⊗ p1 ⊗ · · · ⊗ ps) =`
ϕβα(q), dϕβα(q)q̇1 ⊗ · · · ⊗ dϕβα(q)q̇r⊗

p1 ◦ dϕβα(q)−1 ⊗ · · · ⊗ ps ◦ dϕβα(q)−1´
Un tenseur sur M de type (r, s) peut donc être défini comme une collection
de tenseurs de type (r, s) sur les ouverts Ωα d’un atlas (i.e. d’applications
de classe C∞ des Ωα dans ⊗r

sRn) transformés les uns dans les autres par
des changements de carte mixtes, r du type image directe, s du type image
réciproque.
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On généralise ainsi simultanément la définition carte par carte des
champs de vecteurs (les tenseurs de type (1, 0)) et des 1-formes différentielles
(les tenseurs de type (0, 1)).

Les k-formes différentielles sont des tenseurs antisymétriques de type
(0, k), les métriques des tenseurs symétriques de type (0, 2), l’application
de Legendre de TM dans T ∗M un tenseur de type (0, 2). La courbure
d’une connexion est un tenseur de type (1, 3).

4 Comment reconnâıtre pratiquement le
caractère tensoriel d’un objet défini sur
une variété ?

Par définition, une application t, R-linéaire en chacun de ses r+s argu-
ments, qui fait correspondre une fonction réelle t(ω1, · · · , ωr, X1, · · · , Xs)
sur M à la donnée de r formes différentielles ωi et s champs de vecteurs
Xj , est définie par un tenseur θ ∈ ⊗r

sTM si en tout point m ∈M on a

t(ω1, · · · , Xs)(m) = θ(m)
`
ω1(m), · · · , Xs(m)

´
(où θ(m) ∈ ⊗r

sTmM = L(⊗rT ∗mM ⊗ (⊗sTmM),R) est identifié à un
élément de Lr+s

`
(T ∗mM)r × (TmM)s,R)), autrement dit si les seules va-

leurs des ωi et des Xj en m (à l’exclusion des valeurs de certaines de
leurs dérivées en ce point) déterminent la valeur au point m de la fonc-
tion t(ω1, · · · , ωr, X1, · · · , Xs). On montre sans peine que ceci équivaut à
la C∞(M,R)-linéarité de t par rapport à chacun de ses arguments.

On trouvera un résumé un peu moins succint dans le premier chapitre
du livre Riemannian Geometry (Springer) de S. Gallot, D. Hulin, et J.
Lafontaine.

N.B. Pour la cohérence des énoncés on est amenés à poser ⊗0E = R.
Puisque R ⊗ R = R, le fibré ⊗0

0TM est donc le fibré trivial M × R dont
les sections sont les fonctions : Γ∞(⊗0

0TM) = C∞(M,R), et dans tous les

cas ⊗r
sTM ⊗ (⊗r′

s′TM) s’identifie à ⊗r+r′

s+s′TM .

5 Dérivée de Lie.

Comme pour les formes et les champs de vecteurs, la dérivée de Lie
d’un champ de tenseurs T quelconque sur une variété peut être définie par
la formule LXT = d

dt
(ϕ∗tT )˛̨

t=0

. On peut la caractériser algébriquement

comme l’unique dérivation de l’algèbre (pour le produit tensoriel) des
champs de tenseurs qui commute aux contractions C et cöıncide avec la
définition déjà donnée de LX sur les fonctions et les champs de vecteurs :

LX(S ⊗ T ) = LXS ⊗ T + S ⊗ LXT, LXCT = CLXT.
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