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Appendice 1. Champs de vecteurs sur un ouvert de R" et
équations différentielles associées.

1. Notations

Un champ de vecteurs sur un ouvert {2 de R™ est la donnée pour chaque
2 dans © d™un élément X (z) de Tz} “variant différentiablement avec
z”. Que cette phrase ait un sens vient de ce qu’on se permet d’identifier
(ca,noniquement) 4 R™ par translation chaque espace vectoriel tangent
T,0. Un champ de vecteurs X de classe CT sur €) devient alors une

application de classe C” de (1 dans R™. On note en général —;—- le
Tq

champ correspondant & l'application constante d’image le iéme élément

e; de la base canonique de R™. Le champ correspondant & I’application
z — (X1(z), , Xn(z)) s'écrit alors

et I'équation différentielle dr . x (z) qu'il définit est le “systéme de n
équations différentielles couplées

dz; .
—(—l—tl = X;(z1, ", Zn)y 1 =1,-0 0,1
2. Le flot d’un champ de vecteurs

On sait que dés que r > 1, I'équation différentielle

dz

— = X(z

- = X(@)

admet localement une solution (courbe intégrale) unique et que celle-
ci dépend différentiablement des conditions initiales. Plus précisément,

supposant pour simplifier que r = 00, on a la
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Proposition. Quel que soit 2o dans 0, il existe un nombre réel positif
¢, un voisinage O de xg dans §), et une unique application ® de classe
Cc* )

(t’x) = (I)(t>$) = Spt(x)

de } — ¢€,€e[x O dans Q, tels que

Wt (a) = X (@ula), vole) =
On appelle ® le flot local de ’équation différentielle au voisinage de
zg. Pour z fixé dans O, ¢t — () est la courbe intégrale locale pas-
sant par = au temps 0. Pour t fixé dans ] — €, €[, z + @i(z) est un
difféomorphisme local de ) dont l'inverse est ¢;. Plus généralement,
I’équation différentielle que I'on considére étant autonome (X ne dépend
pas du temps t), I’égalité

@t 05 () = Pr4s(T)

est vérifiée dés que les deux membres sont définis. On dit encore que
I’application ¢ — ¢ est le groupe local de difféomorphismes locaux de )
engendré par X au voisinage de xo. L’exemple le plus simple est celui du

0 o
champ e dont le flot associé, global en temps et en espace, est celui des

1
- translations parallélement au iéme axe de coordonnées : ¢ (z) =z +te;.
. Rappelons. qu'un flot global existe toujours lorsque le champ X est a

support compact (i.e. s'annule en dehors d'un compact).

‘Ne résistons pas au plaisir d’esquisser la trés simple démonstration qu’a

donnée J. Robbin (Proceedings A.M.S. 19, 1968, pages 1005-1006) de
cette proposition fondamentale. Le lecteur la comparera a la démons-
tration classique, plus quantitative, en consultant par exemple le beau
livre Calcul infinitésimal de J. Dieudonné).

Esquisse de démonstration. Cherchons le flot local :(x) sous la

forme .
pi(z) =z +6 (E) ,

ol §(7) est un élément de I'espace C#([~1,1],9) des applications de
classe C! nulles en 0 de [~1,1] dans 2. Muni de la norme C! (sup
des normes C° de §(7) et de sa dérivée 6(r) par rapport & 7 ), 'espace
ci(f-1,1], R™) est un espace de Banach (espace vectoriel normé com-
plet); I'espace que nous considérons est un ouvert de ce dernier.

C’est dans le choix de cet espace que réside la nouveauté de la démons-
tration de Robbin : le remplacement de t par t/e (effet de loupe), au
prix d'un statut de variable accordé a e, permet en effet de travailler




dans un espace fixe d’applications (le domaine de définition est toujours
Pintervalle [~1,1]). Trouver la fonction é revient a expliciter une solution
§ = 6(¢, z) de 'équation implicite F(e,x,68) = 0 au voisinage de (0, 29, 0),
ou 'application

F:Rx0OxCLH{~1,1,9) » C°([-1, 1], R™),
est définie par

F(e,z,68)() = () — eX (z + 6(7))-

Mais la dérivée partielle %%(0, zo,0) n'est autre que ’isomorphisme de

dérivation ¢ + ¢ entre les deux espaces de Banach C}([-1, 1], R") et
C°([~1,1), R") (ce dernier étant muni de la norme C?), d’ol1 'existence
et 'unicité locales en classe C!. Le résultat en classe C* est une consé-
quence de l'unicité.

Remarques. 1) Cette démonstration implique immédiatement que le
flot local dépend différentiablement de tous parameétres dont X dépend
différentiablement.

2) La méme démonstration peut étre faite dans le cas ou X dépend du

temps. On peut aussi considérer I’équation différentielle autonome (ie.
indépendante du temps 7)

4z — X(a,1),
dt _
8'7—- =4

- qui a les mémes solutions que I'équation —d—% =X (z,t) aux translations
é

prés en t. Le groupe local & un parametre g fini par la nouvelle équation
est de la forme
7 Bz, t) = (pr(z, 1), t+7);

il est commode de noter, pour tp < t,

ok () = pi-to(T, to)-

Remarquons que le flot local (¢, z) — @4 (z) que donne la démonstration
de Robbin définit encore une famille & un parametre de difféomorphismes
locaux mais ce n’est plus en général un groupe 4 un paramétre. Nous
utiliserons également le terme de flot local pour la famille & 2 parametres
ot de difféomorphismes locaux.

3) L’existence du flot local d’un champ de vecteurs reste vraie en ana-
lytique. Clest d’ailleurs dans ce cadre qu'elle fut d’abord démontrée.
L’analyticité permet de “passer en complexe” ol les courbes intégrales
deviennent des surfaces réelles. Une application de cette remarque se
trouve dans I’appendice 2.

£2.2
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4) L’unicité pour chaque donnée initiale de la solution d'une équation
différentielle suffisamment réguliere est & la base de I’expression mathé-
matique de I'idée de déterminisme. On ne confondra pas I’absence de
déterminisme liée & la non unicité de la solution pour des équations
peu régulieres (non lipschitziennes) et mise en avant par Boussinesq,
avec I'impossibilité de prédire I’évolution asymptotique de la solution si
’on ne dispose pas d’une précision infinie et donc non physique sur la
donnée initiale. On rencontrera au chapitre 5 ce dernier phénomene qui,
parfaitement compatible avec un strict déterminisme, a été étudié par
Hadamard, Poincaré, Duhem au début du sicle, et médiatisé de nos
jours sous le nom regrettable de chaos par des chercheurs en mal d’un
nouveau paradigme.

3- Image directe par un difféomorphisme d’un champ de vec-
teurs sur un ouvert de R", théoréme du “flow-box”.

Défnition. Soient O et Q) deux ouverts de R™, ¢ : O — Q un difféomor-
phisme, X un champ de vecteurs indépendant du temps sur O. L’image
directe Y = ¢, X de X par ¢ est I'unique champ de vecteurs sur §2 dont
les courbes intégrales soient les images par ¢ des courbes intégrales du

champ X.

Le lecteur vérifiera qu’une définition équivalente est

Y (p(a)) = de(2) X (2)

La structure locale d’un champ de vecteurs au voisinage d’un point ou il
“ne s’annule pas est trés simple. C’est ce qu’affirme le théoréme suivant,

dit “du flow-box” :

Théoréme. Au voisinage d’un point zo ol le champ de vecteurs X ne
s’annule pas, il existe des coordonnées locales yy,-+ -, Yn dans lesquelles

o)
X devienne le champ constant ——. Autrement dit, il existe un difféo-

8231

morphisme local y — « = ®(y) d’un ouvert de R" sur un voisinage de
zo tel que

0
$,— = X.
* 8231
Démonstration. Soit (y2,--+,¥a) = 2(y2,* -+, ¥n) un paramétrage
d’une hypersurface transverse en g & la courbe intégrale issue de zo. Si

¢ est le flot local de X au voisinage de o, il suffit de poser

q)(yl,' e :yn) = ‘19y1(y27 e "yn)~




4~ Crochet.
Au champ de vecteurs X = Y i ; Xi 8% sur 'ouvert Q de R™ est associé

'opérateur différentiel du premier ordre sur les fonctions f € C*(Q), R) :
n
0
frdxf=df X = ingg.
i=1 v

Un tel opérateur est une dérivation de l'algébre C*°(€), R). Autrement
dit, Ox f est C® (£, R)-linéaire en X, R-linéaire en f, et vérifie

dx(f9) = (0x f)g + (Ox9)f.

De plus, il est local : la valeur de Ox f en un point g ne dépend que des
valeurs de f sur un voisinage arbitrairement petit de ¢. Réciproquement,
on montre que toute dérivation locale de I'algébre C*° (9, R) est définie
par un champ de vecteurs. Ceci donne un sens ala

Définition. Le crochet de deux champs de vecteurs X,Y sur 0 est
’'unique champ de vecteurs [X,Y] sur Q tel que, quelle que soit la fonc-
tion f : ) — R de classe C*°, on ait :

dx,v1f = 0x 0y f) — Oy (Ox f)-

Exercices. 1) Montrer que si X = Y i) Xi?)%- et Y =30, Y’B%’
1 1
0 e [y 0Yi 0%
[X, Y] = E i=1 Z,_'ga avec Z; = E =1 <Xja—qj },J—a—q—;‘>

2) Montrer que le crochet commute aux images directes : si ¢ est un
difféomorphisme, on a [p. X, 0. Y] = @ [X,Y].
3) Prouver lidentité de Jacobi

[X,[Y,2]) + [V, 12, X]} + [2,[X, Y]] =0.

Jointe & la bilinéarité et Pantisymétrie, cette identité fait du crochet une
structure d’algébre de Lie sur 'ensemble des champs de vecteurs Cc*
sur €.

On trouvera dans tous les livres de géométrie différentielle, par exemple
celui de Spivak, Pinterprétation du crochet de deux champs de vecteurs
X et Y comme dérivée de Lie LxY de Y suivant X :

XY= Ix¥ = SY)| = —5(.Y)

t=0

(I'image réciproque ;Y de Y par le flot de X est définie comme son im-
age directe (¢_;).Y par linverse de ce flot). La dérivée de Lie — dérivée

LyA ¢

22.
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suivant le flot d’un champ de vecteurs X — se définit pour tout “champ
de tenseurs” (appendice 1 du chapitre 2 pour les formes différentielles,
appendice 1 du chapitre 7 pour les tenseurs généraux). Pour les fonc-
tions, elle coincide avec Ox :

d
Lxf =N =g(Fow) =dX =0t
On déduira de cette interprétation du crochet qu’il est une obstruction
4 la commutation des flots ¢; et ¥ engendrés par les deux champs :
[X,Y] = 0 si et seulement si ¢, 0 1)y = 1 0 , (Exercice : interpréter
en ces termes l'invariance par rotation autour de 0z du flot géodésique
d’un tore de révolution). Ceci implique la généralisation suivante du

Théoréme du Aow-box :

t=0

Théoréme. Etant donnés k champs de vecteurs X4, .-, Xy sur () dont
les crochets deux a deux sont tous nuls, il existe au voisinage de tout
point de 2 en lequel aucun des X; ne s’annule des coordonnées locales

Z1, -, &y dans lesquelles les X; deviennent les champs constants 5—2—
T

En particulier, le champ des k-plans tangents a {2 engendrés en chaque
point par les X; (supposés ne pas s’annuler) est intégrable : il existe
un feuilletage de 2 par des sous-variétés de dimension k tangentes en

chaque point au k-plan correspondant. Une conséquence de ceci est le

v Théoréme de Frobenius: (version champs). Un champ de k-plans
- tangents & Q) est.intégrable si et seulement si le crochet de deux champs -
= de vecteurs tangents & ce champ est également tangent a ce champ.

- La démonstration est un simple choix de base :: ’hypothése permet en

effet de choisir k champs de vecteurs qui engendrent en chaque point le
k-plan donné et vérifient ’hypothése du Théoréme précédent.
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Université Paris VII-Denis Diderot
Maitrise de géométrie (MT 402) 1998-1999
Documents de cours (A. Chenciner)

1 — Le pendule comme illustration de
la double origine de la notion de variété :
la mécanique et les surfaces de Riemann

Les mouvements du pendule mathématique de longueur ! et de masse
m soumis & une gravité uniforme g (figure 1.1) sont régis par 1’équation
différentielle mlZ = —mgsin z, c’est-a-dire par la projection orthogonale
sur la tangente au cercle au point paramétré par 1'angle z, de 1’équation
f = my (la composante normale au cercle est exactement compensée
par la réaction de la barre, rigide mais non massive, qui porte la masse
ponctuelle m). On a noté par un point, comme les mécaniciens, la

dérivée temporelle. Soit w = —lg—; il vient

= —w?sinz,

(:a.nseu(-g

oridntie = IR ou encore

T =y,
y = —w?sinz.

Figure 1.1

Considéré comme un champ de vecteurs dans le plan de coordonnées
(z,9), le deuxiéme membre (y, —w?sinz) de cette équation a le portrait
de phase décrit dans la figure 1.2 :

A

Figure 1.2

Ce portrait de phase ne donne que la géométrie et l'orientation des
courbes intégrales, & l’exclusion de leur paramétrage.

1




Il est encore défini comme ’ensemble des courbes de niveau de la fonction
énergie : o

1 .
H = ~2-ml2]3':|2 —mglcosz,

et s’obtient sans peine a partir d’une analyse locale (& 1'aide du lemme
de Morse) des singularités de cette fonction, c’est-a-dire des points o,
ses deux dérivées partielles s’annulant, elle n’est plus une submersion.
Au voisinage des points y = 0 et = multiple entier de 2w, la forme
quadratique des dérivées secondes est définie positive et 1’équilibre est
stable; au voisinage des points y = 0 et z égal & 7 plus un multiple entier
de 27, elle est indéfinie et 1’équilibre est instable.

Bien entendu, le “véritable” espace des phases du pendule est le cylindre
(R/2nZ) x R, c’est-a-dire le fibré tangent T'S* du cercle S* = R/2nZ
(ensemble des couples position-vitesse). La figure 1.3 donne donc le
“véritable” portrait de phase du pendule. C’est pourtant le portrait
de phase dans (R/4nZ) x R — c’est-a-dire “aprés revétement & deux
feuillets” — qui est le bon objet d’études au niveau de 1’analyse (figure

X <2-

0 s R
Wd’&’-ﬂ ZT( :

WALl

Figure 1.3 Figure 1.4

Un premier niveau de compréhension de cette assertion est obtenu di-
rectement dans le domaine réel : plongeons en effet R/4nZ x R dans R®
par ’application

x z vy

(a:,y)H(z:sin—é-,w:cos—é—, —2—;), o

1+ H/mgl

et posons k = en remarquant qu’on a toujours H > —mgl.

La courbe (non connexe si H # mgl) d’énergie H dans R/4wZ x R est
identifiée & l'intersection des deux cylindres d’équations respectives

2
22+uw?=1 et (_y_) + 22 = k2
2w

2




Figure 1.5

Ces cylindres sont représentés sur la figure 1.5 dans le casou 0 < k < 1.

Nous allons maintenant intégrer ’équation du pendule. Dans la variable
de position z, la relation d’énergie s’écrit

(%)2 = w2(1 = 22) (k2 — 22).

z(t)

La solution 2(t) = sin——é-— vérifiant 2(0) = 0 est donc la fonction

réciproque de la fonction ¢(z) définie par
i / _dz _ / d
T T W =) o VA=A -k
c’est-a-dire, si k < 1, le produit par k de la fonction elliptique de Jacobi
- 2(t) = ksn(wt, k).

On en déduit (voir Wittaker et Watson, Modern Analysis, Cambridge
University Press, Chapitre XXII) que

)

2(t) = ksn(wt, k), w(t) = dn(wt, k) et é—% - ken(wt, k).

Si k > 1, on obtient de méme

_ 1 - 1 EON 1
z(t) = sn (kwt, k> , w(t) =cn (kwt, k) et Wik kdn (kwt, E) .

Lorsque k = 1, on trouve

1y

z(t) = th(wt), w(t) = (D)~ 2w’

qui décrit orbite homocline joignant en temps infini 1’équilibre instable
a lui-méme.




Ces formules ne prennent cependant leur véritable stature que dans le do-
maine complexe. Pour le comprendre, rappelons la nature de la fonction
sn(u, k) de la variable complexe u. Et puisque cette fonction dégénere
en sin u lorsque k tend vers 0, commencons par étudier le sinus complexe
et sa fonction (multiforme) réciproque

i /"' dz
arcsin z = —e
o V1-—22

La figure 1.6 analyse, dans le domaine réel, 'écriture de z = sin u comme
la composée de u > (2, 2) = (sinu, cosu) avec la projection (z,w) ~ 2.

———— 2y (?:W):(S\'\nu é.s,:nu A 2
o IR 4 AT _,/ Wz 4-2*
ok
Y o
~]
v ¥
\?

-+ . 4 R
Figure 1.6

La figure 1.7 fait de méme dans le doihaine complexe. Ne pouvant

- “~dessiner dans C? = R*; on a représenté le cylindre image de la premiére

- application- avec deux demi-droites: d’auto-intersection correspondant -
chacune & une génératrice du cylindre repliée sur elle-méme dans R3

en un point de ramification d’ordre deux pour la projection du cylin-

dre sur le plan complexe de la variable z. Aprés complétion par deux

points a I'infini, ce cylindre devient la surface de Riemann (sphére) de

la fonction /1~ 22. Enfin, on a représenté les ellipses et hyperboles

homofocales, images des droites Imu = cste et Reu = cste.

Figure 1.7
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La figure 1.8, ol I'on fait la méme chose pour la fonction z = sn(u, k),
montre que le cylindre est remplacé par un tore privé de deux points
(les poles de sn(u, k)) et donc que la surface de Riemann de la fonction

V(1 — 22)(1 — k222) est un tore. On retrouvera la figure 1.7 en faisant
tendre k vers 0.

Figure 1.8

Dans l’espace des phases dédoublé C/4nZ x C, la courbe intégrale com-
plexe d’énergie k # 1, intersection de deux cylindres S x R® dans
C3 = RS, est donc difféomorphe & un tore privé de deux points, alors
que dans le “véritable” espace des phases complexe C/2nZ x C, cest
un tore privé d’un unique point.

Remarque. Le calcul de la période T(k) d’une oscillation compléte
du pendule se déduit immédiatement de ce qui précede : si k < 1, par
exemple, on obtient

St == | ey

qui est la période réelle de la fonction sn(u, k) et varie de 27 (cas li-
mite, harmonique, des petites oscillations) & l'infini (cas limite de la
solution homocline qui joint en temps infini la position d’équilibre ins-
table & elleméme). Mais la fonction sn(u, k) posséde également une
période purement imaginaire, notée classiquement 2:K’(k) (voir Wit-
taker et Watson). C’est Paul Appell qui, en 1878, a donné, dans le cas
ou k < 1 uniquement, 'interprétation dynamique de cette derniére; il a
remarqué que le remplacement du temps réel ¢t par le temps complexe
it revient & multiplier par 7 les vitesses et par i2 = —1 les accélérations,
ce qui équivaut a changer l'orientation de la gravitation. Il en déduit
immédiatement que la période complexe du mouvement de libration
obtenu en abandonnant sans vitesse le pendule & la position = est égale
a la période réelle du mouvement analogue correspondant a la position
initiale 7 — z (figure 1.9).




-

i

Perlode §k(h ) pertode 2k!(f)
Figure 1.9

Guide pour Pinterprétation des figures 1.7 et 1.8. Ces figures
s’obtiennent trés simplement & partir des remarques suivantes : il s’agit
dans les deux cas de la représentation d’une courbe complexe dans C?
(c’est-a-dire d’une surface réelle dans R%) donnée par une équation de
la forme w? = P(z), ot P est un polynéme de degré 2 ou 4 dont les
racines z; sont toutes réelles. On peut encore considérer cette surface
comme le graphe de la fonction multiforme w = 1/P(z). Le probleme
se passe au niveau des points (z;,0) ou la restriction & cette surface
de la projection (z,w) — 2z est ramifie, exactement comme l’est en
(0,0) le graphe de la fonction /z. On représente classiquement une
telle surface de la maniére suivante : on effectue dans le plan des z un
certain nombre de coupures dans le complémentaire desquelles on peut
choisir continuement une racine carrée de P(z). La surface consiste
~alors en le recollement de deux copies de ce complémentaire le long des
bords des coupures et la seule difficulté est dans la compréhension de
ce recollement. Pour respecter ’échange des déterminations de +/ P(z)
lorsque z parcourt un petit lacet autour d’une racine, celui-ci doit en
effet associer un bord sur un feuillet avec le bord opposé sur 'autre. La
figure 1.10 indique deux perspectives de la représentation dans R® du
graphe de /z alors que la figure 1.11 explicite le recollement des deux
feuillets du graphe de /(1 — 22)(1 — k222). '

Figure 1.10




Ve /W

Figure 1.11

Remarques. 1 — On a pas mal de latitude dans le choix des coupures
et dans celui de la représentation dans R3. Par exemple, si, dans la
représentation du sinus, on privilégie la partie imaginaire de w plutot
que sa partie réelle et on remplace les deux coupures par une unique
coupure suivant le segment [—1,1], la figure 1.7 devient la figure 1.12 :

Q b,
— gl Guz(sine, Bi¥ine)

C/mZ fw A3
\k: vy

o~y

e At 2= L

Figure 1.12

2 — Dans les applications de R? dans R3 représentées sur les figures
1.7, 1.8 et 1.10, les points de bifurcation présentent une singularité inévi-
table (stable) appelée parapluie de Whitney, dont le modele local le plus

simple est
(t,s) > (t,st, s?).

Cette singularité se rencontre également dans le cross-cap, représenta~
tion du ruban de Moebius dans laquelle un voisinage du bord est un
anneau plongé de facon standard dans R3, ce qui permet en le recollant
4 un disque d’obtenir le modele le plus simple dans R? du plan projectif
(voir le paragraphe 2) et plus généralement de n’importe quelle surface
non orientable.

Exercice. Faire les figures analogues dans le cas ou P est un polyndme
quelconque (intégrales hyperelliptiques) et montrer que la surface de
Riemann de la fonction 1/P(Z) est une surface orientable de genre g
si le polyndme est de degré 2g + 1 ou 2g + 2 (voir par exemple le livre
Riemann surfaces de George Springer, édité par Chelsea).

7




Université Paris VII-Denis Diderot
Maitrise de géométrie (MT 402) 1998-1999

Documents de cours (A. Chenciner)
2 — L’espace projectif

L’espace projectif est le lieu de la géométrie projective, celle ol seules
sont considérées les propriétés invariantes par transformation projective :
le birapport de quatre droites, par exemple, mais pas le parallélisme.
D’ailleurs, dans ’espace projectif, qu’on obtient en adjoignant a l’espace
affine les éléments & I'infini, deux droites se coupent toujours en un point
et rien ne ressemble plus & une ellipse qu’une hyperbole. Si enfin I'espace
projectif est complexe, il n'y a vraiment plus une seule exception aux
théorémes de géométrie.

Définition. L’espace projectif réel P,(R) de dimension n est I'espace
des droites vectorielles (sous-espaces vectoriels de dimension 1) de R™*,
Clest-a-dire le quotient (avec sa topologie) de R**1 \ {0} par la relation
d’équivalence (xz =y s'il existe X € R\ {0} tel que y = Az). Un sous-
espace vectoriel de dimension k +1 de R™*1 définit un sous-espace pro-
jectif de dimension k, isomorphe & Py(R). On définit de méme I'espace
projectif complexe P,(C).

Les éléments de P,(R) sont repérés chacun par n + 1 coordonnées ho-
mogénes non simultanément nulles, bien définies & la multiplication prés

par un méme nombre réel différent de 0 : le n+1-uplet [1, 22, +y Tnt1]
désigne I'unique droite vectorielle de R™t1! qui contient le point de co-
ordonnées (z1, T2, *,Tnt1). On fait de méme en complexe.

Notons S™ la sphere unité de ’espace euclidien standard R**1. On peut
encore définir P,(R) comme le quotient de S™ par la relation d’antipodie
(z = —z) et P,(C) comme le quotient de S***+* par la relation d’équiva-
lence (z = y s'il existe un nombre complexe A = e de module 1 tel que
y = Az). Voici I'atlas “canonique” (analytique réel) de P1(R) :

4ot &)
e (4/1> Nz R, Aapz Ryfo]
)‘ J\'\r‘:.{k) qu_,.{:k\go*
[
> (bo) la,0) Py(x) = D - qa,_(.s)
Ce-z.d. ('Y-): j;:g‘
Jll-

Figure 2.1
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Exercice. Montrer que I’application f qui & une droite vectorielle de R?
fait correspondre son point d’intersection autre que l'origine (sauf pour
la droite d’équation y = 0) avec le cercle C d’équation (z —1)2 4y =1
est un difféomorphisme de P;(R) sur ce cercle, muni de sa structure de
sous-variété du plan. Montrer que, si 7 désigne la projection canonique
de S' sur son quotient P;(R) par I’antipodie, on a f~! o 7(6) = 26.

AL
¢
(0, 24 \\7'9 >
o) *
D
Figure 2.2

On définit de méme 1'atlas canonique de P;(C). L’unique changement
de carte étant le difféomorphisme holomorphe z — 1/z de C'\ {0} sur
lui-méme, on obtient une structure de variété analytique complexe de
dimension un (une courbe complexe). Au niveau réel, c’est la variété
“analytique réelle” orientable de dimension deux (surface) compacte la
plus simple, la sphére de Riemann. Topologiquement, elle s’obtient en
~ajoutant un point -“4 I'infini” au plan complexe et en appelant voisinages
de ce point son union avec les complémentaires des compacts (compac-
tifié d’Alexandroff du plan).

Exercice. Définir un difféomorphisme analytique réel de P;(C) sur la
sphére unité de R3 & l'aide de la projection stéréographique. En cas de
panique, consulter par exemple le livre de géométrie de Frédéric Pham.
Le passage du plan complexe & la sphére de Riemann permet de compren-
dre topologiquement nombre de propriétés des fonctions holomorphes,
en particulier des polyndmes et des fractions rationnelles. A la fraction
rationnelle P/Q correspond f : Pi(C) = C U {oo} — P;(C) = C U {c0}
définie par f(z) = P(z)/Q(z) si z € C n’est pas un pdle de P/Q,
f(z) = oo si z est un pdle de P/Q et f(o0) = lim, o P(2)/Q(2), cette
derniére limite pouvant étre co.

Exercices. 1) Montrer qu’en coordonnées homogenes, Papplication f
anzn + e + Qg
bp2P + -+ bo

associée a la fraction rationnelle s’écrit (si p < n)

f([z1,22)) = [an2} + - + a0z}, 25 P (b2} + -+ + bo2h)].

2) Parmi les fractions rationnelles, les polynémes sont caractérisés par
le fait que f~1(0o0) = oo.




3) Montrer, en utilisant I'atlas canonique de P;(C), que f est holomorphe

4) Montrer que f est une application de la forme suivante : elle possede
un nombre fini de points singuliers au voisinage de chacun desquels elle
s’écrit z — z* dans une carte holomorphe bien choisie. En dehors de ces
points singuliers elle est aussi “tendue” que possible, n’admettant aucun
“pli” : elle est en particulier surjective (c’est le théoréme de d’Alembert-
Gauss) et définit un revétement fini de la sphere sur elle-méme, ramifié
aux points singuliers.
Traitons rapidement le cas le plus simple en dehors de celui des trans-
formations homographiques (qui sont les seuls difféomorphismes holo-
morphes de la sphere de Riemann sur elle-méme), celui des polyndmes
quadratiques P(z) = 2% + bz + ¢ : il existe un unique nombre complexe
o = ¢ — b2/4 tel que le polyndme P(z) — « ait une racine double z.
Les difféomorphismes holomorphes z —w u =z —2p et w—= v =w — @
de Py(C) (aprés prolongement par 0o — oo, exercice !) transforment
P’application w = f(z) associée & P en l'application v = g(u) associée
au polyndéme u?, d’ott la figure 2.3 :
) (3]

Figure 2.3

La projection canonique H : C2 3 §3 — §% = P1(C) qui, & un point
de la sphére unité de C? fait correspondre I'unique droite vectorielle
complexe de C? contenant ce point est un objet célebre de la topologie :
clest la fibration de Hopf, analogue complexe de ’application 6 +— 20
de R? 5 S' — S' = P(R). Clest un trés bel exemple de fibration
différentiable : les fibres, c'est-a-dire les images réciproques par H des
points de §2, sont des grands cercles de la sphére 53 qui la remplissent de
manitre extrémement symétrique. Ils sont deux & deux enlacés car bords
de deux droites complexes qui se coupent transversalement a l’origine.
La figure 2.4 montre ce que devient cette propriété d’enlacement en réel.
La fibration de Hopf apparait aussi bien en topologie dans 1’étude des
groupes d’homotopie des sphéres qu’en dynamique ou elle s’identifie,
aprés fixation de 1'énergie, & 'espace des phases du systeme de deux
oscillateurs harmoniques non couplés de méme fréquence.
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Figure 2.4

La topologie du plan projectif réel P,(R) est intéressante. Surface com-
pacte sans bord non-orientable la plus simple, il n’admet pas de plonge-
ment dans R3. En voici tout d’abord une représentation assez singulidre
(ce n’est pas 'image d’une immersion dans R3). Enlevant un petit voisi-
nage en forme de disque de I’hémisphere sud, on obtient un crosscap qui
présente une singularité du type parapluie de Whitney, déja rencontrée
dans les notes sur le pendule. Nous allons voir que ce crosscap représente
en fait un ruban de Moebius qui porte la non-orientabilité.

G

(-x)

i

Ve g

Awh\yld‘th\(’
Gus Qe had

Figure 2.5




La figure suivante explicite le plan projectif comme recollement d’un
disque et d’un ruban de Mcebius le long de leur bord. Bien entendu,
n’importe quelle droite projective pourrait remplacer la “droite & I'infini”
d’équation z = 0. Chacune posséde un voisinage homéomorphe a un
ruban de Meebius (exercice : le vérifier pour z =0 et y = 0) !

M"\)sr\kw“ Reg
- Aecofleveent .

Figure 2.6

Cette représentation permet de comprendre comment 3 droites projec-
tives (donc homéomorphes & des cercles), par exemple celles d’équations
z =0,y = 0 et z = 0, peuvent se couper deux a deux en un unique
point.

Figure 2.7




La figure suivante montre ce que devient une conique lorsqu’on la “pro-
jectivise”, c’est-a-dire lorsqu’on lui ajoute ses “points & 'infini”. On fait
ceci en considérant I'adhérence du céne de sommet l'origine s’appuyant
sur la conique supposée tracée dans le plan affine d’équation z = 1 de R3
(domaine de la premiére carte de I'atlas canonique de Py(R)). Autrement
dit, on passe de I'équation az? + 2bzy + cy? + 2dz + 2ey + f = 0 a
I’équation homogene

azx? + 2bzy + cy? + 2dzz + 2eyz + f22 =0

qui définit un sous-ensemble de P>(R). On fera ’analyse locale au voisi-
nage des points a P'infini aprés avoir explicité les changements de carte
dans l'atlas canonique : on obtient ces derniers comme dans le cas de
Py(R) en écrivant que les coordonnées homogenes [z,y,1], [¢/,1,7] et
[1,7",2"] définissent le méme point de P,(R).

Figure 2.8




La figure 2.9 indique d’une part les lignes de niveau de la restriction a
2
T
Iellipsoide d’équation = + —'Z—i + = = 0 de la fonction z2 + y2 + 2% (on
a supposé a < b < c), d’autre part les lignes de niveau de la fonction sur
P5(R) qu'on obtient en passant au quotient par I'antipodie (z,y,2) —

(=2, —y, —2).

Figure 2.9

Enfin, la figure 2.10 représente les niveaux horizontaux d’une immersion
de P,(R) dans R3. On notera que la composition de cette immersion avec
la “fonction hauteur” (z,y, z) — 2z n’est autre que la fonction décrite sur
la figure précédente.

. wiuean
=D Crwpue
<:>.<E>

NS

(. Ardoes
- ikt
Figure 2.10

Lecture. Le paragraphe 47 du beau livre de Hilbert et Cohn-Vossen
Geometry and the Imagination, édité par Chelsea. .

Terminons en indiquant le plongement de Véronése de P>(R) dans R*:
on vérifie que 'application de S? dans R* définie par

(IE, Y, Z) = (1132 - y2, Y, Yz, ZCII)

passe au quotient par I'antipodie et définit un plongement.
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L’espace projectif réel P3(R), variété analytique réelle de dimension 3,
est difféomorphe au groupe SO(3) des rotations de R3, donc également
au fibré tangent unitaire T 152 de la sphere S2. Voici des homéomor-
phismes dont je laisse au lecteur le soin de vérifier que ce sont en fait
des difféomorphismes :

P3(R) = D®/(antipodie sur le bord) % S0(3) 5182

Siz =0, alz) = Identité; si z # 0 € D* (boule unité de R?), afz)
est la rotation d’axe la demi-droite vectorielle contenant x et d’angle
7||z||. L’application passe au quotient par I’antipodie sur le bord de D?
car —7 = 7 mod 2. Quant a S, elle envoie la rotation R sur le vecteur
unitaire paralléle & Re; tangent & 5?2 au point Re; (e1, ez, es est la base
orthonormée canonique de R?).

Exercices. 1) Donner une description de Ps (R) comme recollement sur
Jeur bord, difféomorphe & S?, d’une boule D? et d’un voisinage tubulaire
du plan projectif “a l'infini” P; (R) (fibré différentiable non trivial de
base P;(R) et de fibre un intervalle fermé I, obtenu comme quotient par
'antipodie d’un voisinage tubulaire, difféomorphe & S2 x I, de I’équateur
14 = 0 dans la sphére unité de R%).

2) Paradoxe du gargon de café : I'image de l'application [0,1] — SO(3)
qui & t associe la rotation d’axe A fixé et d’angle 27t est un lacet qui
ne peut étre déformé continuement dans SO(3) en un lacet constant.
Montrer qu’au contraire, le méme lacet parcouru deux fois — i.e. con-
sidéré comme l'image de [0, 2] par la méme application — admet une telle
déformation. C’est cette derniére propriété qui explique qu’un gargon de
café puisse, sans se casser le bras, faire tourner de deux tours complets
son plateau en le maintenant horizontal (on pourra, comme exercice
complémentaire, dessiner le gar¢on de café). Mathématiquement c’est
la, traduction du fait que le groupe fondamental de P3(R) = SO(3) est
d’ordre deux (voir n’importe quel livre de Topologie algébrique).

Terminons par le plan projectif complexe P, (C), qu’on étudie en “com-
plexifiant” ce qu’on a fait pour Py(R). En particulier, P;(C) — variéte
analytique complexe de dimension deux (surface complexe) et donc va-
riété analytique réelle de dimension quatre — s’obtient en recollant sur
leur bord, difféomorphe a S3 une boule de dimension 4 et le bord dun
fibré en disques D? sur la sphere S? dont le fibré en sphéres S ! associé
est la fbration de Hopf de S sur P;(C) = S* déja rencontrée. Le plan
projectif complexe est le lieu naturel de 1’étude des courbes algébriques
planes : considérée comme une sous-variété analytique réelle de dimen-
sion deux, une courbe non-singuliére définie par un polyndme homogene

d—1)(d -
P(z,y,z) de degré d est une surface orientable de genre ( )2(d 2).
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Alain CHENCINER

2} Cénigues {indistinguables dans le projectif).

0 donne YZ - X

COURBES ALGEBRIQUES PLANES

CHAPITRE IV

COURBES PROJECTIVES PLANES ¢ LE THEOREME DE BEZOUT.

4.1. QUELQUES EXEMPLES.

On commence par reprendre les définitions données pour les courbes planes affi-
nes. Une courbe plane projective sera une classe d*Bquivalence de polyndmes homogénes
non identiquement nuls dans KI[X,Yv.ZJ, pour la relation F ~ G s'il existe A e K, ) # o,
tel que G = AF,

Grace 2 3.4.1 st 2.3.9, on voit tout de suite que la multiplicité d°un point sur
une courbe projective peut se définir en déhomogénéisant, et est invariante par chan-

gement de coordonnées projectives :

En particulier, la notion de point régulier garde un sens. Une courbe F sera dite
régulidre si tous ses points sont réguliers. Ceci équivaut a “F, Wm . wm . wm :m

s'annulent pas simultanément sur vsmxv..

Remarquons qu'une courbe projective régulidre est forcément irréductible {les
points d'intersection des composantes seraient singuliers) ; ceci est faux en affine
(droites parallles).

mxmﬂnnnm».g.ou Equation de la tangente & une courbe plane projective en un point
AL A LK )

régulier,

nmamﬂacma.a.anr.m:mmawum des courbes projectives planes de
—_— s e

est de fagon naturelle en correspondance avec v2¢g~xw. o0 N =

egré d définies sur K

{d*1)(d+2). I1 suffit

NS a

en effet de compter le nombre N de coefficients d'un polyntme 3 indéterminges, homo-

géne de degré d.

On peut mentrer que 1'ensemble des courbes réguliéres de degré d correspond au

complémentaire d'un sous-ensemble algébrique strict de P (K).

N-1

Si K = €, le complémentaire d'un sous-ensemble algébrigue strict de nz.aﬁﬁu est

connexe, Autrement dit, étant no::mmm deux courbes projectives planes réguligres, on

peut déformer contindment 1'une dans 1'autre & travers des courbes réguligres !
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‘ Afain CHENCINER
On constate facilement que c’est la seule possibllité compte tenu de ce que
1'image réciproque de chacun des cercles DARNQu. mammmu. <a<m<u doit 8tre un cercle,

Si on oublie la triangulation, on voit donc que C - 3 disques est difféomorphe

o la surface (3 bord) représentée sur la figure 3.

FIGURE 3

C-3 disques

Voici un autre plongement dans uau de cette surface :

FIGURE 4

ce ruban est tordu
deux fois.

=

COURBES ALGEBRIQUES PLANES

En rapprochant les extrémités du ruban tordu suivant les flaches (Fig. 4}, on
obtient la surface (difféomorphe) de 1la figure 5 :

FIGURE 5

En rapprochant les extrémités du ruban R suivant les fléches (Fig. 5}, on obtient
la surface difféomorphe de la filgure 6 (noter gque cette opération "retourne® R et

donc aussi le ruban qu’il porte).

FIGURE 6

————
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Université Paris VII-Denis Diderot
Maitrise de géométrie (MT 402) 1998-1999
Documents de cours (A. Chenciner)

3 — Calculs en complexe

1) Structure complexe. Sur R?, la structure complexe canonique est

. -1 . . . . .
donnée par la matrice (1) 0 ) qui, dans 'identification naturelle a C,
devient la multiplication par i :

Foasly i (x3)

C —— R

it | (378)-%.
c — s R -

L‘l‘ (*?/x>

Sur un espace vectoriel réel E de dimension deux, une structure com-
plexe est 1a donnée d’un isomorphisme linéaire J tel que J? = — Identité
(antiinvolution). Ceci équivaut (exercice) & ’existence d’une base dans

laquelle J soit représenté par la matrice <(1) 0 ), c’est-a~dire a ’exis-

tence d’un R-isomorphisme de C sur F qui transforme J en la multipli-
cation par i.

Figure 3.1

La méme définition vaut pour un espace vectoriel réel E de dimension
paire 2n : munir F d’une structure complexe revient a choisir un R-
isomorphisme de C™ sur F qui transforme J en la multiplication par 1.




2) Structure hermitienne. C’est la donnée sur un méme espace vec-
toriel £, nécessairement de dimension paire, de trois structures compa-
tibles : une structure euclidienne g, une structure symplectique w et une

structure complexe J :
t:- (‘J > 3(*,7 ) )

/ yrrelxy)= 3(3’\,}))
E /

Par définition, les isomorphismes g et w sont respectivement symétrique
(9 ="g) et antisymétrique (w = —Ww). Leur donnée équivaut & celle
de formes bilinéaires non dégénérées, respectivement symétrique et anti-
symeétrique, sur I’espace vectoriel E. L’antisymétrie de w = goJ équivaut
a ce que J préserve le produit scalaire euclidien g, donc également le
produit scalaire w :

9(X, Y)= 9(J X, JY), w(X, Y)= w(JXs JY).

Le modele d’une telle structure est bien entendu C™ avec sa structure
complexe canonique et, pour strucures euclidienne et symplectique re-
spectivement la partie reelle et la parue imaginaire du produit scalaire
hermitien : -

(21, 2) | (un, - -y un)) = szuj eC.

C Z (e T (30) )
2 \/

Si X et Y sont deux éléments de C”, g(X,Y) est donc le produit scalaire
des éléments correspondants de R?",

n n
g((@1+iys,- -+, Tn+iyn), (v1+iws, - -, Vo Fiwy)) = ijvj +Z YW,
alors que w(X,Y) est la somme des aires orientées des n parallélo-
grammes engendrés par les projections de X et Y sur chacune des droites

complexes (donc plan réel) de coordonnées (dans R?, c’est la valeur
algébrique du produit vectoriel),

n
w((xl +iy1, R ) +’I:yn), (’1)1 +iw1, cee,Un +’I:’UJT,,)) == Z (ijj — yj’l)j).
=1




3) Groupes classiques. Les automorphismes des structures que nous
venons d’introduire jouent un réle fondamental en géométrie, en méca-
nique et en physique.

Le groupe linéaire complexe GL(n,C) est le groupe des isomorphismes
complexes de C™. S’identifiant au groupe des matrices nxn a coefficients
complexes de déterminant différent de 0, c’est un ouvert de cn’ = p
et donc une variété analytique réelle de dimension 2n%. Bien entendu,
c’est un sous-groupe de GL(2n, R) qui est lui, de dimension 4n?.

Le groupe unitaire U(n) est le sous-groupe de GL(n,C) formé des iso-
morphismes complexes de C™ qui préservent le produit scalaire hermi-
tien :
'MM = Identité.

C’est une sous-variété de dimension n? de GL(n,C). On vérifie en effet
que les n(n — 1)/2 termes complexes supérieurs a la diagonale et les n
termes réels appartenant a la diaglonale de la matrice t_]VIM = Identité
définissent une submersion sur R™ . La matrice H =* MM est hermiti-
enne, c’est-a-dire quelle vérifie tH = H. Elle est de plus définie positive :
siz # 0, (Hz|z) = (z|Hz) > 0. Le sous-ensemble de ces matrices est
difféomorphe a R™Y. Le spectre d’une matrice hermitienne positive est
réel positif, ce qui permet de définir uniquement sa racine carrée v H.
La formule classique

M =UH, U.—_M( tMM)”l, H = VthiM

est la décomposition unique d’un élément M de GL(n,C) en produit
d’une matrice unitaire et d’une matrice hermitienne définie positive.
En particulier, GL(n,C) est difféomorphe au produit de U(n) par R™ .
Lorsque n = 1, c’est la décomposition d’une similitude quelconque du
plan (multiplication par un nombre complexe non nul) en produit d’une
rotation (multiplication par un nombre complexe de module 1) et d’une
homothétie (multiplication par un nombre réel positif). Topologique-
ment, c’est le difféomorphisme “coordonnées polaires” du plan privé
d’un point sur le produit du cercle par axe réel positif.

Le groupe orthogonal 0(2n) est le sous-groupe de GL(2n, R) formé des
isomorphismes de R?*™ qui préservent le produit scalaire euclidien : c’est
I’ensemble des matrices M réelles 2n x 2n telles que (I = Identité)

MIM = 1.

Le groupe symplectique Sp(2n) est le sous-groupe de GL(2n, R) formé
des isomorphismes de R?® qui préservent le produit scalaire symplec-
tique : c’est I’ensemble des matrices M réelles 2n x 2n telles que

PMIM = J.
Bien entendu, U(n) = O(2n) N Sp(2n).
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3) Applications holomorphes. Soit F : E1 — E» une application
dérivable entre deux espaces vectoriels Ey et E2 munis de structures
complexes Jy et Jo. On dit que F' est holomorphe (ou analytique com-
plexe) si sa dérivée en chaque point commute avec ces structures :

E— ) d"‘ {e) N Z_:_:'L
3. | | 7.
dFle)

e, ——> &,

Identifiant E; et E, respectivement & C™ (coordonnées z; = ; + y;) et
CP et notant F' = f + ig, on retrouve la définition

o I2) ) o
CoED-EDHEY
Id O ;9—:% 'a‘g' 5_;% 'a‘% Id 0 /)’

c’est-a-dire les classiques conditions de Cauchy-Riemann

of _ds . O __%

oz oy o By oz

4) Calculs en coordonnées 2,Z. C’est le calcul dans une base propre
de J. Bien entendu, il faut pour cela “passer en complexe” c’est-a-dire
non pas identifier R? & C, mais plonger R? dans C? en considérant z et
y comme des variables complexes.

cr_ 9 > C
(W) — (x9) ' o gl
(i 0 J T
0 -t W:X—L‘}
CV __,i/—}*.- c”
(3) At
(0) \,.—.——————"’“"“""’ '{"(4)1)

A

Dans les nouvelles variables, R? devient le sous-ensemble ¢! (R?) de
C? défini par 'équation w = Z.




A une application linéaire L(z,y) = az + by de R? dans R, on associera
sa complexifiée Lo : C? — C définie par la méme matrice (a b).
Exprimée dans la base propre de J, c’est-a-dire dans les coordonnées
(z,w), cette derniere devient

1 1
Lo op(z,w) = 5(0‘ —1b)z + ~2~(a + ib)w

Si on ne s’intéresse qu’a 'application réelle L, on se limitera aux couples
(z,w) tels que w = Z et on se permettra d’écrire

L@w)xL@)xém-4mz+%m+wmz
Soit f : R* — R une application de classe C?,
_of of
df(w,y) - 6.’12 ($7y)da: + ay (xyy)dy

sa dérivée, considérée comme une forme différentielle sur R?. Ce qui
précede justifie I’écriture

o) = 2L (o 9)dz + G (e0)d,

. ol, par définition,

Lof _ (?__Jf_,_?_f.> of 1 <f f)
Oz x Oy)’ 0Oz oz 8y

L’application F' = f +1ig : C D  — C est holomorphe si et seulement

. OF ot 3 T _OF |
si 5> = 0 sur £, c'est-a-dire si dF(z) = —6——z—(z)dz En effet,

Tout ceci se généralise immédiatement aux dimensions supérieures. En-
fin, rappelons que pour un espace vectoriel réel E sans base privi-
légiée, complexifier signifie remplacer E par son produit tensoriel par
C, Bc =E®grC.

Pratique. Soit F': C™ D ) — CP une application holomorphe. Pour
vérifier que l'application réelle associée de Q2 C R dans R?P est une
sau;mersion en un point, il suffit de vérifier que 'application C-linéaire
9z

Deux bons livres :

Claude Chevalley, Lie groups, Princeton University press;
Emil Artin, Geometric algebra.

: C™ — CP? est de rang compleze p.




Structure locale de F': (C, z) — (C, F(2)) holomorphe. Au voisi-
nage d’un point régulier, c’est un difféomorphisme local qui de plus est
conforme (il préserve les angles. En effet, sa dérivée est une similitude :

F(z) = F(20) ~z—2, a1(z — 20).

Au voisinage d’un point singulier, il existe un entier k, I’ordre du point
singulier, tel que

F(z) = F(20) ~gaz ar(z — 20)F.

L’application est alors un revétement a k feuillets ramifié en zy.

N\

\N/

1.

Figure 3.2

(A la source comme au but, les courbes en trait plein et les courbes en
trait pointillé sont deux a deux orthogonales).




Rudiments de calcul tensoriel

M1 Géométrie et dynamique (A. Chenciner)

Résumé

Vecteurs, covecteurs, bivecteurs, formes bilinéaires, applications liné-
aires, tous ces étres mathématiques sont des exemples de tenseurs. De
meéme, les champs de vecteurs, les formes différentielles, les métriques rie-
manniennes ou lorentziennes, mais aussi I’application tangente a une ap-
plication différentiable ou la courbure d’une connexion, sont des exemples
de champs de tenseurs. Dans ce qui suit, tous les espaces vectoriels sont
supposés étre de dimension finie, ce qui permet d’identifier systématique-
ment un espace vectoriel E & son bidual E** := (E*)*.

1 Tenseurs

Soient E1,--- , E) des espaces vectoriels de dimension finie sur R (rien
n’empéche de choisir un autre corps), E; = L(E;, R) leurs duaux. Des ap-
plications linéaires I; € E; étant données, on définit leur produit tensoriel
l1 ® - ®Ilr comme étant la forme k-linéaire sur £y X - -+ X Ej, définie par

(X1, ) = l(x1) - - Le(xk)-

Une telle forme k-linéaire est dite décomposable. Notons que [1 ®- - -®l, est
k-linéaire non seulement par rapport aux x; mais également par rapport
aux l;. Si {e1;1, - ,end by, {€rs1, -+, €ra, } sont des bases des Ej,
et les e les éléments des base duales, i.e. si eg(zj;1 2lei;) = o7, les
e’ ® - ®ejF forment une base de Ly (E1 X -+ x Ey, R). En particulier,
toute forme k-linéaire sur E; X --- X Ej s’écrit comme une combinaison
linéaire > 11 ® - - ® Il de formes décomposables, ce qui justifie de donner
a Vespace Lk (E1 X - -+ X Ey) des formes k-linéaires sur E1 X -+ X Ej le
nom de produit tensoriel des espaces E; et de le noter Ef ® --- ® Ej..

Identifiant canoniquement un espace vectoriel de dimension finie FE a
son bidual E** par I'isomorphisme d’évaluation = — (I — Il(x)), on peut
alors définir le produit tensoriel F1 ® --- ® Fj des espaces vectoriels F;
comme ’espace vectoriel Lx(ET X --- X E; R) des formes k-linéaires sur
Ef x -+ x Ej. Ce produit est associatif (et commutatif dans le sens ol
E®F et F® E sont canoniquement isomorphes). Comme ci-dessus, si les
{ew;1, -+ ,enar }, -+, {em1, - ,enra, } sont des bases des Ej;, les éléments
décomposables e1;i; ® - - - ® ep;;,, forment une base de 1 ® - - - ® Ey, dont
la dimension est ainsi le produit de celles des FE;.



D’un point de vue pratique, on retiendra :

Un tenseur t € F1 ® --- ® E), s’écrit comme somme d’éléments
décomposables t = (21 ®- - ®xk)+ (Y1 ® - -®yr)+- - - ; cette écriture
n’est pas unique, la régle de calcul étant la linéarité de chacun
des termes décomposables par rapport a ses facteurs :

01®- - @Az +pz] ) Q- - -k = A(21®- - -Qx®- - Q) +pu(T1®- Q1] ®- - -QTy).

L’unique application bilinéaire de (Ef ® - - Q E};) X (E1 ® - - - X E}) dans
Rquiali ® - ®lp et 21 ® -+ ® z fait correspondre Iy (1) - lk(zk),
met en dualité les espaces Ef ® -+ - ® E}, et F1 ® - -+ ® F. Autrement dit,
F1 ® - ® Ey peut étre défini & isomorphisme pres par 'identité

LE1®: Q@ FEk,R) = Ly(Er x -+ x B, R).

C’est en fait la définition générale, qui vaut également en dimension infi-
nie : le produit tensoriel est caractérisé a isomorphisme pres par la pro-
priété universelle suivante : si m € Li(F1 X -+ X Ep, E1 ® -+- ® Ey) est
lapplication k-linéaire définie par m(z1, - ,zk) = 1 ® -+ @ Tk, toute
application k-linéaire f de Ei X --- X Fj dans un espace vectoriel F' se
factorise en la composée f = [ o m avec m d’une application linéaire I de
F1 ® - ® Ey dans F uniquement définie. Autrement dit :
Le produit tensoriel est une machine a transformer applications
k-linéaires en applications linéaires.
fr Qidaive
Eyxee-xby T F
0 el d‘u\/‘g‘ i/‘ Lludalve
2 1=r
Les applications linéaires sont des tenseurs. On a en effet les iden-
tifications canoniques

E*@F=(E®F*)" = L,(E x F*,R) = L(E,F*™) = L(E, F).

Dans ce langage, la transposition L(E,F) — L(F*, E*) devient, apres
identification de F** & F, la permutation des facteurs E* @ F — F ® E*.
Contractions. Des opérations de contraction sont induites par la mise en
dualité de certains couples (E, E*). Lorsque les facteurs E; sont tous des
exemplaires d’'un méme espace E et de son dual E™, on parle de tenseurs
r fois contravariants et s fois covariants s’il y a r exemplaires de E et s
exemplaires de E™. Voici des exemples :

1) La contraction des facteurs E* et F dans (E*Q F)QE = L(E,F)®QF
associeal € L(E,F) et x € F Iélément I(x) € F. De méme, la contraction
des couples (E*, E) et (F*,F) dans (E* ® F*)® E® F associe a la forme
bilinéaire b € L2(E x F,R) et aux vecteurs € E,y € F, le réel b(x,y).
2) Si E = F, la contraction C(t) de t = lQ@z+1l'®a2'+--- € E*QF
est le nombre réel C(t) = I(z) +1'(2’) + - - -, c’est-a-dire la trace de 1’ho-
momorphisme qui correspond a t dans 'identification canonique décrite
ci-dessus de E* @ E &4 L(E, E).



3) La contraction des facteurs £ et F d’une part, F”* et F' d’autre part,
dans (E*QF)Q(EQF*) = L(E, F)QL(E™, F*) met L(E, F) et L(E*, F*)
en dualité par I'application (i, 1)) — trace(*s o ).

Coordonnées : indices contravariants et indices covariants.

Soit {e1,- -+ ,ep} une base de E et {e',--- ,e™} la base duale. Des éléments
r € Eetl € E* s’écrivent ¥ = 377, ey, 1 = 1 lje?, ot nous
avons pris soin de noter en haut les indices contravariants et en bas les
indices covariants. Cette terminologie a son origine dans la maniere dont
se comportent les coordonnées lors d’un changement de base (se rappeler
que, si les vecteurs de base e; sont des éléments de FE, les “fonctions

coordonnées” e’ : x =Y x'e; — €’ (x) = x’ sont des éléments de E™) :
n n n n
5. — Jo. Fls. Jo. i i J_ J &3
€; = E Alej et E T'e; = E 2’e; impliquent z’ = E AlZ?.
j=1 i=1 j=1 i=1

Si I'indice est covariant, la matrice de passage est la méme que pour les
vecteurs de base, s’il est contravariant c’est la matrice contragrédiente
(transposée de l'inverse). Bien entendu, dans le passage de E & E*, les
roles des vecteurs de base et des coordonnées sont inversés.

Convention de sommation d’Einstein. Elle consiste en ’élimination
des signes de sommation, la regle étant qu’une sommation doit étre ef-
fectuée des qu'un méme indice apparait a la fois en position supérieure
et inférieure. Par exemple, z'e; signifie > z'e;. Cette régle rend parti-
culierement simple ’expression des contractions et donc toutes les opérations
naturelles. Explicitons ceci sur les trois exemples ci-dessus :

Soit {e1,--- ,ep} une base de E, {f1, -, fp} une base de F, et soient
{e',---,e"} et {f',---, fP} les bases duales. Un élément v € E* @ F
s’écrit o

u=ule' ® fj.

11 lui correspond 1'élément de (E ® F*)*

ale; @yl e ulaty;,
Pélément de L2(E x F*,R)

(l’ieiy yjfj) — ujz'y;,
Pélément de L(E, L(F*,R))

'e; — [yjfj — ufxl%} :

et enfin 1'élément de L(E, F') représenté dans les bases ci-dessus par la
matrice des u? (j est 'indice de ligne et ¢ celui de colonne). On retiendra :
La matrice (u})9"¢*7  correspond au tenseur uZQi ® f;. Quant
a la matrice transposée elle correspond au tenseur u? f; ® €*.

Par exemple, l'application (linéaire en ¢) de Legendre du Lagrangien
L((q,q9) = % gi;4"¢° associé & une métrique riemannienne sur un ouvert
Q de R™, n’est autre, au point ¢, que le tenseur

gii(@Qe' ®e e T,Q®T,;Q



de la métrique riemannienne elle-méme. C’est un exemple des champs de
tenseurs étudiés dans le paragraphe suivant. Revenant aux exemples, on
vérifie que

1) la contraction ufﬂcZ <eée > f;= ufxifj de uZei ® f; ® z¥ey, est bien
la valeur de ’endomorphisme u sur le vecteur = ; de méme, la contraction
bixty! < e' e >< fI, f; >=byz'y’ de bije'®f @z er @y fi est la valeur
de la forme bilinéaire b sur le couple de vecteurs (z,y). Par exemple, étant
donnée une fonction dérivable f : Q@ — R et une métrique riemannienne,
on a

df(q) = == (@)’ = gi; (@)X (q)e’, ou gradf(q) = X' (q)e:;

2) si £ = F, la contraction ul < el e; >=ul de ugei ®e; est bien la trace
de 'endomorphisme correspondant ;

3) la contraction uf-'v;- <eée >< fi, 7 >= ufv} de uzvlkei ®fi®ex ® f
est bien la trace de I’endomorphisme ‘4 o ¢ qui correspond au tenseur
u{ vé—“ei R ek.

Isomorphismes musicaux. La donnée d’une forme bilinéaire non dégéné-
rée g € E*®FE™ sur 'espace vectoriel E équivaut a celle d’un isomorphisme
de E sur E*, noté en général b, I'inverse étant noté f. En coordonnées,
ces dénominations s’éclairent car elles correspondent respectivement a la
descente et a la montée des indices :

7 b i J j 17 N ik k
(z'ei)’ = gijz'e’,  (z;¢)) = gYzjei, ol gijg =0},

2 Algebre tensorielle et algebre extérieure.

Les notations sont celles de Bourbaki (algébre multilinéaire).

L’algebre tensorielle. Etant donné un espace vectoriel E de dimension
finie sur R , on appelle algébre tensorielle de E la somme directe

T(E)=ROE® (’E)®-- @ (QE)®---,

munie des opérations de somme directe et de produit tensoriel (la notation
®PE désigne le produit tensoriel de p exemplaires de F).

L’algébre extérieure. On appelle puissance extérieure p-iéme de E le
quotient AP E de ®” F par le sous-espace vectoriel engendré par les tenseurs
décomposables £1®- - -®@z, pour lesquels deux des z; au moins sont égaux.
On note x1 A z2 A --- A zp la classe d’équivalence de z1 @ T2 @ -+ - ® Tp
dans le quotient.

Les éléments de APE sont appelés des p-vecteurs sur E. L’application
(1, ,Tp,Y1,- " Yqg) — T1 A ANZp AY1 A--- ANyq de EP x E? dans
APTIE est multilinéaire alternée par rapport & EP et par rapport a E9;
elle se factorise donc a travers une application bilinéaire de APE x AE
dans APTIE : c’est le produit extérieur d’un p-vecteur et d’un g-vecteur.
L’algebre extérieure de E est la somme directe

ANE=ROEONED- - ONED---



munie des opérations de somme directe et de produit extérieur (on convient
que le produit extérieur d’un scalaire et d’un p-vecteur est la multiplica-
tion du p-vecteur par le scalaire).

Quotient ou sous-espace ? A toute permutation o de {1,2,---,p} on

associe l'isomorphisme de ®® FE défini a partir de application multilinéaire
de E? dans QPF

(1’1,33‘2,"' 7‘Tp) = (xa_1(1)7xa_1(2)7"' 73:0—1(1)))'

On le note z — oz ; on définit alors un endomorphisme d’antisymétrisation

a:®"'E — QYE, az= Z €-02 (€, est la signature de la permutation o)

o

dont 'image est le sous-espace des tenseurs antisymétriques, c’est-a-dire
des tenseurs z € QPF tels que Vo,0z = €,z (remarquer que si z est
antisymétrique, on a az = p!z). On vérifie que

L’endomorphisme a : ’F — ®PFE se factorise en un isomor-
phisme de APE sur le sous-espace des tenseurs antisymétriques.
Si p = 2, cet isomorphisme applique le 2-vecteur décomposable x A y sur
le tenseur antisymétrique x @ y — y ® x.

Notons enfin que 'espace AP E* des p-covecteurs s’identifie & 1’espace des
formes p-linéaires alternées (ou antisymétriques) sur E, c’est-a-dire & 1'es-
pace des p-formes extérieures.

3 Champs de tenseurs.

Etant donnée une variété différentiable M, on définit les champs de
tenseurs r fois contravariants et s fois covariants sur M (plus brievement
les tenseurs de type (r,s) sur M comme les sections du fibré

Q:TM = (®"TM) ® (®°T"M)

associé au fibré tangent, dont la fibre au-dessus de m € M est I’ espace
vectoriel T M = (T M) ® (°Ty M). L’atlas de T M associé a
un atlas (Qa, pga)la,seca est

(1T = Qa x (8"R") @ (®°(R™)"), ®:TPpa) , gea

ou

(8a(q), dpa(@)ir @ - - - ® dpsalq)r®
p1odpsalq) ' ® - ®@psodpgala) ")

Un tenseur sur M de type (r, s) peut donc étre défini comme une collection
de tenseurs de type (r,s) sur les ouverts Qq d’un atlas (i.e. d’applications
de classe C*° des Qo dans QLR™) transformés les uns dans les autres par
des changements de carte miztes, r du type image directe, s du type image
réciproque.



On généralise ainsi simultanément la définition carte par carte des
champs de vecteurs (les tenseurs de type (1, 0)) et des 1-formes différentielles
(les tenseurs de type (0,1)).

Les k-formes différentielles sont des tenseurs antisymétriques de type
(0, k), les métriques des tenseurs symétriques de type (0,2), I'application
de Legendre de TM dans T*M un tenseur de type (0,2). La courbure
d’une connexion est un tenseur de type (1, 3).

4 Comment reconnaitre pratiquement le
caractere tensoriel d’un objet défini sur
une variété ?

Par définition, une application ¢, R-linéaire en chacun de ses r+s argu-
ments, qui fait correspondre une fonction réelle ¢(w1, -+ ,wyr, X1, -+ , Xs)
sur M & la donnée de r formes différentielles w; et s champs de vecteurs
X, est définie par un tenseur § € @;TM si en tout point m € M on a

t(wi, -+, Xs)(m) = 0(m) (wi(m), -, Xs(m))

(on (m) € RLTM = L@ TmM @ (°T,,M),R) est identifié & un
élément de Lyys((TyM)" x (TrnM)*,R)), autrement dit si les seules va-
leurs des w; et des X; en m (a lexclusion des valeurs de certaines de
leurs dérivées en ce point) déterminent la valeur au point m de la fonc-
tion t(w1,- - ,wr, X1, -, Xs). On montre sans peine que ceci équivaut a
la C°°(M,R)-linéarité de t par rapport a chacun de ses arguments.

On trouvera un résumé un peu moins succint dans le premier chapitre
du livre Riemannian Geometry (Springer) de S. Gallot, D. Hulin, et J.
Lafontaine.

N.B. Pour la cohérence des énoncés on est amenés & poser ®°F = R.
Puisque R®@ R = R, le fibré Q3T M est donc le fibré trivial M x R dont
les sections sont les fonctions : I'*° (T M) = C*°(M,R), et dans tous les
cas ®TM ® (21, TM) s'identifie & &7 TM.

5 Dérivée de Lie.

Comme pour les formes et les champs de vecteurs, la dérivée de Lie
d’un champ de tenseurs T" quelconque sur une variété peut étre définie par
la formule LxT = %(cp,’; T)| . On peut la caractériser algébriquement

t=

0
comme l'unique dérivation de l’algebre (pour le produit tensoriel) des
champs de tenseurs qui commute aux contractions C et coincide avec la
définition déja donnée de Lx sur les fonctions et les champs de vecteurs :

Lx(S®T):LXs®T+S®LxT, LxCT =CLxT.
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