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Abstract

De nombreuses fautes de frappe n’empêchent pas de reconnâıtre sans
ambigüıté un texte pourvu que la forme altérée ressemble plus au texte ini-
tial qu’à tout autre texte admissible. Jointe à une utilisation systématique
de la loi des grands nombres qui implique la propriété d’équipartition
asymptotique (AEP), cette simple remarque est à la base de la découverte
par Claude Shannon de la limite H < C aux performances de tout code
correcteur d’erreurs permettant une transmission fiable d’information par
un canal “bruité” (i.e. “faisant des erreurs”) ainsi que de l’existence d’un
code permettant d’approcher arbitrairement près de cette limite. Toutes
deux de nature probabiliste, l’entropie H d’une source de messages et la
capacité C d’un canal de transmission sont définies par Shannon dans
l’article [Sh] qu’il publie en 1948 dans la revue des “Bell labs”, l’année
même où, dans les mêmes Bell labs, John Bardeen, Walter Brattain et
William Shockley font la première démonstration du fonctionnement d’un
transistor. Ainsi, des deux découvertes simultanées dont est né le monde
d’information dans lequel nous vivons, l’une est de pure mathématique et
même de la pire espèce, un théorème d’existence !

Les inventeurs du langage ”Morse” avaient déjà compris l’intérêt qu’il y a,
pour raccourcir le temps nécessaire à l’envoi d’un message, de représenter chaque
lettre par un symbole d’autant plus court que la lettre est fréquente dans le lan-
gage utilisé, en l’occurence l’anglais : E est par exemple représenté par un point
alors que Z est représenté par 4 symboles, deux tirets suivis de deux points.
C’est avant la lettre une utilisation de l’entropie de l’anglais et une illustra-
tion de l’idée mâıtresse du texte fondamental [Sh] de Shannon, à savoir que
c’est la structure statistique1 d’un ensemble de messages et non la considération
d’un message isolé et encore moins de son sens (exit toute considération de
sémantique) qui va tenir le rôle principal lorsqu’on cherche à transmettre une
suite de symboles de façon fiable et efficace. Je laisse aux historiens (voir en par-
ticulier [Se]) le soin de décider de l’influence exacte sur Shannon, qui d’ailleurs le

1c’est-à-dire la fréquence relative des différents symboles ou des différentes suites de sym-
boles composant un message.
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remercie explicitement dans une note de [Sh] (partie III, note 4, page 626), des
idées de Norbert Wiener sur les séries temporelles et les filtres développées dans
les années quarante mais classifiées et publiées seulement en 1949 dans le livre
Extrapolation, Interpolation, and Smoothing of Stationary Time Series2. Nor-
bert Wiener qui se considérera lui-même comme le co-fondateur de la théorie de
l’information, reconnâıt cependant l’influence d’Andrei Kolmogorov et en par-
ticulier de sa note Sur l’interpolation et l’extrapolation des suites stationnaires
publiée en 1939 aux Comptes Rendus de l’Académie des Sciences de Paris.
Ainsi, on ne s’étonnera pas que Kolmogorov, qui au début des années trente
avait donné sa forme mathématique actuelle à la théorie des probabilités et qui
au milieu des années cinquante introduira l’entropie métrique d’un système dy-
namique ([Ko1, Ka]), ait été l’un des premiers sinon le premier mathématicien
à comprendre l’importance fondamentale du travail de Shannon3.
Une illustration simple (et même simpliste) d’une telle structure statistique est
le jeu de pile ou face : les 26 lettres de l’alphabet sont remplacées par les deux
symboles 0 et 1 et l’écriture d’un message de N lettres par celle d’une suite
a1a2 · · · aN obtenue à partir de N lancers d’une pièce de monnaie en posant
que ai = 0 ou 1 suivant qu’au i-ème lancer la pièce est retombée sur pile ou
sur face. Si N est assez grand, si la pièce est bien équilibrée et si chaque
lancer est indépendant des autres, la loi des grands nombres affirme qu’avec une
probabilité d’autant plus grande que N est grand, la suite obtenue contiendra
approximativement autant de 0 que de 1. Si maintenant la pièce est biaisée,
avec les probabilités respectivement p et q = 1 − p de retomber sur pile ou sur
face, le rapport entre le nombre de 0 et le nombre de 1 dans la suite obtenue
aura, dans les mêmes conditions, de très grandes chances d’être proche de p/q
; plus précisément, le nombre α de 0 et le nombre β de 1 seront de la forme
α = pN + r, β = qN − r où r est un o(N) lorsque N tend vers l’infini. De
telles suites sont dites typiques. D’autre part, la probabilité du résultat du i-
ème lancer étant indépendante de i, la probabilité d’obtenir α fois 0 et β fois
1 à des positions prescrites au bout de N lancers est pαqβ . Les suites typiques
produites par un grand nombre N de lancers, celles donc que l’on est presque
certain d’obtenir, ont donc toutes à peu près la même probabilité ΠN

p,q d’être
réalisées, probabilité dont le logarithme est de la forme

log ΠN
p,q = log(ppN+rqqN−r) = N(p log p + q log q) + o(N).

Les suites non typiques ayant une probabilité négligeable dès que N est assez
grand, le nombre total T N

p,q de suites typiques est environ l’inverse de cette

2Cybernetics, qui développe la représentation des phénomènes d’information et de
régulation dans l’animal et la machine, parâıt en 1948, l’année même de publication de l’article
de Shannon.

3. . . puis à s’en distinguer en introduisant dans les années 60, en même temps que
Solomonov et Chaitin, la théorie algorithmique de l’information basée non sur la structure
statistique d’un ensemble d’objets mais sur la longueur minimale d’un programme décrivant
un objet donné prise comme caractéristique de l’information que contient ce dernier ([Ko2]).
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probabilité ; autrement dit,

log T N
p,q = N(p log

1
p

+ q log
1
q
) + o(N).

La limite lorsque N tend vers l’infini,

H = lim
N→∞

1
N

log T N
p,q = lim

N→∞

1
N

log
1

ΠN
p,q

= p log
1
p

+ q log
1
q

,

est l’entropie de Shannon4. Elle tend vers 0 lorsque le résultat du lancer est
certain ((p, q) = (1, 0) ou (0, 1)), c’est-à-dire dire si un lancer de la pièce ne
nous apporte aucune information (i.e. ne nous apprend rien) ; elle est maxi-
male (égale à 1 si les logarithmes sont en base 2) si 0 et 1 sont équiprobables
((p, q) = (1/2, 1/2)), auquel cas un lancer de la pièce nous donne une infor-
mation maximale puisqu’aucun pronostic ne pouvait être fait a priori (voir la
figure 7 de [Sh]). La propriété qui vient d’être mise en évidence, encore appelée
équipartition asymptotique de la probabilité, est fondamentale. On peut la para-
phraser ainsi : dans un jeu de pile ou face sans mémoire où p et q représentent
respectivement les probabilités de pile (0) et face (1), sur les 2N résultats possi-
bles d’une suite de N lancers, seuls environ5 2NH suites typiques ont une chance
non infime d’apparâıtre ; de plus, ces suites typiques ont chacune approxima-
tivement la même probabilité 2−NH d’être obtenue. Si par exemple p = 0.9 et
donc q = 0.1, une suite typique contiendra environ 9 fois plus de 0 que de 1 et
l’entropie est proche de 1/2. Le nombre des suites typiques est donc la racine
carrée du nombre total de résultats a priori possibles : si n = 13, seules environ
90 suites parmi les 213 = 8192 sont typiques.
Un codage économique de l’ensemble de ces suites attribuera les codes les plus
courts aux suites typiques (il faudra donc environ NH “bits” pour coder une
suite (un message) de longueur N) et des codes quelconques aux autres suites
qui, en pratique, pourront être oubliées6.
Le passage du jeu de pile ou face, c’est-à-dire d’un alphabet de deux lettres 0 et
1 muni d’une loi de probabilité (p, q), où p ≥ 0, q ≥ 0, p + q = 1, à un alphabet
A = {A1, · · · , Ar} de r lettres muni d’une loi de probabilité (p1, · · · , pr), où
p1 ≥ 0, · · · , pr ≥ 0,

∑r
j=1 pj = 1, est immédiat : l’entropie est alors définie par

H(p1, · · · , pr) =
r∑

j=1

pj log
1
pj

·

Cette fonction H, dont Shannon rappelle que c’est celle même (à la multiplica-

4précisément l’entropie par symbole, mesurée en bits par symbole.
5rigoureusement, c’est le logarithme de ce nombre qui est “équivalent à NH lorsque N

tend vers l’infini.”
6Ce résultat est connu sous le nom de Théorème du codage de source (Source coding

theorem) ou Théorème du codage en l’absence de bruit (Noiseless channel coding theorem)
ou simplement Premier théorème de Shannon. On en trouvera des illustrations dans [P]
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tion près par une célèbre constante) du fameux théorème H de Boltzmann7,
s’annule dans les cas de certitude (une seule des probabilités pj égale à 1,
les autres égales à 0) et atteint son maximum log r en cas d’équiprobabilité
(p1 = · · · = pr = 1/r).
Nous retenons de ceci qu’étant donné un alphabet A = {A1, · · · , Ar} muni d’une
loi de probabilité (p1, · · · , pr), parmi les 2N log r messages formés de N lettres
tirées au hasard et de façon indépendante suivant cette loi de probabilité, seuls
2NH(p1,··· ,pr) messages “typiques” ont, dès que N est assez grand, une chance
non infime d’être rencontrés et de plus, le probabilité de chacun de ces messages
typiques est à peu près la même, égale à 2−NH(p1,··· ,pr). Les messages non
typiques peuvent ainsi être oubliés.
On peut à ce point remarquer que la définition que donne Shannon de l’entropie
se réduit, si l’on ne prend en compte que les messages typiques, au quotient par
la longueur N des messages du logarithme du nombre total de ceux-ci, c’est-à-
dire au quotient par la longueur N des messages du logarithme de l’inverse de
la probabilité de chacun, . . . qui n’est autre que la définition que Ralph Hartley
avait donné 20 ans auparavant de l’information fournie par le choix d’un message
parmi un ensemble de messages supposés équiprobables !
Shannon considère également le cas plus réaliste8 de sources de messages markovi-
ennes dans lesquelles la probabilité d’une nouvelle lettre dépend de la lettre qui
précède. Les formules sont plus compliquées mais la théorie est la même.

La deuxième idée introduite par Shannon est son diagramme schématique
d’un système général de communication représenté dans la figure 1 au tout
début de [Sh].

INFORMATION
SOURCE

MESSAGE

TRANSMITTER

SIGNAL RECEIVED
SIGNAL

RECEIVER

MESSAGE

DESTINATION

NOISE
SOURCE

Fig. 1—Schematic diagram of a general communication system.

a decimal digit is about 313 bits. A digit wheel on a desk computing machine has ten stable positions and
therefore has a storage capacity of one decimal digit. In analytical work where integration and differentiation
are involved the basee is sometimes useful. The resulting units of information will be called natural units.
Change from the basea to baseb merely requires multiplication by logba.

By a communication system we will mean a system of the type indicated schematically in Fig. 1. It
consists of essentially five parts:

1. An information sourcewhich produces a message or sequence of messages to be communicated to the
receiving terminal. The message may be of various types: (a) A sequence of letters as in a telegraph
of teletype system; (b) A single function of timef (t) as in radio or telephony; (c) A function of
time and other variables as in black and white television — here the message may be thought of as a
function f (x;y; t) of two space coordinates and time, the light intensity at point(x;y) and timet on a
pickup tube plate; (d) Two or more functions of time, sayf (t), g(t), h(t) — this is the case in “three-
dimensional” sound transmission or if the system is intended to service several individual channels in
multiplex; (e) Several functions of several variables — in color television the message consists of three
functionsf (x;y; t), g(x;y; t), h(x;y; t) defined in a three-dimensional continuum — we may also think
of these three functions as components of a vector field defined in the region — similarly, several
black and white television sources would produce “messages” consisting of a number of functions
of three variables; (f) Various combinations also occur, for example in television with an associated
audio channel.

2. A transmitterwhich operates on the message in some way to produce a signal suitable for trans-
mission over the channel. In telephony this operation consists merely of changing sound pressure
into a proportional electrical current. In telegraphy we have an encoding operation which produces
a sequence of dots, dashes and spaces on the channel corresponding to the message. In a multiplex
PCM system the different speech functions must be sampled, compressed, quantized and encoded,
and finally interleaved properly to construct the signal. Vocoder systems, television and frequency
modulation are other examples of complex operations applied to the message to obtain the signal.

3. Thechannelis merely the medium used to transmit the signal from transmitter to receiver. It may be
a pair of wires, a coaxial cable, a band of radio frequencies, a beam of light, etc.

4. Thereceiverordinarily performs the inverse operation of that done by the transmitter, reconstructing
the message from the signal.

5. Thedestinationis the person (or thing) for whom the message is intended.

We wish to consider certain general problems involving communication systems. To do this it is first
necessary to represent the various elements involved as mathematical entities, suitably idealized from their

2

7où elle quantifie (asymptotiquement via la formule de Stirling) le degré d’ignorance
(précisément le log du nombre) des micro-états correspondant à un macro-état donné (voir
[Ba]). D’après [J], c’est Gibbs qui, le premier, écrit explicitement la formule probabiliste ci-
dessus. La relation de la notion d’information à l’entropie thermodynamique et au second
principe, proposée dès 1929 par Leo Szilard pour expliquer l’expérience de pensée du démon
de Maxwell (1867), est l’objet du livre Science and Information Theory que Léon Brillouin
publie en 1956. Le thème en est l’identification entre information liée à la structure d’un
système physique et néguentropie, c’est-à-dire une quantité qui se soustrait à l’entropie to-
tale du système. À ce sujet, voir dans [Col] la passionnante conférence où Sergio Ciliberto,
illustrant le principe de Landauer qui, en 1961, précisait la nature physique de l’information,
montre comment les expérimentateurs “dansent aujourd’hui avec le démon de Maxwell”.

8éloquemment illustré au début de [Sh] par l’exemple de la langue anglaise.
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On sous-estimerait facilement aujourd’hui la nouveauté d’une telle conceptuali-
sation du problème, directement issue d’un article écrit pendant la guerre sur la
cryptographie9 : les messages issus d’une source sont envoyés (c’est le codage)
dans un transmetteur (l’entrée), puis transmis à travers un canal – nom général
désignant aussi bien un télégraphe qu’un téléphone, un réseau Wifi, un tam-
tam ou tout autre moyen de communication – juqu’à un récepteur (la sortie) et
enfin interprétés (le décodage). De plus, une source de bruit interfère avec les
messages transitant par le canal : en effet, comme tout intermédiaire matériel,
le canal ne peut être parfait et la transmission des messages est nécessairement
entachée d’une certaine proportion d’erreurs.

À la source et au canal sont associés des alphabets A = {A1, · · · , Ar} pour la
source, X = {X1, · · ·Xa} pour l’entrée (i.e. pour les messages codés que l’on
veut envoyer) et Y = {Y1, · · · , Yb} pour la sortie (i.e. pour les messages reçus
qu’il faudra décoder). Pour la prise en compte des erreurs, Shannon se place là
encore sur le terrain probabiliste, ne retenant comme seule caractéristique du
canal, en dehors des alphabets d’entrée X et de sortie Y , que les probabilités
conditionnelles p(y1 · · · yN |x1 · · ·xN ), symbole qui se lit “probabilité de y1 · · · yN

si x1 · · ·xN” et désigne la probabilité que le message y1 · · · yN soit reçu si le
message x1 · · ·xN est envoyé10. Faisant l’hypothèse simplificatrice que les lettres
successivement envoyées sont perturbées par le bruit indépendamment les unes
des autres (i.e. seule la i-ème lettre envoyée xi influe sur la i-ème lettre reçue
yi), ces probabilités conditionnelles vérifient

p(y1 · · · yN |x1 · · ·xN ) = ΠN
i=1p(yi|xi).

Elles sont donc parfaitement définies par les probabilités p(Yk|Xj) de recevoir
la lettre Yk si la lettre Xj est envoyée.
À cette donnée sont attachées des entropies : en effet, envoyer la lettre x = Xj

définit sur l’alphabet de sortie Y une loi de probabilité y 7→ p(y|x) ainsi donc
qu’une entropie

H(Y |x) =
∑
y∈Y

p(y|x) log
1

p(y|x)
=

b∑
k=1

p(Yk|Xj) log
1

p(Yk|Xj)
·

Shannon introduit à ce point une nouvelle idée fondamentale : supposant l’alpha-
bet d’entrée X = {X1, · · · , Xa} muni d’une loi de probabilité p(x) :

p1 = p(X1), · · · , pa = p(Xa),

il définit l’entropie condtionnelle H(Y |X) comme la moyenne11 des entropies
H(Y |x) :

9A Mathematical Theory of Cryptography écrit en 1945 mais classifié jusqu’en 1949, date
à laquelle il est publié sous le nouveau titre Communication Theory of Secrecy Systems.

10La suite x1 · · ·xN est une suite d’éléments de X, c’est-à-dire un élément de XN ;
autrement dit, elle est de la forme Xj1 · · ·XjN

. De même, la suite y1 · · · yN , qui est un
élément de Y N , est de la forme Yk1 · · ·YkN

.
11dans le langage des probabilités l’espérance de la variable aléatoire x 7→ H(Y |x).
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H(Y |X) =
∑
x∈X

p(x)H(Y |x) =
a∑

j=1

pjH(Y |Xj)

=
a∑

j=1

b∑
k=1

p(Xj)p(Yk|Xj) log
1

p(Yk|Xj)
·

Il montre alors que sous les hypothèses d’indépendance qui ont été faites, un
long message x1 · · ·xN envoyé dans le canal aura en moyenne une égale prob-
abilité de donner à la réception l’un parmi 2NH(Y |X) messages y1 · · · yN . La
figure 10 de [Sh], qui ne retient que les messages typiques, résume parfaitement
la situation : les probabilités conditionnelles y sont représentées comme un cône
dont le sommet x1 · · ·xN appartient à l’ensemble XN des messages (et même
à celui des messages typiques) de N lettres écrits dans l’alphabet d’entrée X
et dont la base, contenue dans l’ensemble Y N des mots de N lettres y1 · · · yN

écrits dans l’alphabet de sortie Y , est formée des y1 · · · yN typiques12 pouvant
être reçus.
Le problème du codage, une fois cette moyenne effectuée, y apparâıt comme un
problème d’empilement d’oranges dans une bôıte de taille fixée, ce que tente de
représenter la figure ci-dessous :

Étant donnée une source de messages A et un canal (X → Y ), comment coder les
2NH(A) messages typiques de façon à ce que chacun des sous-ensembles de taille
(moyenne) 2NH(Y |X) pouvant provenir de chacun des 2NH(A) messages codés
envoyés soient disjoints, sachant que l’ensemble est contenu dans la bôıte des
messages typiques dans Y N , de contenance 2NH(Y ) ? Une condition nécessaire
est évidemment que

2NH(A) × 2NH(Y |X) < 2NH(Y ), c’est-à-dire H(A) < H(Y )−H(Y |X).

12pour donner un sens à cette dernière asertion, il faut remarquer que la donnée de la loi de
probabilité p(x) sur X et des probabilités conditionnelles p(y|x) caractérisant le canal définit
sur Y une loi de probabilité q(y) =

P
x∈X p(x)p(y|x) et donc une entropie H(Y ).
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Le même raisonnement peut être tenu en échangeant les rôles de l’entrée et
de la sortie, c’est-à-dire en raisonnant sur les probabilités conditionnelles p(x|y)
qu’ayant reçu y on ait envoyé x : les “oranges” représentant l’ambigüıté moyenne
(en anglais “equivocation”) sont maintenant du côté de l’entrée et représentent
pour chaque message reçu y1 · · · yN le nombre moyen, de l’ordre de 2NH(X|Y ),
de messages susceptibles d’avoir été envoyés. Interprétée en termes de distance
au centre des oranges, la condition de disjonction, qui est maintenant

2NH(A) × 2NH(X|Y ) < 2NH(X), c’est-à-dire H(A) < H(X)−H(X|Y ),

n’est pas sans rapport avec le fait que de nombreuses fautes de frappe n’empêchent
pas de reconnâıtre sans ambigüıté un texte pourvu que la forme altérée ressem-
ble plus au texte initial qu’à tout autre texte admissible.
Il se trouve que les conditions de disjonction à la sortie ou à l’entrée cöıncident
et fournissent à Shannon sa définition de l’information mutuelle :

I(Y, X) = H(Y )−H(Y |X) = H(X)−H(X|Y ) = I(X, Y )

=
a∑

j=1

b∑
k=1

π(Xj , Yk) log
π(Xj , Yk)

p(Xj)q(Yk)
·

Le numérateur π(Xj , Yk) = p(Xj)p(Yk|Xj) du logarithme est la probabilité de
l’évènement conjoint “avoir envoyé Xj et reçu Yk” alors que le dénominateur
p(Xj)q(Yk) est cette même probabilité conjointe dans le cas où l’entrée et la
sortie seraient indépendantes (i.e. n’auraient aucune relation de causalité).
Cette formule est interprétée aujourd’hui comme l’entropie relative de Kullback-
Leibler13 de ces deux lois de probabilités sur l’espace produit X × Y .
Notons le rôle crucial de la moyenne dans la définition de H(Y |X) : alors
que l’entropie conditionnelle H(Y |X) est toujours inférieure ou égale à H(Y ),
autrement dit que l’information mutuelle est toujours positive ou nulle14, ne
s’annulant que si X et Y sont indépendants, il se peut que pour un x donné,
H(Y |x) soit supérieure à H(Y ), par exemple lorsque la loi de probabilité p(y|x)
rend équiprobables tous les éléments y de Y et donc maximale l’entropie H(Y |x).

D’autres notions d’information avaient précédé celle de Shannon, en particulier
celle, locale dans l’espace des densités de probabilités, définie par Ronald Fisher
au milieu des années vingt comme outil d’estimation statistique de la pertinence
d’un modèle. C’est d’ailleurs à cette problématique que se rattache l’entropie
de Kullback-Leibler que nous venons d’évoquer.
Il ne reste plus qu’à définir la capacité C du canal comme le sup des informations
mutuelles pour toutes les lois de probabilité sur l’alphabet X, ce qui conduit à
la célèbre condition 15

H(A) < C : entropie de la source inférieure à la capacité du canal,
13introduite au début des années cinquante par deux cryptanalystes américains Solomon

Kullback et Richard Leibler qui travaillaient pour la NSA.
14C’est l’inégalité de Shannon, conséquence de la convexité de la fonction x 7→ log 1

x
.

15les quantités sont exprimées en bits par symbole ou bien, multipliées par le nombre de
symboles transmis par seconde, en bits par seconde.
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qui rassemble le théorème du codage de source et le théorème du codage en
présence de bruit (Noisy channel coding theorem).

Il est remarquable que cette condition nécessaire soit également suffisante pour
qu’il existe un code permettant de transmettre des messages avec une probabilité
d’erreur arbitrairement petite pourvu que les messages soient assez longs (N
assez grand).
L’idée de la démonstration, donnée par Shannon, précisée et généralisée aux
sources ergodiques par ses successeurs, Robert Fano, Amiel Feinstein, Brock-
way MacMillan, Leo Breiman, Alexandre Khinchine (voir [Kh, Bi]), . . . et dont
le meilleur exposé se trouve dans le livre [CT], est un remarquable calcul de
moyenne des probabilités d’erreurs sur un ensemble de codes choisis au hasard.
En voici une esquisse : fixons la longueur N des messages provenant de la source
ainsi qu’un canal stationnaire sans mémoire, c’est-à-dire un ensemble d’entrées16

XN muni de probabilités p(x1 · · ·xN ) = ΠN
i=1p(xi), un ensemble de sorties Y N et

des probabilités conditionnelles p(y1y2 · · · yN |x1x2 · · ·xN ) = ΠN
i=1p(yi|xi), donc

des probabilités q(y1 · · · yN ) = ΠN
i=1q(yi) = ΠN

i=1(
∑

x∈X p(x)p(yi|x)) sur Y N .
Nous ne nous intéresserons qu’aux messages typiques issus de la source c’est-
à-dire, en négligeant les epsilons, à 2NH(A) messages que l’on peut considérer
comme équiprobables. Un code est un plongement quelconque dans XN de ces
2NH(A) messages, c’est-à-dire un ensemble de 2NH(A) messages codés formant
les lignes d’une matrice

C =

 x1(1) x2(1) · · · xN (1)
· · · · · · · · · · · ·

x1(2NH(A)) x2(2NH(A)) · · · xn(2NH(A))

 .

1) On munit l’ensemble de ces codes de la loi de probabilité

Pr(C) =
2NH(A)∏

w=1

N∏
i=1

p
(
xi(w)

)
,

ce qui implique que, choisissant au hasard un tel code, la probabilité est grande
que tous les messages codés appartiennent au sous-ensemble typique de XN

et, étant donné la définition de la probabilité sur la sortie Y N , que tous les
messages transmis appartiennent à l’ensemble typique de Y N . Ici aussi, nous ne
nous préoccuperons pas des epsilons et oublierons les codes improbables n’ayant
pas cette propriété, ce qui nous laisse avec environ 2NH(X) entrées et 2NH(Y )

sorties.
2) Le code choisi et les caractéristiques du canal sont supposés connus de

l’envoyeur et du destinataire.
3) Un message reçu y1 · · · yN est décodé comme provenant de w si ce dernier

est l’unique message source tel que la paire (x(w), y) soit conjointement typique,

16choisir pour les messages codés la même longueur N que celle des messages source n’est
pas important mais simplifie les notations. En pratique, une “lettre” de l’alphabet X pourra
être un “mot” formé par exemple de 0’s et de 1’s.
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ce qui signifie d’une part que x(w) et y sont typiques, respectivement dans XN

et Y N , et que le couple est typique dans XN ×Y N muni de la loi de probabilité
p(x1 · · ·xN , y1 · · · yN ) = p(x1 · · ·xN )p(y1 · · · yN |x1 · · ·xN ). Dans tous les autres
cas, il est interprété comme une erreur. Un calcul simple montre alors que,
calculée à la fois sur l’ensemble des messages et l’ensemble des codes, l’espérance
de la probabilité d’erreur tend vers 0 lorsque N tend vers l’infini dès que H(A) <
I(X, Y ), ce qui montre l’existence lorsque cette condition est remplie d’un code
ayant une probabilité d’erreur moyenne arbitrairement petite. La conclusion
s’ensuit facilement
Heuristiquement, le fait que le codage se fasse au hasard implique la non corréla-
tion (au sens probabiliste) de 2 messages reçus provenant de 2 messages codés
distincts, ce qui rend improbable leur cöıncidence dès qu’il y a suffisamment de
place à la sortie (i.e. dès qu’il y a effectivement la place d’empiler toutes les
oranges).

Remarquons pour finir que ce n’est pas la condition H(A) < C qui est la
plus souvent citée comme représentant le résultat principal de Shannon mais
son avatar “continu” pour un bruit gaussien

C = W log
(

1 +
P

N

)
décrit dans le chapitre IV de [Sh] (W est la largeur de bande passante du
canal et P/N le rapport signal sur bruit). Or cette formule apparâıt – mais
sans l’appareil théorique qui fait toute la force du travail de Shannon – dans
un certain nombre de travaux contemporains, tels ceux de Norbert Wiener,
William G. Tuller, H. Sullivan mentionnés par Shannon, mais aussi Stanford
Goldman, Charles W. Earp, et deux ingénieurs français André G. Clavier et
Jacques Laplume (voir [FR] et la conférence d’Olivier Rioul dans [Col]).

Restée longtemps théorique17, la limite de Shannon est aujourd’hui pratique-
ment atteinte par les turbocodes développés dans les années 1990 par Claude
Berrou et son équipe : l’art de la construction d’un code correcteur consiste en
la recherche de la façon la plus efficace d’introduire la redondance minimale qui
permette de décoder les messages avec une très faible probabilité d’erreur. Dans
[Be], Claude Berrou explique qu’entrelaçant deux petits “codes convolutifs”, les
turbocodes ont une certaine analogie avec les grilles de mots croisés : c’est en
reprenant successivement et plusieurs fois définitions horizontales et définitions
verticales que l’on finit par lever l’ambigüıté18.

Il est un cas cependant où le code le plus simple s’approche de la borne
optimale : dans une courte note de 1949 intitulée A case of efficient coding

17Shannon remarque explicitement que construire un code proche de l’optimal en suivant
la démonstration d’existence est impraticable en raison de la taille de N .

18C’est bien l’effet “turbo” qui consiste en une réutilisation d’une partie de l’énergie
cinétique contenue dans les gaz d’échappement d’un moteur pour faire tourner un compresseur
servant à augmenter l’apport d’oxygène dans la chambre de combustion et donc également la
puissance.
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for a very noisy channel, Shannon montre en effet que le code consistant en
la répétition un grand nombre K de fois de chaque lettre du message source
(précisément, A = {0, 1}, X = Y = {0, 1}K), assorti d’un décodage à la majorité
dans chaque groupe de K symboles reçus, est proche d’être optimal lorsque la
probabilité d’erreur est proche de 1/2. Au contraire, si cette probabilité est
faible, un tel codage n’est plus du tout optimal.

Il n’aura pas, je pense, échappé aux lecteurs que sans de tels codes correcteurs
la majorité des instruments que nous utilisons tous les jours n’existeraient tout
simplement pas. Une évocation de l’histoire et un état des lieux des recherches
actuelles19 se trouve dans les conférences du colloque organisé à Paris pour
célébrer le centenaire de la naissance de Claude Shannon [Col]. Bel exemple
d’un théorème de pure mathématique dont la prédiction (il existe un code ...)
se réalise cinquante années après son énoncé.

Merci à Qiaoling Wei pour de nombreuses discussions lors de la préparation
d’une conférence sur Shannon au Musée des Sciences et Techniques de Pékin, à
Nathan Hara pour son intérêt constant et ses questions provocantes, à Frédéric
Barbaresco pour la référence [FR], à Daniel Bennequin pour la référence [J],
des précisions sur l’information de Fisher et ses amicales corrections, à Marc
Serrero pour la référence [Ba] et de non moins amicales remarques. Merci
enfin à Sébastien Gouezel pour sa lecture critique et constructive d’une première
version.
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