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Préface

Osp notes sont la réddactlon d'ua cours falt a Henol
en Octobre I974 8 l'occasion d'un séminaive orgenisé par
1'Institut de Mathématiques du Comité d'Ztat des Solemces
et 18 Socidté Mathémetique du Vietnam. -

Il s'agissait d'introduire rep.dement les ouiils
necessﬂims (théorémes de trensversalité par exemple) et
d'appmfomiir une ou deux directions aiin 4'arriver 4 des
résultats précis.

Le théme choisi est 1s stabllité des gemes.

on commence par ls théorie de Thom-Doardmen gul
pemet de comprendre une partie de la structure geometri,q_ue
d'une eppliostion statle; on ‘dtudie ensuite les déplois~
@ints stéoles dos gexmes de fonctions de codimenslon finies
1'étude des germes de petite codimansion (queues d‘'arondes
ot omb:i.lica dans la tem.‘-.nologie de Thon) foumlt beaucoup
i‘exouples aur lesquals il epparait que la stratificaticn
de Thom-Bo& rdmsn est ancore Apeez grossiere, et pose le
probleme du rarfinement de cette stmtiflcation.

Ces notes n’aniaient ;jeﬁa_ta' va le jour s8ng les
efforts congtants de Hoang Huu Puong Que je remercie
trés sincéremen’.

Je remercie 8ussi toutes les persounes et tous laa
organimes qul ont ‘contribué 4 la reali.aatian da ee semi-
nai.re; Je voudrels terminer en disapt mov. admizetion pour
it emerg!.a ot le coumse d.u peuple v.tetnsmlen, et en lut
souhalitsnt un . avenir de sucees ot de bonheur qui se 1— '
cretise un ;jour dsna 1a reuniﬂcat.tan du pays.

A. CHENCIRER.
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KOT®ATIONSB

Diff; . @, 0)

Homeo (ﬁ)

varié 56 N

pseudogroupe des 0P ~difféomcrphimmes
locsux (@, ¢) — @&, 0)

groupe des homéomorphimes de la
varieté N

(al!’(l
: e o fet] = hw.eda
2* L e S
| dérivde partislle dfoxdre o . -
fIK La restriction de f sur L'ensemble K
ff"\x W Applicstion f est %rengversile & W en
tout point de K.
£ Nz 8 ¥ et g ont le méne jet dordre r
fvug f 6% g sont équivalentes 8 droite.
¥ Lsomorphe
0@9 00 . .
f: N 2P ¢ appllcation £ de N danas P
f s (_!Rng 0) =3 R Gern> de Tfonchtion £ en ¢ f: R —R
£ (|, 0) — (R, 0) ~idem~ , f0) = 0
£ ¢ of f est usc @ -spplication
¢ "aPPn"ati"g' epplicetion de claase GT , 0 < o ¢ eo.
applisation g
o¥(w, P espece des CT-spplications muni de la
tooologle ds 18 convergence coupacte.
N, P) espace Ges ¢T-appileations wuni da ia
topologle de Whitney.
DLEL(N) groupe des Aifiéomorphismes ¢ de 13
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Int You¥
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espace vectoriel des nT-applicetionr
partie intérieure de V

espace des Jste d'ordre r de germes
d'applicstions de N dans P

espce vectoriel des jets J*£(0)
d'ordre r en 0 de germes d'appllicastlions ¢t

(mnw 0) el ([Rp-' 0)

espace des applications lindaires de H"
dans '

espace tangent da Y en X.

Bupport de g .
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TOPOIOGIES DANS L'ESPACE DES APPLICATIONS
DIFFERENTIABLES. ESPACES DE JETS,

S

B 45 INTRDHTQTIGNo

Congiderona 1'angemble Hom™ (R™,RP) 4o
'Gr"appligﬂtlons'de ® dans R, BuUr ce R-espace vectoe
riel on va définir deux structurse topologiques.

1. on dit que  Hom"™ (R™, RP) et muni de a
er-topologie (topologla de 18 convergence
coepacte) 8'Lll est muni de la topologle dont un systeme
fondamental de voisinages de 0O est 1'ensemble des i:ous-—
ensembles de . Hom* (R"; RF) daéfinis pax :

HE .Humh'. _([R,"‘-,RP); ,ﬂ(jﬂ{ '<a , =z} <% ,:cek}
L ' ' I

_on €0 , X est un engemb) e compact arbitraire da & .

. L : .
L'espace Hom (R™ RF)  puni ge 1a oT-topoe
logle Be note C*(R" RFY .
2+ Bolt {Ki } une famille dénombiable de compacts
tels que R™ C U;ﬁ + On dit que
' 1Y &

k N b [
Hem (Rﬂ, R") est muni de la G -topologie (appeles

gussi %f-topologie fine) 8'il est muni. de la topologle
dont un systeme fondamental de volsinages de 0 est 1'eu-
semble des soug-sntembles de Hom *{R™ RP) aéf.unts per

| | Al
{#e Hom " (IR,”) RP); *-%—;;1?(95)'<E;, {q[(?u,,ﬂcek.:}

ot | & .{_',l‘.e N est un epsemble de nombres positifs
arbitreires et {’Le },ieN , 1'ensemb’e des noudrss

entiers poeltifs tels que Ty { T



_"?_

K
L'espace Hom (R" R?) nuni de 1a ‘6r--tcapologie‘9
se note %* (R™ RP) |

hg

Fige 1

-On peut irouver nn voisinage suffisamment petit
de y= 0 dans la topoluzle ‘6°(R)- pour que la courbe
¥ = £(x) qul tend vers zéro lorsgue x —2 s (fig. 1)
4oit dans ce voisinage tandis que 18 courtbe y = & (= const)
ne soit pas dans ce voisinage méme 8L & est ausst petlt que
1'on veut.

PomérQuons Quon he peut pas directement étendre
les définitions ci-dessus au cas de variétée differentiables
cay les adrivées d'ordres supérieurs & 1 n'ont pas de
seaz inbrirséque sur wne varidts 431 . ¢'est seulo-
ment 1a8 nullitd des dérivées jusqu'@ un ordre £ixé qui &
un sens intrinseque (ce que les lecteurs peuvent vérifier
eux-mémes sans difficulte).

: L
£) Remayuons que la (@ ~topologle introdiite ne dédpend
psg du cholx de J K, ¢ »
zdofmy}.

i) En adtail soit £ s N-S P oi N et P sont des
varidtés uifférentialles. On peut aéfinir la dérivée
intrinseque fdue & Portéous)

D (af) (x) s+ B X Ker af(x) —> Coker af (x)

it pqrﬁidulier gi PaR, df(x) = 0 (x est un point
critliquq) ona 3

p(at) (x) = 62 £(x) t TeX x Te X~ R
(Hesslen de £ an _x).
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pouc pour globaliser les définitions precédentas
i1 nous Taut introduire la notion d'espsce de je's qul est
basse sur 1& remargue précedente.

g2~ E&’;&GES DE JBETS.

.2.9'. Congidéron. 1'ensemble de germes d'a plications (™
({Rn, D) — D (RP)O)
On antroduilt sur cet ensemble la relation d'équi-
valence sulvante

t vg &= |
f et g§ ont le méme développement d. Teaylur en O jusqu'd
1'oxdre r. LA classe d'équivalence de £ s‘appelle le jet
en 0 et est notée JT £(0) . L'ensemble des jets en 0
se note . JT(®, p).

somis s T(6P) Y R, T IE)
Ti(ap) =~ &£ (R RP)
W 2
ﬁi#(o) — matrice jacoblienne (’ﬁ_(o))

De la structure d’espace vectoriel sur les germes
d'applications 0% or gédult une structure d‘'sspace veato~
riel sur Jr(n, p) aqul s'identifie alors & 1l'eisemble des
polynbémes de Teylor de degré r s9ne teme constant.

- On a done '
- : . LI LY Y
ing T Gp) w P Lt g e (TR

. M-
ou ( x4 est egal au nombre des coefficlents

d'un pelynSme homngéne de degré r & n varisbles.
Pcur * » B on & une 3pplicstion d'oubli Ti':'
J“Casp) —— T4 (mp)
1 4e) s {40
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Un oublie les temmes de degré plus grand que &
dars le polyndme de Taylor de T ),
l'ajde de la composition des applications
R™ s RPF s rRY
en pect définir wne lel de composiilon

.T”'(n,F) % J”’(F;‘]) s J-'.‘C’“')P)
(§4) » §9)) s 4(ge) ()

on volt aigdment que la définition est indépendante
des representants cholsis pour les classes d'équivalencs
ot que 1'application considirée est algébrique (utiliser
la formule de Leibnitz).

Remarquons que J¥@,n) est muni d%wn prodult -
a$fini par 18 compusition ci<dessmus., Ce produit posssde
itumitd 3T(idg) of 14 est L'application identique

ﬂn t.g;-,-f} [En o © .
‘ : 3 \
soit LT(n) (souvent noté G (R C J (am)
1'ensenble des r-jets en 0 des C°C-Giffédomorphismes
locux @ ¢ UR-“) 0) "“"‘9(“2'“30) (Q.%.. ?é Dlg.fgm (Rﬂ?ﬁ})
LT} est un groupe ,&) avec le prcduit dans 3%n, n) -

" Remarquins qua }tf(O) e_' L (n) Bi et peulement

sl o . o o
TE (4E)) = §fe) ¢ B

&) Fo veelité I¥(n) est un sous-ensemble d'espace

. N .
Euolidien diffdmorphe &  GL(mR) x RT - of

It- . .
XK = 2> %("“f;"‘_)

i=2
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On & éviderment Ln) v Gt {=yR)

Puisgue I (n) est ouvert et dense partout dang
31 (p;n) on en adduit que LT(a). 1v'est 8ussl dans J%(a,n).

Lemme 2.7 . (n & la mite exaste de groupes non
commutatife

0 — KRY — L’c(‘“‘) —_— L+ (0) — {4} (2.%)

oi KT est le groupe additif des applicstions polbmisles

de dogré ¥ 3 B > B, 6~ est le morphisme de groupes
défini pax

& Kt Sy L“('"')

P 3"'(1?4,-..,:’) (o)

Dimonstyation. On verifie inmédiatement que
X
T‘l.v & = {4}

Donc L™(n) s'obtient & partir de . L'(n) par‘extznaion
' o (,n)

successive par let groupes K k N R
(ke 25... %)

Remirque. De la suilte exdcte (2.1) on ddduit qus
I.a(n)_ (groups non‘abélien). est un produit semi-direct de
'@ et 2. o

™ effet, par exemple dans le ¢28 » = 1 , chaque
Jot de L‘(‘l)‘ 8 la forme &(x «+ bx‘e) ~ou. 8 et m
pombre réel aifférent de 2zéro (sar & ¢ L'(4) ) et
_bx‘? € K2(1). Donec chaque jet considéré correspend & wn
couple ordonné de nombres réels (b,8) ol 840 . Pour

démontrer que Lg-(‘i) est un prodult semi-direct de 11 ()
et E? 11 suffit de virifier 1'égalité

(bya)e (Br) = ( bxef, aa)



= 49
(ce Que leB lecteurs peuvent verifiar uar cux-mimes).

Remargue : Ii faut faire attention que 1'inclusion

naturelle L= (4\).' S LE(n) nvest p&s un morphisme
de groupes sl r 3 3. '
Exemple : L) % LY )
Boiant :
Zy s ® > ax + bx?
: | aB ¢ bett Yx*
Alors Zyo Zo § 2 ——p OOLR +([3 |

D'autre part
’C(Zq}‘ 8 2 p——y QXL bax?
T(Ze) ¢ % p--u-—-ad:t--rﬁr,
t(zu'?&.@ H
Dene

Y - mz s 3
t.t‘_ﬁ.te 'Z;,) Edﬁ ‘tlﬂ%)a 'C(,z‘o‘} (ﬂ_ AL+ (dp +bu.u} ) + bﬂsﬁx’ }

Le seul cas oi 7T est ur morphisme de groupes
est celul od ¥ = 2.

2.2, Etuds globale.

Etant donndes deux 0P -variétée ¥, P on considere
X &N, J &P et on regaide les germes

£, 8 + (M, X) = (P, ¥)

On diza queé £ r;;) g sl pour un c’ertain_cduple
de cartes locales

LU RN



(@,,Cfn) y (Q%‘Wﬂ) de N et P ,
O, cN Q, ¢cP
on &

Jetty définition ost ‘ndépendante du cholx des car~-
tes lucales. ®1 effet, pour un autve couple de cartes lo-

cales (O @) ,(£22,02) emetr, ®cN, 2,CP

on a

}%(Wa.'ogn ;')

i

P 0 ) L g

cu

Yo v W (NR) —— Y (00
Qi ¢ ¢ (O ”'.@?-) — @ (On @z)

sont leg changements de cartes.
D'oli:1'on ddduit 1'dssertion .

La relation £ o g st une relation d'squi-
valence sur l'engemble de germes (N, X) —~—3 @&, 3 .
La classe d'équivallence da f est appeiéo jJet dlordwe r
de £ ain x et es8t notde .'jr I‘(x)‘.-

. L'ensemble des jets en x  de ge'mes d“appllcationa
£ tel].ea que f(x) = y. est notd Jx ¥ (N, B

Béfintt.ton.l L8 réunion:
; - L B
t( NPY = U : Jr.,«* (N,P)
8'appelle l'espace des jets d'ordre r de germes d'applicﬂ-

tions de N dans P.
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On peut definic sur J¥ (%, P) une Topologle gul
fasse de L'applicatios ¥ : TE(N,PY) — 5 NxP
{qui a un dét en x te' quo £(x) = y assocle 1e- soupls
(x, 7)) une fibretion looalement triviale. . . :

~ Pour cel#, on commence par remarquer Lus si U
(raspectivament Vv ) est un ow ert de . {respertivemaut

£¥) on psut identiiler P, " & U g v a 750 )

on assoclart & chaque jet ¥ ~(x) 1'4lément (x, £{x) ,
(coefficients du développement de Taylor do f en x) ) de

U x ¥ x qx_'(mg IJs

Cobte identificition 48finlt une topologie suyw
r
J(u, 7).

goit & w atlas dénombrsble de i ,
& = { (Viyws), ie M
Y um atlas dénombzable de P
¥y . { UﬁjJWJ)g-J@‘:N}

-I1l existe uns bijeetion &y | de. LA ERY” W,;}
sur Qo (Vi) x Wi (W) s TR (mp)

sorent ke Vi o5 ft=) & W
I R
Liapplﬂ.oﬂ'tia& }ioii de T ( Ve x NJ)

sur T(@: (V) x Wy (Wj))
définie psr
. AT oo e “.%‘ g ]
Ne [ ] = g5 (=)

88t biljective.
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Musissons J Qﬁ p) de lu topologie 18 moins fine
quil rends continues les applications )\;Ji- .

, J%(s, P) est ainsi muni d'une structure d'espace
£lbre 1003]:emen‘t trivial de base N x P.

Fomules de c-hang,ement' de carbes $

Bupposons ce Vi N Vg JF('x_f) e W nwe

ggx = W@ 2 #i. @;‘ L= [PE o tl’é'"q_e %,}‘: L CF;‘.'," ('Pl:ﬁ.

L:’t" WJ-“ )&‘- H c?ko: CPL ’

Posons w Ly

1
N
%
he'ad

*»

Qe

8L N et P sont ds classe C° , WYy et Jk

gont de classe ¢® .
- ' : -1

g1 r.= 1 les formuies de chansement de cartes sont 1iné-
aires, dona J1(N, P) est un £ibré vectoriel de Tese F x .

g 3. E@&O‘.ﬁ DR8 ADP&IGI'.EIONB DIEFEM‘J.‘IAMB- 7

3.4+ Revenons maintenant aux defi.nitions d.es topo-=-
logies dans l'egpace des appltestions diffe—
rentisbles. Sur 1'ensemble . HomT(N, P) des G -&ppli-
catmns de ¥ dans P on v8 aédfinir deux stmetures t.:polo-
giques.
1« On prend la topologle compacta-ouverte sur
1'ensemble des ¢®-applications K —-}Jr(N. P)
at on prend sor Hom® (N, p) la topologle 17 nolne fine

rendent J° conbinue ol 3T £ ey 3T 2L
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L"enSemble' Homr(ﬂ, P) muni de cette topologie
‘(appelée Gr-topologi.e ou topologle de la convergence
compacte) se note (N, P) .

2, L'ensemble Hom™(N, P) peut 8tre muni de

la topologile %" fine (topologie de

whitney €* ) clest 1a topolngie dont une bage d'ouverts
st 1'ensaable

TU) = {fe Hom™ (NSPY, F4(NYC U}
pour tons les ouverts U c J* (N,P)

L'ensemble HomT(N, P) muni de la tﬁdeIOgie de
Whitney se note  G'(N, P).

SL N est compacte, les topologies considérdes
coincident avec la topologle de cunvergence uniforme de
f avec toutes ges dérivées d'oxdre € r .

Les espaces Cr (N,P) ot B (N,P) sont
des espaces de Baire (c'est-8-dire des espaces topologi~
ques qui possedent la propriété : toute intersection dé-
nombreble d'ensembles ouverts partout denses e&t partoub
dehae)e -

L'ensemble Hom® (N, P) peut 8tre muni de la
c® ~topologie (respectivement %wf-topolc:gie) “dont la
base est 1l'union des bages de C -topologle (reapecti.ve-r
ment ©*-fopologle) 0 ¢ r ¢ © .

3.2. - Dans ce qui sult nol'ié aurons besoin quelques

propriétés de i'espace C® (N,P) (Cé”_(N;P)}

Proposition 3,1 ¢ Bl N eat une v_ariété compacte,

¢ (N, R) est un espace de Fréchet.

Lémonstretion + On recouvre N par un nombre fini
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d'ouverte Uy tels que cheque U, moit nontenu dans une
carte locale,

8 ge CT(N,;R) on aéfinit une femille de
semi-normes 13‘ :‘* de g ean porant
U | Igl
lgly = swp Z 2T g (w) }
at w> Ua { MR | 2a? 4 l

Ensuite si 1°%en pose
Nat
et

o}

. _ < . - D . ped
&(M) r 2 —‘T lg -4l ¥g,{ € CtyR)
ch (N, R) deviendrs un espBca métrique e% complet, gul agt
done un espsce de Friéchet (de classe a°°),

Définition 3-1. Solt X un especa topologlque 84p8ré.
On dit que X ost une varidté de Fréchet si i

”) Il axiste un recouvrement {U«< }‘%I de X pe®
dés ouverts.
b) Pour chagque ae L 4 exists un homéomorpulsme
' )
he s Uy > V, ol V, est une partie ouverts d'un

sspace Fréchet, o
. ) ) A . &

cJ L4 o, jS ¢ L » 16 chapgemsnt de carxte "t.'nl‘up
est de clagse 0%,

. Proposition 3-2, folent N ot P des veridtés 0%,
N coupacte. Alors C® (N, P) ost une varidtd de Préchet
(ef & pour la démonstration),

Remérque. Pour les variétés de Fréchet on peut dafinis
les espsces tengents comme dsns le cae dos variétés
ordina)l a8,
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gorollaire 3,1. L'énsemble DAff(N) des difféo-~

morphismes N —3» N est un sous-engemble ouvert
de 0®° (, N) donc Diff (N) est une variété ds Fréchet.
(En fait, DLLff (N) 1l'est augel avec 18 topologle c® on
n® méme si N n'est pas compacte) |

8 4. INTRODUCTION AU COURS.

4,49. Wous commencercns par introduire la notion
géndrele de stabilisd.

Soit B un ensemble muni d'une topologie et d°ume
relation d'équivalences

Définition 4.4. Un élément x ¢ S est div sgtable
3i 1a classe d'équivaleice de x contlent un volsinage de X.

Exenple 4. Solent £ un ensemble et G un groupe
spérant (4 droite) su. 8. Soit E 13 relatlon
d*équivalence définle par x v ¥ & 1g¢€6,

X8 = ¥ (l.e. x et y sont dens méme orbite).

Alors x € & est stable sl 1'orbite’ de x contient
urn volsinage de X,

Exemple . Solent 8 l'espace vectoriel des. LXxnD~-

mabrices complexes G = Ge(w,lﬂ) le groupe des
n x n-metrices inversibles. G opare sur S par 1a multipll-~
cation des matrices. Alors X ~Ny sl et seulement si
les colonnes de y engendrent le méue espace que celles de X«
pans ce cas, on volt Eisemsnt x est stadble sl et seulement
al x est inversible.

'Eemple 2. Si dens l'exemple 2, G opere sur 8
par . Alors l'orbite de x est l& classe

des matrices ayﬂnt 1a mém= forme canonique de Jordan. Puis~
qQu'une perturbation arbitre irement petite de x peut changer
les valeurs propres de X, aucun dlément n'est steble.

gxemple 4. Solent § une variété différentiable
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de dimension finie, G un groupe de Lie compact :oipémn't
différentiablement sur g. '

Fig. 2

L'orbite d'un polnt x ¢ S est une sous-varlété de 8
qui est l'image de G par l°application différentieble r, ¢

G =3 B
g +=—> Xg
8% lapplication

dar (1) ¢ T,6 ——> T,8

-est surjective, l'orbite de x est ouverte dans 8 (car 1a
submersion est une application ouverte) , o ‘ost-d-dire X
est stadble (fig. 2).

4,2. Dens ce qui su‘it; nous allons conaldéver 1a
si*uatlion sulvante ;s

L'ensemble 8 ast G (N, P) (ol N est compacte)
sur lequel le groupe G = DLff (N) x DALf (P) aBit
grice 4 1'application Y

K : Duﬁ. (N) X Dt.,ff (P) ® S — S
Chy ki d) o gkt
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On obtient alors la stabilitél qiffe bl si
su lieu de Diff (N) x Diff (P) on prend Homéo (N) x.

Homéo (P) on obtiendre la notion de gtabilitd topologiquge.
Dang ce qui suit sous le mot "stabil:l.té“ on eatendze 14
stabilitd diffdrentiable. |

L'idde de 1'Stude de la stabilité dans ce ca g o8t
de prendre pour modele 1'exemple cl-dessus des variétés
de dimansion finle.

Pour cels on dolt utllliser iea propositlons sul-
vantes 3

_ - , | GO -~
_Qéf{ni'biun 4,2, Solent £ 3 N Lp et M
P ——)P | 1a pm;iecti.on canonique. Alors une application

Wi N --—-—} P qul rend comnutatif le ‘diagrente

TP

7|

N—E-)l"

est appelée chemp de vecteurs le long de f.

L enaemble des champs de vecteurs- le 1ong de. £
se note QF

,ngosi-t.tori 4610
10 @*; ,re-st_'-un ‘espace de Fréchet
2. ’I;QC.”(N,P) X @
3. TH(N') D‘:‘f{(N) = ®N ol @N est 1l'espsce des
sections ' 0© du fibré tengentiel N .

némonafieudn N

‘ D’ﬂbord nous demontrons que 81 E - est un fg:re
vectoriel sur By 1'espace P(E) . des sectiona ¢ de
B est un espaoe de rrechet. o
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Bn etfet, cholsiesons un Tecouvrement U, de N
tel que E"U« . e8% trivial, alors le suprémum des semi-

nomes des fonctlons de coordonndeg ast une gemi-nome
de  T'E) . ®nsulte on continue comme dens la démonstra~
tion de la proposttion 3:1a

Donc ®f' - 28t un espace de rréchet rulsquion-
peut identifisyp ®-F évec -P(ft ™) ou ‘1‘3 ™ est
~'image réciprogue dv fibré mp par £ ,

L'assertion 3) est dddulte de l'agsertion 2) .
En eoltet on &8 ;

Tug DJEONY = Ty, C° (N,N) 2 O

Nous allons donc démontrer 2)

Solv we T-f C®(MP) ot :Fl:

o8t une courbe représentant w . goit w’ l'application

N — TP N TP
P _dd% ) Ino

Dn 4 Tow' = {

donc 3 w'e ®-F

On volt aisément ensuite que 1'application Wi-_yw’

a8t un isomorphisme entre T,F 2 (N,P) et '@-? i
Me intenant, counsldérons 1°8pp'1‘icat.:l.on
Y o DD x Diff (P — 8

(k,ﬁ) ———3 %o?ehﬂi .
op f ¢ 8

Bn e = #A(K) x 1d(P) on &

(dyye 1 Te (OROD X NfE®) s Ty €2 (H,P)

2 -
ON @ Or —_— ®p
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Solent
oy s BN —— B
£ — - (4P
By OP — &
g — of
Proposition 4.2 :
@R = %@ By

Démonstration

o

Soit & s Dcff (N) —— C®°(N,P)
h‘ f"“"‘"? -fo hv-l
‘Nous allona démontrer que

&)y B = %) ¢ ¢ ON

Bn effet, soit t +—3 b, uné courbe représen-
tant § et issue de 1idy dans Diff (N).
~ e [ 4
Alors @M-)M(N) (.5) est represente par la
courbe ¢ "“"?¥° h;" . Mals

4] = e gl

D'autre part, en considérent les appliocations

A i R‘-—"""‘ ‘R-a
t —s (&Y
et H R* _3 N

(W9) —s hashs' (p)  peN

on & 3 H.A @) = p
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D'ou 1'on dddult

0 = 2 (or0) + 2H (00) = %&(p)lm.'. %’q;,lt-m
car  h, = hi' = ¥y . pone
- 4o (4L = - (@4
dE Eeo
Ensulite, solt
‘E Diff (PY — T (NP

k

— A

Par la méme méthoda, on pélit démontrer que

o

E8 e ()« B )

$70d 1%n 'dédﬁit
(d¥le = (d )-;,-,cu) '@}?’)u(t») = %0 ﬁ.g

L2 surjection de l%application r, . Gsng 1'exsuple
4 nous eonduit é faire 1'hypothése 1l'applicatlon d.;@ (e)
est surjective, c'eét-é--iire chaque champ de veotaur

Se ®f- peat étre rezirééenté sous la forme

£. (@)t + 0 o ke@n, e O

Dens ce cas, on dit aldré q_ué 1'application £
eet infinitésimalement stable. (Jig. 3)

2
4y

L%a

oma o

Fiﬁa é )
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Le modsle de 1'exemple & nous donne 1a conjecture
16 stabllité infinitdsimsle édquivaut & ls stabilite de
1 applicatione Gette conjemcture est en falt vreile (si N
est companrte ou plus générel si f est propre) male faute
du théoréme de fonctlons implicites dens L'ospace de Fréchet
i1 i‘aut faire une démonsbtretion longue et compliquee (cfe
[7] aens 1a théorle locale et [B] . dans le cas global).

_Exemple : Considérons 1-application

i CP(R,R) 3 L7 (R,R)
i

o e
On voit aisément gue dF(e) = id coo (R,HR)

mais l'application ¥ n'est pas surjective. Donc dans ce
cas, on he peut pas appliguer le théoxeme des fonctions in=
verses.

Rsmarqaons que toutes ces notlons peuvent &tre
définies pour les gemes.

pans le premler chaplitre de ce cours, ‘nous domuerons
des exemples de gemes de fonctions et de gemes de champs
de veoteurs sbtables et ingtables., '

Le deuxieme chapitre introduit la technigue fonda
mentsle ‘de la txﬂnaveraalite.

pans le trolsiéme chapitre, nous essayons de trouver
quelles sont les propriétés géométriquea que dolt &voir
necessairﬁment une application stable. ‘Pour cela, on re-.
marqueré gu'une application gul & des proprietes generiques
est nécessairement stevle. (Une propri été est dite. gene—
rique -si l7ensemble des dléments de § poasedﬂnt cette
propriété contient uv ouvert dense dans B)s Nous montro-
rons que génériquement les strates de Bosrdman d'une &p-
plication sont des sous-variétés llsses.

Le qaatrieme chapitre introduit les notions de
deploiement universel et de deplOLement stable; cecl permet
en particulisr de canetrulre des germes stables & partir de
germes de codiumenslon finle.
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Chapitre I

EYEMPLES DE GERMES DE FONCTIONS
9T DE GERMES DE CLAMPS DE VECTEURS
STABL ET INSTABLES

1 ~ CONSEQUENCES DU THEOREME DES FONCTIONS
IMPL1CITES ET IU THREOREME D'EXISTENCE
BT D'UNICITE DES SOLUTIONS D'EUATIONS
DIFFERENTIELLES.,

Nous commencerons par réppeler deux conséquences
de théorémes de base bien connus & le théoréme des fone-
- tions luplicites et le théoremes d'existence et d'unicité
des solutions d'équations ditférentielles.

'1;1-. Soit £ (®, 0) —> (R, 0)

o ‘geme de fonection c°°

. Ihdoréme 1.4. 31 (reng £) (0) = 1
alors 11 existe un diffdomorphisme local § de (&, 0)
i.0. .' & e Diff,, (R0)  tel que localement on a
%ﬂ@ - d{@ﬂ x-

. Ce t:heoreme est un osg narticuller du thenreme du
reng oonatant [12]

_ nonc,, dans le vo-amage de 0 , £ egt ddterming @
ohangement de coordomeea localos pres) par le premier
temi de son developpement en serte de Taylor au polnt 0
(o! est-a-d,‘..re par son. ;jet d'ord‘re 1)
_Autmme_nt d.tt,_, "s1 1'n ajoute & £ un sutre germo
8 8 (an’ ' O) Sy (IR’ 0) ltelz que dS(O) =0 ona l—.oca.:ﬂ

lement a'
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feg = T,V

ol Y & Diffge (R0)

Uxn autre appect d¢ ce qul nous imtéressera, 4 savoir
les problémes de stebilité, eppsyalt icl : du thdoreme pré-
cédent , on ddduit Que sl  rang 4f(0) est meximum, le
geme f£ 3 (F, 0) -~== (R 0) est stable au sens sui~

vant 3 sL oa perturbe un peu £ , on peut se remener & I
par un diftféonorphisme local (dsne la topologle 6®) as
'(‘Rng 0) et une hranslatior au but L£(0).

1.2, _considémnt des gemes de champs de wvectsurs
au lieu de .gemmes de fonctions, o & une situ=-
ation analogue @

Théoréms 4.2, (du flow-bux) = Boit
t s (R™o0) —— (R%0)

un germe en 0 de champ de vecteur a%®,
81 %(0) £ 0 1L existe un diffsomorphieme local
de (Etrl, 0) tel 'quﬁau;voisinage de 0 , on 8Lt

U (2 2a) B G mn) = X (E ()
= 2

2 RY — R*
o (i &) ey (H 0.2 0)
clest-d-dire X est transporté psr & de _%E_. .

hutremant dit, par ur changement de coordonndes ,
on peut "rectifier” les trejectolres du champs X .

Démonstration @

Puisque X(0) # ©

11 existe wp  (n=1)- hyperplan qu'on identifie a ﬂn-‘l ’
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par un choix de coordonn'éee‘, sontenant 0 et trensversal &
x(0) . (fig. 4).

On définit & par

§ . R =RxRY __, Ry
Xy w (L Tw) sy P, e Le)

ot ¥, est un flot local de X (qui est un groupe & un
paremetre de difféomorphismes locsux de R') satisfaisant

& 1a condition initiale @ leey, .- 2%n) = (/%o,.. Xn Do
On a

>3 (o) = KAEN (0)...0) = X (o)

DX - 0%
28, 29, o 2 1y 2
gm0 g () = 2@ ’

( %4y ) Xiy ....a:m) —> (O,--. o,u{._‘,o.... O)
o &

o
=1
l’ﬁ

Du théoréme des fonctions implicites, on ddduit
que P est un diftdomorphisme local de (&, 0)»

Enfin ¢
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d.& (i, - m) __'_5&‘_(:::4, Yy = S o ( %y )

X ((ng (iz")* x“))

3

VDPa (menye-r En)
ks

-
=

VC@ S 1

Comue dsns le cap du théoreme 1.1 , le théoréme 1.2
dit que le champ X est déterminé & chengement de coordon-
nées prés__pa‘r X{(0) et gque X est stable (localement) au
sens suivant i3 les lignes de champ ne changent pas qualita=
tivement pour un champ nerturbé. |

§ 2 - LEMME IE MORSE

Nous considérons meintenant guelques exeuples dans
1 eaquels la fonction (respectivement le champ de vecteurs)
ntest pas ddteminé par son Jet d'ordre 1 en ¢ (respectl-
vemenl 88 veleur en 0)s.

2ol Théorémra' 2~1 (Leame de Mgrae).

Solt f un geme de fonction C7 (R%0) —3 (R0}

On suppose que af(o) = 0 et que a21(0) (est une fomme
quadratigue) non dégénéres.

Alors il exisbte un Ailidmorphisie local @ ‘de &, 0)
tel que locslement on & {(eis [11] J &

f.né (X) i ::- aai(O'J- (}C, }C) )
| x|

Nous en donnerons plus loin une autre démonstzetion.

Autrement dit en ajoutant & © un sutre geme

g @, 0 — & 0

tel gue
dg(0) = 0 a%e(0) = O
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on ne chinge pas l'équivelence congldérée.

~D'iutre part, on peut voir emcore que le gorme £
est stable localement (cf. [7] ).

2,2. DEns le cas des champs de Vectsur, dés que
X(0) = 0 = on renconsre une situation bedu-
coup plus dlfficile & analyser,

81 1'on cherche & trengporter par ditféomorphisme
X sur un champ plus simple (par exemple s3 partie lind-
aire) on se heurte & de gros problemes méme dans les cas
ol £ ressemble au 'chaup grad £ pour f germe de fonge
tion de Morse.

Exemple ¢ Soit Xe le champ de —ecteurs dépendant
du paxsmitre £

Rz SN ‘Rz
(%y) p—— (-x + &y, -y -€x)
Puisque les valeurs propres de 1a partie linédaire
sont des invariants par chengement de coordonnée. ca’, on

ne peut pas se rémener de X - vﬁ'-xb par un difféomor-
phisme local de (B3, 0). (fig. 5).

Fig. 5

Cependant, iel on e3it qu'il exisbe un homéomor-
phisue local tr8nsporta:t lignes de champ sur lignes de
champ .
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On & en talt le théoreme sulvant 1

Theoreme 2.2 (de Hartman-Grobman).

Solt X (RWJ_O)'_'““"‘““*, (ano) :
un geme en O de champ de vecteur ¢
X(x) AX + . .

of A & toutes ses valeurs propres de paTtle réelle diffé-
rente de zéro.

- hlors 1l existe un homéomorphisme local de (i, 0)
transportant les lignes de chemp X eur celles de ¥ définl
par

Y(x) = Ax

‘et aussi sur celles de ”

/18, 0

ol m (respectivement n) es le‘nbmbxe'deg valeurs pro=-
pree de partie réelle positive (respectivement, négﬁtive).u

pPar cougéquent, les germes coasiddrés sont stables
au sene topologique et ils sont définis par leurs jets.
d'ordre 1 en 0.

Les exemples cl-~dessus font apparéitre ﬁne felatlon'
entre la stabilité et le Lait d'étie détemins psr un jet
d'ordre fini.

Nous verrons dans le chapitre IV que , dens le cas
des germes de Tonctions, il y a l'équivalence entre "la

détenminationrfinie# et "Y1%rbite de codimension f;nie".

‘B 3 - GBRIES INSTAPLES

Dorinons enfin quelques exemples de gemes qui ne
Bont pas stables. |
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Exemple 1. Solt £ le germe en O
(&, 0) —3 (R, 0)
£ e

Ce zeme est évidemment instable. Il est faclle
de voir qu'il y & un nombre infini de types distinota &
de gemes "dans tout volsinage" de ce germe.

Exemple 2. Considérons le germe en O t
£, 1 (8, 0) ——s (B 0)
(%, 3, 0) s (£ y-x3°, 0)
Alors les gemes en O 3
b (Ré; o) —— (R,0)
N L R et

ok b £ 0 ne sont pas ¢® é&quivalents 8u geme f puis:-
que le birepport de quatre tangentes en O de f““(e) change
continigment avec t (fig. 6).

AU

S

Fig. €

Donc. le germe f est instable et 1l y & encore un nombre
snfini de types distincts "dans tout voisinage" de £

Exemple 3. gonsidérons le germe en 0

&) Deux gemes son’ de méme type s8'ils sont dquivalents
4 drojte (of. B4, chap. 4).
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g t (B 0) ——> (R, 0)
X x>
Les gemmes en O
8y B 0) —— (B, 0)
X s X2 4 EX P

'o‘C‘l" & esv arbiticiremen® potit, ne sont pas ¢® dquiva-
lents su geme 2, + Donc g, est insteble (fig. 7).

M

~

fige 7

male or ver:id plus loin qu'il n'ya que deux typa_; dis~
t’lncts ay voisimge da 8,

X ey x-?’_-g'x.'-

- Nous nous ltmi.terons ‘dans ce ccurs &8 l'etude des
for.ations {ou dm applioations d'vne variete dans une
autre)s Le progmmma geneml va: etre le suivant :

8’

‘\lontrer q,u 'an geneml une fonction c“’
bonhes propridtés = (le sens de “en senefiﬂl“ sera 5 pra=
‘clser par la suite). |
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Deng tout cela, on cherche d‘une meniére ou d'une
autre & mettre de 1'oxdre dans l'espGce des appiications
¢® d'une voridté dans une sutre en enlevant des sous-
ensembles “poetitae", Que pour rouvolr ;t‘ai.r_é cela, on &it
beicin de ne garder que des fonctions sufilgamuent bonnes
e8T prouve psr la proposition suivante 3 |

proposition 3-1. (Lenue de waitray).

gour teut ¥ IRn fermé il existe une G°° -

fonctlon @ s E —» R tel que @ (0) = P,

_pémanatmt ion :

Prenons dsas [X° les parties ouveries U, ., p 3 1

|2
' S pri
Solt {.km} vne Baisbte de compachs dans [Ru tels gue

telles que

‘ U Km = Rﬂ > K‘m .C K wtl
Ml .
Scient: (PF',‘ 3 C*® (R™ R)

telias que O£ CPP <4, CPP x O sur ¥ gt Cf? = 1

sar B\ U, . |
En posant |

& e ke

sy > gl o= el

e Kt Itiil::o. _B'xq (B_.GMifIIIOIEQ_s).

nous rouvons obo_.tsiﬁr&. 'une tuite positlve {&r } telle que

- Ke
5— E 1@l g oo
.t‘

Engite posons

Yo = Zm En.ch,

Ay

Alora pour un comptcl arbitreire K C 1: ol N exie"e 1
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tel que

K (& Kl y NEX conséguent, s1 m' Sl
on a | |

T - ¥m 2 L S NC IR
N <3

aveo m —>00 o+ Donc {'\y 7, est une suibe de Cauchy

de  C (an IR) ot 38 limite - ¢ est la - fonction que l'on
dolt brouvern :

Le leume de Whltney indique la pathologie ¢ e pet-
vent presenter les. ¢% ~applications s [ —s & méme

" yealement (1 'lmage recip syue dfun po*.nt peut &tre un
ferme quelconque o B ).
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188 THEOKIMES O TRANSVERSALITE I3 THOW

- ———

Btent donnde une application @'une varidtd dang
une 8utre on peut tuujours la’ perturbe: légérenent dans
la vopolugle g% pour qu'elly ait cért;ines bonnes pro-
pridtéa. |

Pour cels, nous allons étudier la structure d'une
8ppli~atlon quelconque ot introluire la sotion de trang-
verselité,

24 - LEVWE DE SARD

| 4.15 Lew e 1.1 ¢+ Soit T une applléation de
classe C _

_ . _
£ <R 5 RP (2 <p)

(2 est un ouvert do H).

blors f({l) est dz mesure de Lebesgne nulle dans

Demongtyeticn 3

Il suffit de 35montrer gite  f(K) est de mesure
nuile of K est un cube femmd quelconcue contenu deng ..

“On décotpose X en ¥% ubes X, de cétf::é%m
od 1 ezt s longheur du cété de K, -

 Wg. 8



=3
BL X,y €K ona
He - K1 & le-yl ¢ (lz-yl)
ou - m est :ne fonction conti.nue, crolssante, bomee pour
|x =~ yl proche de zéro.

Done st % ¥ ¢ Ky @avec N suffissmment grend
oun & ' |

ey - i ¢ W Lo

fo -l ¢ WL g (RL) ‘
mate  p(d(k)) ¢ CCR) (LY (c;a.(mﬁti.j)"’
ol o est la mesure de ‘:-ll;_ebelsrrue,-'cs ccnst ‘_ et | |

PECIC) IR -‘C(V?»)P]E’f "‘P(cf(lr' -ﬂ-))f’

Puisque (P est bomee et n < p on déduit en
feigant tendre N vers 1'infini que )L(:F(K)) =0 l"

~ Remaxgu a_ ‘L'sesertion n 'est pas vreis pour £¢ a°
(par example 8l © adfinit 1la Courbe de. Fedno gui cst une
appliocation oonti.nua sur;jec'bi.ve de” [0, 1] aur [0, 1 1]2 )e

Gomma oq_ra_llai.m de ce lemme oL 8 3

Lomae 1.2 - .Soit £ uie (l-epplicetion ¢

.n.c N —sP

ol -Q o8t ouver‘b de H, N et P aont des variétis. diffe:nenn-
Yjubles, dlm N =n , AR P =D . 8L ngy “alore
-_f(,-fl) sst de mesure de LQbEBSI.O aulie d.ans Pe

S Nous rapnr‘].ona qu'un ensamble 8 est de mesure de
Labesgue pulle dans une variete P 81 dens ume carte quel-
conque (U,q?) de £, Q(U N B) ~est de meeure de
Lebesgue nulle dana mP S

1-2 - Dans le cas ou n ) p il eat clair quo la
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mesure. de 1‘1mage est en générel non nulle ; par contro
1 1mage : AR du lieu singulier ‘Z\i.‘_) | eat de megure
_de Le'besgue nalle. . . o

. Défimivien 1,1 - Boib £y N _G_.,, >P
N et P sont des (Peveriftés , AmWan, UuPep.

on aSfinis |
l Z (£ - { X ey ]

af (x) n'est pas de reng maxiaum }o
. Tiemne 1] .é’ .« BiL f egt propre (er perticulier
8l N est compacta), £ Z(£)) est femé gans p.

‘Démonstration 1

© En chaque point x ¢ N 1) y & un volsinage V
de N “tel que ou bj.en VN 5-(*?) £ ¢ . ou bien :
VN L(Af) ot £ormé dens V' (puisque dens ce cas Vﬂf(@]

ert d,efini par des equations obtenues en ann'.lann des mineurs
de @), Donc I, (£) est ferné dans N (ef, [5} Je  Puis-

qﬁe. f ast_'pmpre,_, f( Z(f)) est feme dana BEI

, " Ré‘ 3' e"ﬁ. ‘I."assert...an n ea‘t: pas due‘ae an g;eném;l
55. f a e.s‘b’ paa propres : C .

Exemgl f R (&0} —— IS
' i (::,5) I (1,3)

2(Z) = Roxo T (01")_# 7"_11}'951: pas fomd (£18.9).
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 Bemérgue 2 o Il sufftt = fait qur  §| z(g) Folt
fermée. | : '

1. 3¢ Le therﬂeme sulvan? est fondamentsl pour dé=
montmr des theore.mes de géncrécitd,

Thdoreme T.1. - (Lemme de #rxd).

. . 0 Y
Bolt £ 3 “T“-c-w--y;t’ oi R, P sont des (% -vari-

£

dtd~, Alors ;f(E (:{-)} eat "d_e mesure (de Lebeszgue) nulle.

Démongtration - 8

io D'tbrrd, nous recouvrons P rar 'm nomodye dé-
‘ nombrable Glouverts U, et N ‘par ua nombre
dénombrable d'ouverts CQ ) 'cels que pour tout i , il
existn J pour 1eque1 f*(‘Q‘i) C Uj . !_ 11 suffit alors 'd_e'

demont ﬂer qu en chaque poim: X ¢ N 1l eXigte un ouvert

..ng._. tel que | (E"%) n K ) . soit de mesure nulle.

Em e:fs‘t;g dﬁns ce caag on aurs
L= ‘ _
%(Z f{‘») 4 k.U (_'Z!G)'n_ﬂs:) < Ut(siina)
et de 1a 6" -add,ivii:e de la mesure on dadauie que f(E (-f-’))
edt de mesurs nulle, ' i

Il sufiit donc de demont cer 1o theorem@ dﬂus le caa
on :c 3 .Q. ___}Rp 'ou -O eatmouvertdeﬁn

2 sott i o

s, L8 % x @ﬂ- 9.'&"(:;): ost: de rang -ﬁ']
Evidemment 8l P é By 011 °‘
=) - UZNF} (=)

B 8 ¢ Z (£} on a8dult du thdordms des fometions
Mplicites It exﬁ.st:enee de. coordonnéss dans un voi.sinage U
ds 8 et respectivement dane U vmisinﬁgo de f(a) telles

Que £ s'écrive R R
Vi o= %y _,{.isf:,_'.'.., r)

.Yj = fj (351 yoeay xﬁ) (J = 1‘*15"O_-9 p) 1-2)
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aVec -_{t (&) =0 a1 | x'\ﬂ"‘ ¢i1¢a.
' ,l | (Gette demiére conditi.on exprime que. le mm; d.e
d:t‘(a) est exactament r). o
On va demonjbre_r_ que sl €U
e To(h e ffi.- (2eo A s; <p
34.4. ‘ " ‘%
En efiet cette assex’bion découly du lemme Bui.vant &

olims 1= .+ Congidérona 1r. matr...oe o

o A 3'
M = . o
| 0;'.--1?'

el A é'st un rxr-matri.ce mvers:lble. Alors. Mutde
: zang T =} et Beulenent sl B

D a_m“"c»

-~ Bn effet, si M est de reng .r, 11 exigte ine mabmce
% teule que L

G e aE, D . Hm
Dol 1%ou Blre.
p = mo,
L ré?_:ip-zﬁcitié est ‘évi_dehﬁe.n_' .

i--m;;appliqua:'t‘ cé léma &
”""‘W""n’ L} n} (e 20

o8 . ou S
ona 13'0 ah (*) =0 kel gl gm
x‘ . .. '-.-
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U cﬂ“: w5, R
B = P g
-gt“én pgsant_‘
B s ETx{thn v,
B o= BTt} , teg
oL, a;; 'd‘l-'aér?'s. (i-2)
T(rg) C By

vais L"apréjs 2a) s

th (4') QEE = “g,xél] 9 _a__{dﬁt(x)g-o ) j = _"\'.1';'-7.‘, P }
oox i o= r"_;ﬂ',-'--n/_

st nous démontrons que f( Em(f) NE;) é'st_ de
mesure- nulle dang F g alars | Q(Zt({) NU)Y  est de .

megure nullae dana |Rp d’apres le theoreme de ﬁubi.ﬂ. k)
De la & -additivité de 1a mesure oa d$duit que ﬁ(zwp)

ent de masure nu]le. _ ﬁ'apma (1-‘1) f(i’(ﬁ) est

de meaure m..lla. Lo

N Pou:r: demontmr Que (2«. ) ﬂ Ee) ont de

mesure nulle, on commence par mou‘brev le
. Lemme Aok Bolt - f sz.

est un ouVert de IEn ° o
Cosas Ae fren, 2 ‘?‘“‘-’ 5, “f"_‘““-}

» R ol .Q.

hldfs,‘ si" x >) %" . f(ar) ast de mesu.re nulle.

'@s, Théoréme ‘d.e :Eubini oz en.aembla nesurehle 4 C B =
= BT X & o8t de mesure nulle ei & N {{Ru"" {t _{}
est de mesun da (n-r)~ di.mension nullo pour chaque

'béRr



'Démoﬁatration.

Il suffit de prouver que pour tout cube coupagt K
de o858 1 £ MNATY)  est de mesure nulle. Duiaque
1a mesure de Labebgue est réguliere on deduit comme précés
demment qae £ (Ar) : esr de mesure nulieo

_ Remarquons sue 51, x e AN K, e K par
-l'hypothcsa, on & : '

e -] ¢ eyl -%Clx.-'*gi y G

ol u(‘m)'-.-go pcur t —3 0 ( o est un module de
con't:j.nuite (ef.. -[61)).

Enauite comme dans. 1a riemonst.:ﬁt.inn du lemme 1-’i .
on d.ecorpose K en: N‘n- cube Ki de cHté - %— o

si ‘Kd est g cube’ zencontrant X r\'- ;&_r en. a

|f<x) - f(y)! if(x) - fczn s lf(z) -t y>l
vx, v e K.! y ¥ e XN L

Donc; d apres (‘1-—3) D

}f(x) = f(y)i 2 < Vﬂ “’ﬁ"’) & (y;l T)
f".'u ou

u(#(k)) 4 c;(\r‘ [aw’ )JP

-J" - omsfs

VPour meouvrir ,K (s Ar 11 suffit de ¥ "j_aubaa
Ki- . Donc Y ‘

M%(krm >>< eI N ""*i:«(v‘ £y

51, F—po®, ona m(V"-_..) —0 or Nn”m
eat bume, donc & i
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1-5‘ ' f(ﬁ1)  eat de mesure'nuiles

Demonatmi.ion 3 O'eut vrai ponx n ( p paz le
lemm Yol On fait une récurrence sur n & p Lixé en piou-
vams que f (Ar &IM) - e8t de mesure nulle pour

1 § v & 2 (on «ai'b de;}a que }t(f(ﬂr))': z 0 pour
T ;*--g- par le lemme I“"")e o
L x e ,ér - 4™
3, Ikl = ¢
31 e {1,..m}
33 e i':‘,;_;..,-;;‘}"_

te'l's:que'-]. ' -
S e _331{’1#@ so
'5036 : S0 & ¢
DerLﬁ%e de -
longuour x~+1 .
I)m:lc:i s Ty voisinage ‘U de x , le sous ensemble
efini p&r 'é h‘-f ﬂ =0 est une sous vesridtd de di-

mens.ton n - 1-3

E@- pﬂx't;:.culier, il existe un ouvert: © g g2
tel que o

TN 3“'(. g(@)

es‘a une c -applicat:ion non degenereeo
| 3011: K nn ensemble compact: de U et x e ﬁ
Posms o red'®, feun g“"(ﬁ)

’aprés le’ bheoreme de compositim r%:sueuse de meserw T
Glaeser 8t le thooreme de proloagement [67] 1) existe une.



- a2 -

appncat:;on\‘-]h-'a 085 ER tel Gue b & fog-

S n i
sur B _._et ‘3_ k('})-o pour 1.¢ lkl( r . Alora

par la mcur-rence sur n on deduit que fc.g(Br.? et pax

consequant £ (ﬂr {"\ K) . .sont de 16 BUTe uulle."'ma'.ts

'“.ﬁ T AI’M est 15 réu.nion dénombreble des sous-nnsembles

cotps8~ts de QL dtod L'on conclut que £ (Ar 1“1) est

de mesune nulleﬂ - N

. __.'.'.".\".zs.‘ ......
@ “\ B.‘ 3
Fiﬁ- 10

Remagg_g_ m classe Gr le lemme de &rd n'est
vmt ~1u.e si L r } (1, n»~p+1) [6]
cantre eerBleo Presque tous les polntq de la

cou.:.bc, de Peano Jont d.es po.snta doubies qui rempllssent un
cﬂrre.' ‘

§2 - DEWINITION DE LA TRANSVERSALITE.
mgg DE TRANSVERSALITE RACILY.

2,"1. ' mnnons ma:l.ntenant quelgues definitiona.

S ‘Un soua—ensemble Y d une g -—vari.ate P Bem '
épp'e;s sous«var.tate ‘t)',_; de codi.mernsi.on 1 81 en. chaque
.ypomt X € I 1.1 exista une earte 100513 (V,P) tulle

'3:) Parfois on d!.t que 'I est une sous-variete msu"-iera
et sous le mot.. "saua-vartéte" ‘on entend 1'imsgs d'ue
ffj_,,.‘-.mersi.on i.naecﬂ.ve. - par exzamp:l.e le Lot 1r=¢t~mel
'"['sur un tore et une sous-veriité eu sens demier miis
1rmguliom (cf‘ [‘%2]);
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que P = Yy x 7V, ou vV, (L=1. 2 sont des
ouverts respectivement dans ® ¢, R, fx) = (0, 0
ot PNV = v, x {0},
8i l'on pose _
% = ppp
ou Py eat 13 projection’ V,x V, == V, ona
vAv o= 70
ati on Q1% que Y 28t definie {(au volsinage de x) par @

On reL rque que @ est dé PENG @ en .

F - Qo
pafinition 2.4 — Soit I : § ~2 5P et ¥

une sous-variété de P de codimension ¢

S

o

On Git que I -est tiensverssle & Y en X g ¥
st or et T AN, N ai.;cu blen f(x) ¢ I ou

biler £(X) € Y et
dx\x) (_Tx.ﬁ) ";.Tf(x) Y =& T:f(:c). B

(Qﬁ ' '@x N , psr exemple, esb l”IeSpace #8ngent en x de N)»

on vb-i‘a.s;‘i.sinient que 81 X{r) ¢ ¥ on 1 la

Deuxicme déiinition Squivelente 3

-L’appl_ica'tion' i éat txﬁng'trersele_é,‘ Y e‘xi X g N
i et seulement sl ‘cfo,f . est de pang ¢ 21 £ k) o_ﬁ
([?' est une &pplication qul definit Y en x, 4= codim Y.

on dit que ) eBt'txﬁnsvérsﬁle &.Y en Touw polnt
de¥ stoméertt f A, Y s 2 A, Y weck.

ReuArquona ur cas particulier important s

k%) Glest-fiodire C{?. £ est une submsrslon en ¥.
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sl dim N & codim Y

alors
£y y = tMANY =g

De la def.’mition equivalente ci-dessus de la treng-
vex-salite, on déduit imwediatement la consequence s

Bl (f\ ~, 8u voisinage ds x 'f'ﬂ(I) est
soi*‘ vide, solit une. sous-—vari_,éaé de N de codimengion eghLe
3 1la codimensgion de ™,

En perticulter si d.im N = codim W
ot T ¢
:t‘cj'(w)est un enseuble des pointé;' iéoiéé,_

1 f(x) € Y ouna aussi la

Tro’sidue dSTinition Squialente ;

L'applicetion * est tmnsversale en x 4 Y si et
seulement si Todf (x) es* surjective en x ol

Codm L
Tt T2, TP T 1}(‘,,&/
?:em

Coaparons les denx exe:..ples auivants v
: - 2
Y= {00,556 rIC &

Alors f ’ho- Y (fit. 11).
1

- Fige 11

e c———— ,-tw..-?}wu P ,_...,_....._.._}
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mfvh’. 21 Boilf

£+ R ——> Bz
P — (%2, 0)
. ‘,{(0, Y,ve BR}IC ®
Celte Tols-cl, £ n'es. pas tranaversale 8 ¥ e

0 puisque dt(0) = 0 . - Iei l'imege du plan btang.nt
or U n'est »as confondu. avec le pléan tangent Ce l'imsge

en £(0) = (0, 0). {(Fig. 12).

Cpy

_Fig. 12

Voici maintensnt un exemple illustzent le théorens
de trensversalitd iscile {(ef, plue lo'n).

Exemple 3 3 Soit
£ . B

(, §) r—3 (X, J, %= = y’"
7 = ®xfolc B |
@ (B « #x {o}
pone £ n'est ‘pas tmns\rersale 8 YenO. On
remarque dansg le wirtnage dz 0 ;- £~ (Y) r'est pas uns

sous-variéteé (deux droites comcourentes) (fig. 13).
Cependant une petite perturbation de % s

@

to & D = &y E-yPen)
: . \.__..YW,.,,J :
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change complotement les lignes de nivesu eh rend 1"'1 9]
Lisse.

¥

. 2.2. Ytour démontrer le tusoreme de trensversalite
on coumence par d=montrer ie

Lemme 2.41. 8L Y ¢ P est une sous-varidité
termée et 5i K est compast, 1'ensemble

'ca o= {fecm(N,P) y I A\K Y}
ast ouvaert dans ¢, P)a

- pluonstratin ¢
Soft t ey

1. 8 ) N Y s P
;_.xeaﬁae&isa;e' {eec®w,n, e@®NY s}
: i g € c°°(m P, gl C P —x}

;;ast un voisinage de f.

Dan ce: OBE, fa danc un voistnage tomé d'appliua-
tions tzaneveraales 8 Y en tout point de K.

2. 8 T NI £ P



&y =

on conaldexe
x € E r\ :”"‘ (X)

Boit wf ( ) un vo.tsinase de i(x) dens P (XLg.h4)
ltel gue . _
: Y ﬂ W.‘.- ) "s' - (0)

o

on ‘. ) o

o ga e
est _-.m.'e_appli.oatioﬁ qul définit. T % (en particulier
@y sat de TODE W) '

_..ﬁ- .‘.“*
foit K, un *;rmsuage -feme de y, dane X tal qua
1’(&;9 S e

On pe.s .n.ppcaer Kx ass@z petﬁ: pour que

?'xa f! 73‘011: una2 submersiol.
—i‘teecm_rmna- Pl ('51)(‘\ x peru nowbre £inl de
5913 I 1 . Odzlo ] . | -

| O.n sait que ? - i o est une submezaion.
" AEx

Alove 11 existe un voiai.nase @, de % tel que pour

solt une submerstom

sout & ¢ By c@xc,s]l{x



Bolt 7 o

c) Enfin
‘_-‘_j .-.-,"ifg "‘"”'OO(N, Py 6 K -K.-x1 U e..-vx ) 1Y = (ﬂ;}

ea‘b t.m voiaiﬁag;e de Ao

On- en deduit gqua @ r.r est un volsinsge de
iorme d'clempnts d.e Ty s donc Ty ‘@8t cuvert dsns

: m *

Remarque 1. On 4 sussi le emme 2,1 8méliors s

"h

_ Si Y P est ure sous~varidté et W < Y oat
u» sous-enseuble fermé dans P, 1'ensemble |

Cpp el cedmn by xome )
65t ouvert dAns GOO:(N , BY .

Exp _11031.:19'11 3 f ! ".K Y sur W si;nii'ia. ou blen

'P(x) é W
ot bien __ £(x) € U
et _‘df(‘ffg:w-)_ + mf(x}-_*’z = T2(x) e

Remagguﬁ- 2o s“ Y n' 'eat pas Zemés (méme gl
et 'ccmpac*te) ocu gl K n tegt pas ..,ompact {méme si "I
1113 ""emee} 'KK ea‘t pEB ouvefb en genaml. En effaty

'ff---&ﬁ'

Exem“gle 1 £ s 8
Ha:btglwm 0[_;:0.,'1_,{::-51
hoT
dependant par une .mnslati.an arbitxei.mmant pet.tte,
'3 'd;e\riendra w cercle 0 ‘u‘ansent & Y. bonc "CK n'yst
pas ouvert dang g (81 Rz)- (Fls. 15)9
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&

X b3 (X, & F Bin X)
E = &
' Alors per des translstions vertlosles e rbitreire~

J = @

ment petites de la courbe I''s.
on obtient des courdes non transversslos & ¥ (Jig. q6)e

et

,: %l%r

\
s

-, -
L
e,

F’-ﬁ o §6 |
ponc Tg ntcst pas ouvert MB o™ (R, E-z) o
tependsnt Jang le topologle ™ @, ng' las courbes ailngl
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obtenues ne sont pas dans un volsinage aseoz pe'b!.t de:
Clest la commodité de la topologie fine. On a on fait 1.
théoreme suivant (ef. [a])

I.-'enseinble | §f € f’,°°m, p) , £ rh Y

et ouvert dens . ﬁoo(l\l P) olt Y es. une sous-va i &t for-
né> méme ei l‘ensemble K n'est pas comp8ct.

ze3. L°. tl:.eoreme de tmnaveraalite i‘acile.
(Théoreme local)

Théoreme 2.9, s_oit,_
RS ___,..,, P, &8&K
Boit 'Y une ébﬁé-variété 'feiinée de P. Alors il existe un.
‘voisi.nage conpact T, de a dsng N etunvoisi.nage (ouvarb)
¥y de f dans % m, P). tela qne 'Cv r'\ We so‘i.t

ouvert denae dans W~ 5

Demonst:at.ton :

Par le lemme 2..1 11 nous :t‘aut seulement de'nontmr
la deasisé de 'r OV W dans We o

- 1 s @ ¢ 14
11 ex:.ate un vo.t.sinage compact Va tel que

1 exiete alors un voi.si,naga w de f - tel ‘qng

| vs € wf s(va) nx .qb
.ést-E-c‘im ‘t,,- i
8 B 'f(a)“e Y

'en cho:lai.t va _compact tel que f(v ) oolt dans une
uarte &e P de la formme . Dx g% ot KU, oet ug ouvert

de BP™% et g codiv Y (leger abus de 1ansuase)..



Fig, 17
£21% Uﬂ un volsinage compact de a tel que
Ua_;’g 'Va: gt 'f(UB) C (9 x w2
O définit W, coume l'ensenble des g tels 'gue: ‘
g(y) ¢ Ox &
‘11 faut aioi*s démontrer que
¥ € Wy 5 8 @“’Ti‘;‘a

&) Soit w une fomctionjcloche ptEndsad gu® Uy o
(Fig. 18) |

E'S
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Definissons e fam!.lle G d'applieationa dans

%

N mgf

[ TS

G ¢ NxRY ——sp P

ox, ) a &(x) sl x é U,
6(x, ) = {91 s(c) . 92 s(x) + tw}c@x g

_5:&, zseU

ol P-I es‘b 1e pm;jection a @x B4 .«.u.; G)

003 (H’ P) dépendan‘b d.e q p&'rﬂmgtmg \Fl » 19) 3

ExRICP

pa est la pmaection 8 (9 X nq ---~> E!q

G(x, t) a lea prour:l.etee su:l.vantas :
| “) G(xg _0\_ = B(x).-
g) 6 h v, 8 ¥
Bo effet, on a ,
@ a -’i ) .
X f'\ ( XR) C pa (0 »
Ensuite

rang (p, e @) a. = q
& P2 Vg x o .

(évident)



...5_3-

car sl . . g
{xy t) - Va x i,
on 5 o : T4
| Py Glxy B) = pyE(x) 4
G ‘(i\ q ¥
. Va » R

v en deduit qu'il exiate une sous-varteta (§ven-
well ement ouverte) -

¥ = &t (m@ Ve §oxat
Posons e : - - a(x, ©)
f’o‘ui ﬁémbntﬁia_:_ie théofé.ne-il reste § @émontrer le
¢-L__qn;ﬁle 2.2 s L"éﬁs&mﬁlé | | |

SRAE N v"."_}_

Vg
dst dense dens ' .
imoustretion 5 9 o g qQ
ppe.l.ons o 7{ t Vg RBY . e lR__

la deuxieme proaecté.on. Remarquons que si
é ‘F:(zz'a‘ PR st(x) ¢ ¥

donc
% 4‘ v, ¥
e si. o amx _<-q |
d‘*s'.pms 1e 'Lemme ‘iue., l‘;enéexﬁble 'f_i (¥} est Ce resure rulle

donc 3'ensemble t ¢ (X) est- dense >t par eulbe 1 en=
semble 4 est dense dans. Pq‘ R

by amx > q
goit t une valeur,-' régul_i.ere- de zj .

o (x.-_'_.i_:)'-, $dx, g ¢
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dona

s Dy ¥
Si (x' t) e X
| u.taque le est da reng maxiznum e en (x9 t) N il etiate :

g vecteurs E,i gecay Eq lj.neairement i.ndependante d,.ma :Rq
et tangenta & x en (x, t) tela que

E1 @ vv @ & @ T(xt)N x{t} " T(xt\ﬁx B

Pulsque G fi\ B q
aﬁtﬁ

on & pour touk , T
(x,r L A &t

a G(x@ t) . m( t) W x m) + TG(x 6 ¥ . 1_‘}“," 8 P

Mala.

cay

x 8 G:JB(Y n@ )
dlol I 'oh'déduit' |
18O LN Ty T = Ty P
C'eatv‘-éedirg = fh V 3 1’
Dfaut're part d'apres le lemme de sSard l'ensemble
‘des valeurs regulieres t de "r'x eat dense dans R .

.ﬁaintenant pu&sqve 1'app11ea uion t; hn-@ sb pe_t
eon‘cinue de IRq dans . O (N ¢ P) il exlste gtf arb.itmine-a-
men‘b procie de ' g dana c® (N, Py te; que 517 e 't .
Bonc T Va f\ Wf ea‘c denae dana Wf ﬂ ‘

e ‘Theoreme. 2.2, (Tneoreme globtl) *’

3) Le. Lheoreme est avssi valable dana 10 cas ou N Bt
une c —variétea bord.-. S R
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8L K est up compach de N ab ¥ 88t une soug-
varidté femde de P, Lles applications transversales &
en tout point‘ de K- ioxmenb nne ptrtia T ouverte et
den:,e de 0 (¥, P}o

‘ﬁemons-f:mtion s

‘Recouvrons K par un nombre finji- G sunseubles compa cta
K1 ’ioap Kn 2 :

N = U."Ki"'.'
BV S

D'ap'réé le théoreme local et le lemme 2.1 on peu¥
cholsix {Ki} te.. que TK: e8%t ouvert dense. Donc
:L

f’\ T

et B | |
gat ouVert et dense puisque c® kN, P) est une espace de
Bairenu
Remé ;gue ] -

| 51 K n'est pas compact et sL Y n'est pas feruwés
T 68t eucores dense. “Ea eifet, en utilisant un rewuvramen‘t:\-
dénombreble de Y per des ouverla iwi} tels que Wi
polen® compacts, on cbilent les ensenbles "KEP% ' ow;ar'tvs-

et denses (cf. lemme 2.1 e‘nélid’"‘." ’I:C“m
() |
1,3 Ki*”a
e85 denss en vertu de la pmpr!,ete‘ de Balre de c"?’ (Iq, P)e

Remamua 2 )

Si. ¥ n es‘b pes compa- ve, il est _ommode d‘ut:l.lisar -
la topologie fine, on & a].ozs le theomma precadmt aans K -
daas €° (N, P) si Y est formée et le. theoreme preceden%z
sans ouverture de % sl b4 est une soua—variete quelconque.
{cfs. & )o R o o

Exemple - ca;mamg 0P, B



of N est une varidtd de dimension n et od
Pz L, R)

(espace des applicavions Lindiires — léb) .

Soit ' S 4 B-Pr.
1'ensemble des applicstions lindaires  [” —m B  do
rang r- C'eft uie sous-variété l.sse de colimension
{@.-r) (0 -1) (car octte sous-variéts est définle per
(6.« ) (b -~ 1) conditions

D = calp ‘ef. Lewn~ 4.3 )

dont on veri:ti.e 1orcement qu'elles. sont independ’\m:eso
D'aprea le *héoreme de txanSVersalite, presque t.vtes lus
T e G°°(N, P) ot tmnsversales & Y (cetts prop.iété

0t dite géndrique). Donc pour des &p;_,!,f;.ca“‘ibn girdrigue
i"’i(r)r' %xewgf(x) dexan'rr}

egy une sous -vari.ete lisse de codim (a - 1) (b - 1)

‘si n ) (& - 1) (b - r) et est vide 8i n ¢ (a NEYICEE Y

Esependant ce resultat n"est pas tres_i.nterssesnt
car on voudrait pletdt Qe 8L F et P sont des veridsos
quelcongues, 1'ansemble oo

g:: €N ts‘e'l que 4f(x) st de Teng v }

* aoi.t une varie‘be generz.que &) ", £ € G@ (E ) P) o Cleit
N ‘le but des theoremes de Thom de mortrez dos choscs de e
s&ﬂrﬁ._

&) of. chapitre ILf.
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8 3  HNOREMES D% TRANSVERSALITR
DE_THOM

3.,1. Lsa théorémes de trensversalité de Thom con-
cemment les spplicationg f tellas que :f“aﬁ
soit transversile & ume certaine sous-varifté de J¥(w, P)..

85 Y est une sons-varidté femde de I, B) et
sl N ent compacte, du théoremy facile de tx-ansveraal.tte
on ddduit que 1'ensemble

T = {gec®@, Fw, ), ¢h ¥}
et ouvert et dense.

Cependant on s'intéresase non pas & ¢® (N, I, P))
tout en*ier mais su soug-ensemble | '

fq:e e®qr, 7*w, P)) , 3i € oW, P): @= drf}
Or dit ercore que q: est mtagmble.

Tasoreme %.1. (Premier théoréme de transversalitd
de Thow).

Solt Y ume aoungariété de JE(N s P) . &lors
1‘ensemble | '
. {fec¥w, p) 5T r}
est partout dense (et ouvexb sl KN est com‘_)a"é'te ot 81 ¥
est i‘em‘ée}. | o
Demonstmti.cn [

J ahoisi.ssons un . remnvz-ement denombxe.ble de I par
dea ouverbs . w We gwn, tels que chaqua w_i aatis"ai.t
anzL cand:.ﬁ!.ons sui.van’cea § '

a) m :t‘emetura de w,_ dang. Jr(n, P) est con-'-‘
: .,tenue dﬂna ‘I.

b)Wi 65 compﬁct'.

cj ‘fIl ex.tste das volsmgea de t:oo:donneez U’_ C, 1!



ot V’i'c_ P tels qu-e"
o | ‘B’(wl)c_ v,_;fvi
ou IT a8t la projsction
"(H., B) ==l B o2 P

a) Ui est compat.xa-

Le cbnix é'un tel recouvrement esﬁ possible puisqua
X esg* uns sous—variete.

- Posons 3
Q':I. s {f G: 0 (N P) ) ;j - ';\ ¥ - sur E;.}
‘&lors on a |
: @
"’b_' e ) n _\'2, -i_

1‘1 noua .‘faut seulement de demun‘b“ar e “baq_aa
n“ﬁ. est ouvert et denss dsns c® G, ») pt.aque de 1s pro-
prieto e Ba:me de l'eSpsca ' c°°(n,, P} onen deﬁuit que :
£ est denae parbouto_ |
: Ramazquona qut en po@nt
Ty = 1686 70 I"®, 2 .6 B 1 sur ¥,]
on & . o DT
Sy, = WGD LT
1. D'aboxd surposons que N gait comps 3ta. Bi’apr&&
la remarque ‘2-.*1 » ‘tg’i. est ouvert ef pulsque
3¥ est ecnti.nue, on en ddduit que -~ <1 . est ouvert.
. Nors allcms demontrer que ﬂ- fo"st detiﬁef‘iﬁa;_is
ce eas. solent _ 3‘ '
‘_1r1 t 3N, P) —m3 H

T ¢+ "G, P) — P



les projections correspondantes. Nous choisiesons des
cartes locsles

P Uy — &

Y vy — W
R ata _N',’ p = diaP
et d;e.'s':fohctj.ong en cloche standa;}dg

g mn"""""}fos,_

W e 1]
teller Que
g 4 dang un voisinage de (Po T, (w,}
gﬂ 0 ai.lleura . o :
o § 1 dsns wn. voie!.nage de _l{falfa(wi)
WJ"‘ 0 _ei.lleura o |
s'b.i-t" | 'ﬂ“ 's 3 ®y p) x ¢

(c'est 1a fibre do  J° (ﬂ“ B = . mq‘he $1ément
de"_ Bk paut 8 aerim conme ST
o BRI ¥
ou Q,_ aont des polyn&mea s n variebles .
‘ ,x, = (x,' pesey xn)
69 degra o (aw;c dea tamua constantﬁ)-

& chaque f(x) € 0 (a“' P) on ansocis 1'@pplioa-—
o e

cidé )



&0 -~

£(x} 8L x 4 U; ou f(x) & v
N, Q = L i At
¥ g (@ e(Yerx) @) « Yo t(x))

illeure

Posons

PG = Mo
Gonuidércas l'spplicastion "jebt perticl en x"
¢ o Jplg ¢ ¥ x RE — JT(N, P)
X @ = T 7@
Bolt 3
U af@e i, |Q@Enlce , we suppg |
od £ esb assez petitec
gup ;osons gue
(2, Qe B U et &xQ ¢ ¥

Nous 8llons démontrer que G est wa difidomorphieme
1caal en (%, Q)+ D'ol l'cn déduit que

¢ M

RxU I
sar -w; .
B effet pulsqre 6z, @ € W,
on & - | _
x € '[1(Wi) "7 7 PQ(x) é..ﬂ'a(ﬁa',.) 4
D'od l'oﬂ_' obt!ens
(Yo t@ « QW1 1R C@@] <
PLisque
M@ e Ty
on peut cholsir & suffissmment potit pour que

Yo2(x) ¢ It ST



s% pay conséguent
W lq® = Q{2 + i)
ca T
X e "ﬂ'&ivxwi) |
Donc
M@ = YCalet + %)
pour tout y proche ds X
Pér snslogie, on &
P = PRGN « Peil)
pour tout Q' proche de Q.
_ uaintensnt,'r_aupposone que g ¢ ¥, P)
es8t proche de G (x, Q:). _Solen®
J = T{'.‘(Ea)
et Q' 1lPapplicetion polysdmiale unique selle que
g = YL @Qepr P )
“plore l'appllcé'ts,on' g PP (y; Q')
;ab une application diJférentisble st inverse de

Donc & eab un di.iféémorphisme local e ,(x, Q," o
posuits , i1 faut ubiliser le lemme sulvant ¢ '

Lemme 3.4. Boit
Fe ¥ xvU 2, P
goil
G(x, Q) = 31‘ PQ(X) .

upposona que G (A ¥ sur W od ¥ est une
soig~varidid de P, ¥ Y  Alors 1l'ensemble

{.Q-E'ﬂﬁg Grh I sur .ﬁl}



o5t dense dans U .

B I8 demonstxetion de ce lemme est tout-au-fait ona -
) logue at g.el'l.e du - 1emme 2.2+

) l{ai.ntenant d'apres ce lemme 5.9 on peut choisis
u.ne auite ‘ ‘Qﬁ, Qz sese . Gdng tRk qul tend vers 0 € Bk

. telle que

drr fh ! sur Wi (kl: 1’.‘25000)
Puisyue S
o = et Tu@® = @

8L = f$ U," onen deduit que

K300 Qk'

- dans’ c°°(N, P) eﬁ donc' a '1 est dease dang ® x, P).
2 Bi N n'est. pés compecte en uo_-neidemn
' reoouvrement dénombravle de N par ded ouw

'-v'érbs y .| ‘tels qua. “3 soient compacts, o volt c;ue
les ensemhles

,an e 25 € Gm(ﬁ?a ® _:jr th Y sBur %;J}

‘oDt oiverts dan.f. 0% & 30 ) (ef. poms.ouue ‘_5-‘:) -- "'_c';u
1emme 2-E}e L '

E'Asuite puiuue 'applioatioa de restriccion
?3 cw(N: P) B r'm \N;j’-‘ »)

fs~-«--=a- f, :

3
est gontinue on vo:i.t que g (-Q .1) eat ouverb Gazxs

m(ﬁ P). . D'apres ee gue nous avons demontm ci—dessua _
')’d (-Q- ) ost danae dang ¢® (,N, P) . Dot 1t canclut

'Ij-‘¥: ,.(‘ S:;qggl )

| eat d.e:nse dans 0°°(1“' P)-



L3 673
%, Pour démontrer l'ouverture de {1, on pose

Te jEgec®q, 5@, P, 6 hy]

7 84 N est compacte et Y est fermde d-"&prés le théo- .
re:ge' 2.2, T est c;zirert et pulsyue 3% est une spplica~’
tion ouverte , on en deduit qus L  est auss). ouvert Gans
w00 7yr ) . C

margue 3 HLi N R est: pes. f-ompacte, L ost encore
densa dans (Gm ®, P) et sl Y est fomde , f2 est

ouvert dane %' (N, P,.

Gomllai. 2“30  &vec ciegue . € W g0kt Wy

une som-uvariete ds J (N ’ P) .. lore ensemhle
A jie ®®, P) 3'*:: A W}

est partout dense. Si. le nombrc de wi ‘est :’ci:ii et chaque
Wy est iemee, 1‘ensemble r‘ es‘b ouvert. dans Gm (®, ?)m

5._2.- Devxa.eme theoreme de txwansvax'aalite ae Thom e

Solent n_“',_ 1’- jdﬁfl‘ -_-_G -vari.etes. -Pos_ona

('lf.g)a s JE(N, P} & - 3%(m, ?)_ ~—> § x N (pmjecf‘i@n
: nature&lc)

ng, P) - nr.,; 2 (N,;n wg)
oh A es*; 1u dj.agonale dﬁne N ﬁﬁ.
st
358 s Wal - ,ﬁ — 33 &, P)
(x’1 » %) | T 2y, 87 20
(x., 32)

i

&) cetfe rena Tgue es‘b encore valable dapg le 88 o W
st vne variété & vord:



Théoréme 3.2 (Dewxisme théordme de t:zanarerﬂalite
' ' de Thom) .

Boit Y une sous-varisté de  J3(N, PJ . Bolt
0. {fec(wy),saxrhx}
'Jlora 1'angenble J) est dense ¢ang c°°(N, P).

- Bl N ot. Y sont compacts , Sl ast ouvers dena
¢® w, P) .
Demonat:mtion'«- -

I,a uéthods 48 démonstretion de ce- ""neome eel
analogue & celle du premier theoreme de tmnsv*ersalltés

1.. Prenons un recouvrement ouveru denombrable L
de I tel que : : :

-a) 1a i’e*‘meture o ebﬂqw ‘Hi ‘dsng JECF ]?} eat coR =
tenuae aang Y 3

b) .I.-esl v"i"i- _sont compacts.
) ‘Il exilste des voistna.gas‘de coordonnfes Uy i Uy

' 2
dsns N et V, x ¥, GAns Y ‘tels qus :
Ly iq

et s
() (M) < Uy x Oy % V¥ Y,
al S <Y, *—'."2-”}"1" .12
(Mas ¢ J;@, P) ~—> WxF=-8)xPxPp
-  {projection naturelle)

E Pomns

8y« fremun. g e )



Pulsgue o

11 faut swlement de demontrer que chaque .Q " o8t ouvers
et dense dang; ceoﬁq, P). o

n'abom, nous allons demcmfrer que - "Q‘W o8t dense

dans 0%°(x, P) Fots choisissox.s des cartes localea
| @:l Uia — d}
Yyt Ty —>E
ou n = dimN, p = dim P
et des :t‘onctionsen sloche standaxds @
(R i B —= [0; 1]
- g 4 dans un voisinag@ de @ 'ﬁ‘U.M(ﬁ)
¥ % ¢ ailleura‘ - -

" : 2 o,
ot Ty, e.st_ la projectlion de ('ﬂﬁ') (W) mr Uyy o

g 1 dana un voisinage de \Pj o Ty {'ﬁ'&ij
0 allleuxs |
b Ty, est 1o piiectiom e (1) G e Tt
Bolt .,
g = (T x 8
on a3finit 1'application s
Mo, nx @ e P
f(x) 81 X ¢ﬂi..'j on f(x) ¢ V44
Mz, 0 09 w ¢ 3% gy (P30 wylYyo 2@ -
e Qg (Py(x) + Yy £(2))
sl x €Uy et I(® €Ty



~ 66 =
golt ¢
= fy e B, NJ <q>3(x>)i<8 » ¥x € supp S’;}

ol & a8t _agsez retit
Posonse o
et o "
G o3 TN =AY — 7.JJc (N, P)
'('x1; x) > 3T ) x r‘é'(_xé)
(x,i a! xa) R

Conae. 6Ans le prem.v.er tbeoreme de ‘bI’BnB‘VeI'EBli.'bL y
on . peut demontrer que - G ' est un d.tiieomorph* sme local en-
C(x, W od g t; U s8i E, Pst asse.a petit. C tegh-8~dire

d\.(NxN-A)xU.--*‘sur e

Easuite nous utilisons le leume BU vant dont 1a u.e--
mmst:cat.ton 28T analogue & celle du ].emme 22

-.I;emme_z‘ 2 «
I 'enpemble -
e "‘QU"""N X T-/\3s Y- eur Wi}
est de.née uﬁnﬂ U. T

!'aintenant on peut choisix une .mite R C
dans - U qui tend vers 0 € sz tel.le q,ue I

3* r‘ I'-‘ My slu.-xf N, =1, 200

'Puisque L o _ R
o=t ot .f"‘Q,(jx)_ = @) s x 4Ty

on en déduit que S e

| k—>cn Q

dsns € (M, P) et donc -Q- wi ‘est dense Jans .G°9 ¥, P).

2. Démonstmtion de L'ouverture de -Q.w .
‘ . A
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8oit
X = {x,!,- xa) '3 NX-N,-“A
*aus choislssons des voisinasea ouver'bs disaointa_
y s ¥y de x, dans N tels que vi c:, ﬁj_ ‘Solt
Bema reuons qie V et un ‘sous-fen'aemblq-_-f}émé de
N%i. goit | A |
Ko S {':‘: € "c;°°'('N », jﬁflki’\ Y sur
(\ (1‘") (V) }

Pvu.aquelensemble i%‘ } ol x e (Tf) Wi. s
est un recouvrenent ouvert de (1{:1)2 “‘1 ot (1{1) wi,

eat compact, nous pouvons extraire Ey recouvmment *’mi.‘ '

o o .
Ve seag V. » Rem&Iguonsg QuB
TR | fl*\
Ay, = A8y
Do.ac, pour demen‘isrer 1d ouVerture d.e .Q. 1 11 1aut seulamsni;
de_mcmtmr que chaque ﬁ | est ouvert: dans Gm (N, ?)a

@onsiaerons mai,ntenant l*appliaation

s o (n PB ---;S e”.}m(ﬁx H N J m, P)x Jr(l‘l r))
__f-',,_...;,, 3T 1 x 3T s
et lﬁ-—msemblﬁ' '
mgigec(mxng(N P)er(N,P)g
g(h! su_lr‘ riﬂ(m, (v)}
: Pvigqﬂe V: ‘est evawbe de (é& dane N x N par
U, on voit que 32 by s.url__' W, NaR(A) )2 (v)
s1 et seulemst s ¥ 1 x Ty s T n ¢ ) 2(v )



Dpne

Qy, = 7@

Suppusons d'abord que " est Gompaci:eo ~Da: g ce cas

en mmarquanu que wi m (1]‘1) (V’ ) ' est uﬂe sous»»ar*ete

ie*mee du lemme 2.1 (remarque %) on deduit que T sat ouver‘a
daLs 6™ aox w, J7, P) x Jr(N‘ P) . D ﬂautm pax-t .__A.est__

ung app.Lica*'ion coxat_nur d'ol 1fon conclut que Q et

ouvert dans i (N P)

‘81N n? est pas compac‘be, eu co;s:t.aemnt U recoti=
Vremert denombz\"ble ds N -par des ouveris Ni tels ¢ Que Nﬁ_

soient compacts et en :ceisonnani: corme dens 18 demonsbxation
_du premier f..heoreme de tmnqvexsallte on voit qu.e 2,
eat aussi ouvexrt d'ms G EN, P) -

st h et ‘I scnt comp&c‘ces : en xepetant 1@3 ra.’l.
sornements cimdessus, on conclut que £ est onvert ‘dang

Remag_g e 8 .
i N n'est paB co*nnacte, L2 eat encors ouvers
dense dsnz g% o, 1) o

84 - gg_PLIUATiéNS DS RO REMES
| DE PRANSVEREALITs

. Nous &llons indiquer que.a.ques applicationa dez the«!'
oremes de tmnsversa.l.ite de “nom. .

Dpfinitj.on. 4.1. 2 :

501t f: --—-» P.
'On ait que’ f est une mersion, si at (.,h) _'es'b" non—dégé-m
net'ee en tout po:!.nt = e No'_“ '

Lo sl. I esb uxle immeraion injective et un homer 0=
phiqme sur 1(1\:) mun;Le de. ls " topologie indui.te, on di.t que



1  est wa plongeunent.

théorése 4.1 (de Whitney).

81 p » an Lllensemble
, .0 .
Imm = { P | ...S'_,,._.;.;;_p )
f. est une immersion } est deusc dsns CO (N, P) .

_I‘émor. stiition.

S.it, pour k3 O,
‘_‘rk. = ize J?(I*li'?) ! = 1 f.‘(,-x;} ; 18ng .di‘(x) - lr}
7, est une sou-variéné ’ou\rerte saul pour k = 0) de
Jii (N, P)s ®n efTet 1’intersect10n dé Vx| aVec chaque I:.bre
- du fii..‘b:_‘cé : J1 (N, P) i i XP est ‘B0l vi.de, soé.t une
sousw@rié‘aa _‘(ouverte si. k # 0) de codimenslon '

(n - k) (p - k) (vo.’pr E*:, de 2 4) :anari&nte sous 1'acti0n
-du &roupe structurel L (w,p) de 18 iibre. Dbonc V) - obte-
nue par.le recollement . (¥ig. 20) de souswvarietes dans les
diverses cartes .!.006168 est une Bc:us-var*.etﬁ (ourerte ssui
Bl X = 0) de codim (o -1:) (p - k).

e
e e
Bl b e domp

Ly

¥
Fig; 0

On volt aisement’ que

e

Uy U Vg U ovee U %y 5 Vo

gnsuite d'apres le corollaire 3.1 l'engémble




e 7{)
2. {re™mn,fth i)
est déhse dane. ¢%® N, ) . dais

couim Vi, > vodim Vo = p -1+
done _
codim vri-ﬂ = P=na+1 dim N
dtapyrés l'hypéth?:se.'
Done ¢ |
Q;{fecﬁw]&’);affhvd}}-e

= %fegmiﬂ P);31fnvk m@ gka‘)’t:li.'n'ﬂ..

Reméﬁue 1:

o ‘BL N est compécte en applﬂfan‘b le théorsue de
tmnsversalite 8 un ensemble atxatifie (cfe B 5) en vois
que . Imm est aussi ouvert dans C® (N, ®) . £i B nlest
p3s compacte, - Imm est ouvert dans °°(N P} . Lefe [4])

Le théoréme suivar;“‘u @8t une appiicauon d.u_ deuxiama
théoréme de trensversslité.

Zodoréme 4.2 (de Whimey)o
81 241 ¢ D ) 'eneemble

- - . : cm )
Inj = iI‘:.N s A maecti.ve}

est dense dsns G (N, P).
Démonetration,
On applique le deuxieme th’oreme e umnsveraalite
B admattant q;.w ¥ est la diagonale dens J°fH P) x 0, ).
Bn remarquant q&e
amw;cn-AN) coodin T = -p £ 4

On voit que 1'ensemble 3



- Vs'l"""

r‘, {f e €®@, B) , £ ﬂx‘lﬁ-&N ! }

{f. < ("}OO(N, P) , ¥ est mnjeculve } = In
ot :;Ijafﬁléu{;. deh's»le-'- a

Réﬁé.:g_h_é :

8L @ a4 £ D, 1B) est dgens B, P)
r Y est fermde. "

‘Basuite pulsqu'une immersion injective d‘une vari~
458 coupacte est un plongement ; oh obtient &

COrollaire 4.1 : BL 2 + 1 <& p llengemble

-~

m {f : K -----) P,f estunplm-}
- gement )

S o |
est ouvert dense dans % &, P)-
o Remamuq 5 SL W est compécte, &1 +1 £ P

on paut démontrer que ¥u est ouvert dense asns ¢~ (x, 12}
bfo ' [12]?0 ‘ ‘

_ - pans le ‘t&:éoreme suivant , on comsidére 1‘homotopie
at l'imtopie deﬁ plongementm

Theoreme tbai 3 ‘&oient N, P dae Gmw&arriébféa,f

N est compsct:e.
: o0 )
> P

sont des plonsement's tols Qu'il extiste une horotopls

oient' o fc,:.f1 “‘f N
b s N x[o, 1] S—p P

eBtTe ‘f‘). 34 ‘ ot f‘i ':'." :




-T2 -

Alors, 81 2042 ¢ p, £, et £, eonk 1gotiopes M)

Démonstmtion, GonsiGirons 1'application

E ¢t N l".‘to’ 1] r— P X [os ﬂ '
(n; $) p=3p Bn,. ¥) x b

B:lﬁ xfot o

H‘N.x{‘i} = 5
son® den pmlpﬁgemnts. de N dsns P b5 [@y ‘] o
Puﬁ.nque N est cémpabte, Bl
2+ 1) + 1 EPp+1  Liec 242 £p
on peut approcher H per un plongement G &

6 i mx[e, 1] —a ? a0, 1]

Rema rquons qu‘en gé.n'é::ﬂl‘ G ne ‘raspectfse"pfas e
pamembtre t 3 -

G(n, t) = ( gln,t), &(n,":) )
ol

o ¢ N x[0, 1] -~=-2 [o, 4],
®«(gy, 0) = 0, on,1) = 1
Coglr, 0) s Ty sl ) s i

mlﬁd&e | ¢ est proche de H , of (%, i;}'
de 1'application p s (x, %) (e I

goit P 4

a8t proche

8 xfo,1] —> & x{0 1]

a; 1) . {n, {(=g,%))
on &
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® (1, 0) = (@ 0)
R @ = @y
at @ &£ pmaaa de Id {ear ok (x,t) ast pmche de P,a
Lsﬂc é eat %m ﬁiilewmom;m.sne de N X ]:0 ‘E_] '

. Bloxs
. § -

A
E = Go® ¢ Nx[0,1] - g

8 &[0,1] —== P x[0, 1]

(n, “U{x,t3) ﬁ“m"“? _(ns ) ( 5;2(33915-)"‘9
o =24 (_na t))
& leas yxppriétés.saivan‘bes -
K@, 0) = (£, 0)

. K(ns ‘1) 3:7" -(1‘1", 1)

¥ st un plongement de N #[o, 11 ‘@ans  E x o, 1]
aul suspecte 18 projection sur [_0, 1] : '

Done K domle une ;I.sc'topie entre f ot ..'f‘l "4

4,2 Nous allons mon’crer maintenanu l'applic&tion
du premier theoreme de trﬁnWeraalite 4 la
t;b.eori.e dag Jcnc’cions de Moxse. I -

péfinition Aeaa i Ionetion £ e o ’“¥ B est
'appelee ig guion de Morse si tous ames pomts critiq_ues sont
- non degen@r@s. C S

Theoreme 4.4o ﬁ:’s. N est compa ct l‘ensemble
daa ianeticns de Morse est wweriz denae dans g® (N o . R)e

i)emoxhstmm L
I A J"(N, ®

1'eusenbl. (déjé considere) altint par
% 3! i(x) .-‘_'-1‘_11"(35) = '07}:-

V, o8t une sous-varidté remse (qui est la section wulle



B 7% R
Qu £3bré vectoriel JV(N, B ~—3> Nx BR) .
codim V, = dim & .-.,n;
Soié I
a, g{f&G(NPJgj1fm v,}-

L'&pres le prem:\.er thwreme de tmnsvarpﬁl’é.t:e Qe ‘laom , 0.
est ua oUveTs dense dgans. G (W RB).

o

‘Nous allons aamontrer Que

Q) M

Mans ce but',:-éci'itoné 16c_siement 18 oondition

. Pulsque le probleme et local, .|.1 suil it de regarder dﬂna
ung caybte. Localame»nt on & —

LI A ---% 31 (m“ m) a“x (3 x(m")*‘*
x —3 (%, i(x\ a'“ @) ,-:-Ei-- c=.>>

¥y est daa.t;l.n:\. par l’application u.e mng n
& 2 (IR“ ;RJ e ®

(x, Y, 1 ,nccp a ),_._,.é (31'..‘,311)

(i.e. locslement om 8 ¥, = é ©) ).

8). B
: éi"(O) = 0 dae. ‘:f.‘(O) e v,

ls conditibn a £ fh v, su .pom (e,..., 0) e m“
“gféerit S . e
mns d- ( §.d1 i) (0’ l.o’ 0) "3 n ,_
M&lsonaf"

Q(§ a f) (0,--»50) '. d§ (31-‘:(090!.'0) dd% f(@,oag'a)



ot 18 metrice jacobtenne de  A(Roil £ (0,00y ) est

‘Donc. 18 condition de"t’ransversalité consldérés est
aquivalen+e i 1a cond.t‘hion de J:ang n de 13 mabtrice

'0?3;'5;8#3 - (0) _)- e est-a«-dim 3 1.a ‘condition que le
point critique: 50!.17 no:l dégénerd.
L m conclhsion on @ 2, = Ao . i
R emaggue .L T | :

SEUR - ¥ N ‘nlest paa compact, Ab a8t ouvert Gense
d:ans ‘% (N, gB,)._‘-- | -
Remague g v {,:_-“_ o
| Bl N es‘b‘ compact, chaqus fonction de Morse n's
Qu an nombx:e :Eini. de poin**a erit:i_ques. .
m eliet, remaxquox.s que _
' codmv u n-:m dimﬁ

par consequent 1a condi.tton ;j s d'\ v i.mplique que les



.
= WG e

points oritiques de f sont isolds (cfe 8 21)s Mmia W
o8t compact, on en dfdult que chuque fonction de Korse
'a qu.'un nombre fini d.e pointa critiquea,

| Théoreme 4.5 s'_' I ’_ensen_xble‘ Aby des foncuione de
wvers dont to_utea'l@s valeurs criticues sont Gifrdrentes
‘o8t dense dans G (¢, R).

Dénonstie tion.

gonsidérong 1‘application
\; f 3 Nx N = % - J;mg R®)
Dane une carts locale, elle 3'éerit

lﬂnxﬁn.m{lﬂu_“—'——%

A

(:.p.‘,;,‘.... ﬂfa) ’. _('3!""" 'j“) 1_.._.......}
(P g.'.}

r* * R x ét;up:‘m* ¥ R*x R x £ (R%R)
(d‘\ ~C) ., b (fah--- Cn} )(‘Alr dn) e , (‘F‘h' .f:a-

) flrmne 3te) 5 (B (s ma) y e > 2 (e )
('go 'M f(‘w %) '.gfﬁ (Yoo o) 5 ’% (}”"‘Hé’)
pena _JQ'(N, [ consldérons 18 —aridtd 1 qus
est ddfiric Loculement par les Squations s
a, # 4 4 31,3 n) ,
b = @ ;V 0y = 0, £y = 0 (L = 1,600; B)
plaprds le deuxicme théoreme de trensversalité
4= Taom, 1'ensemble {f- ¢ ¢C®m, ® 3 ;j; £ N"K“AN Y}

est donge dans 0%(§, @), M8l codim Y = 2041 > dlu N
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done la trensversalité est équivalenta 8 12 condition
J;fm;wuﬁk)ﬂlx = ¢

gl p et ¢ sont des polnts critigues non degenérés
de £ , on dddult

(p, Q) € K X N AN

2t P) = 0 (dans uhé-céi@ezldbﬁle)-
'bii
2f @ - o
Xy

et la condltion

i&"pliqﬁe

o \P) £ f(a)

i.e.‘ les valeurs critxquus de .f sond diiﬁ-v'entese piNal

'conclusion, 1 ensemble vuz,_ ast demnse dang (N :R).ﬂ
Re[’.l glui @

SFTI egt compacte, puisque chagque {onction da
Morse n'a gqu'un nombre fini de points eritiques, on aﬁf}, aé-
duit que My, est un ensemble onvert dans o i, B

' Bemd xque 2 |
81 N est compact on :.em; aamont rex que dens
7 m(h9 R, w!u' colincide avec 1 ‘enseuble des fonctiime
gtables., Donc 1° e:csembm des :t:onctions stables fomme un
‘ouvert dense dans c® (N, R f4]).

Nois ‘donnerons ‘encore une appllcauian pl 8 compli~
quée Gu prami.ar Ubeoreme de’ transversalite.
. )heoreme 4t (de Whitney v} ).

Solgnt ‘K, P des s -varie_rt:ea de di,ma-nswn 2,
N compect. Alors il existe un ouvert dense NCe®w, p

tel que ¥ €S , W & N, le germe £ ds foenx
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soit équivalent & un des ',fi'oj.'s gerwes suivante (fig. 21)

cas 4
P

cas 2 gas 3

ke 21
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(&, (0, 0)) —= &, (0, 0)

(x4y x3) b= (s ¥2)

ou
13 o= X
Ja = X
Vg . = .E(x-” 2) ’
b (0,005 O
[
___5..(@. 0) £ O
’b :;2_ :
3 yB5om R

ya n gcx‘lﬁlx&)

2
-—3"&“"" (0, 0} = O 2 (c. O = O
312 ' L] _——5-332 . 0)
3..
m.&.,._&m(c,, 0) ¢ O B (0, 0) o
3% 4 i i -am;%ﬂ_( o 0) o
| mmﬂmns
1o aoﬂ.t:

Vo = ia" fc::) ¢ dt(x) e o}

1s aouamvar!.u‘bs femee de 31 (x, P) daja ccnsidere@. D’a-
pres le pmmier theoreme de trensversalité, 1'ensemble

-Q- "n'-{f;;iqfnv gﬁ}

o
a8t gﬁv‘ert'-_'danse"dan's 0°°(N P) car
'c‘odm ,vo_z & > dim ¥
st £ ¢, onea
W e N, org at(x) » A



- 80
le geme £, o8t localement dquivalent & un germe

&, 00 —> &, 0

de la rorue

2 s g(xuls X,)
Alors, ou len

28 (0,0 # 0
® %5

done £, est équivalent su Zeme

ou blen

P& (0,0) = G
?x

2. Bolt
Ve = i-:f' £(z) 3 reng Af(x) = 1}.
v, est une sous-ve riété ouverﬁe, P
| codin v, = (2 -1 @=-1 =
Dlapres le premies thioréne ge V_tranéirérsal‘ite', 1'unsembly
Qg4 = {5 e A‘\"v‘l} :

est une mter'aaction dénomb:able dfourerts denses dang
c¢® (N, P) donc est dense. - '

"‘xﬁduisons localement 1o -.ondl ion fe £ P N ﬁv
Bupposons gue

£ 2 (fy t 2 1 (@, o 0) — @2, 0, 0))

solt

£ (xqp X = %



8%
Txge %) = 8(x, x)
-—-3-5—- (0, 0) = ©

beo 3£, 0 € v,

Rem& rquons qL.e

A, ) Y B x L@, D

od S (R%, B?) est l'espace des applicaticne lindaires
da mz u.BIls ﬂa o

Alors au volisinsge de

120,00 = (0,0,0,0,1,0, =%

©, 0), —2E—(o, 03)
S v

= 2
€ I uEd, )
v, eat définis par 1'application s

Fwe, 8 —— B
(xa;v "-“2: Tqs Yo 8y, b, ¢ d)!“‘“"“% ad - be .
est de réng 1 , car - 8 ;{ 0 “dens un volsinage de ;i"_.f(o, 0)e
‘La condition 31 f A v, s'éerit dome
) - g :(090)
a® 3" 200, 00 & £ (0, O
est de }ﬁng Te
Mais
& ® (xyy x5 Tqv o 8 by 05 &) = (0,0,0,0,d,-0,-b,8)
Lone i :
a® ' 200, 0)) = (0,0,0,0,—2Fm (0,0),~ 28~ (0,0),0,1 )
N . |

]|
0



Dé;ﬁGMQ :

d ;iﬂ'-f(i:i; z,) ne

donc . |

a 31 £(0, 0) =

2 (39‘9 : xa)

'b o

'&3H2'x2:‘ '

-3-‘ 0 o)
B




- g3 ~

gofin 4 , -

SEORNES Moo
’b,x‘.’axa

B G0y s e o) e T
= - 93._
e |
\ >

Pour gue cette matrice suit de rang 1 , il faus

2 .
ov bilen -3—-—-9— 0, 6) o U {cas 2)
1 -TX,?' '
214 ¥
ou blen __’b__%t (¢, 0) = O
et
'——““E“‘"‘" (0, 0) # C .
Bxﬁa X5

| 3, 18 -&emiare.étape de la démonstration est moinas
Svidente et nécessite pour 8tre comprise conceptu-
ellement 1a thdorie Jdes singularités de Thom-Bo&rdmon.

i définit une sous-variété (ouverte)
4 v, ¢ 2@, B)
dé ia -maniére_ﬁuivmte 3
V, = { % € Jg.(N, 2,2 = 2 2@ , 3 £ e v

et

_ o '() 31‘
R UL ol . 3 x x x e ‘ ‘
= : , . x.,i (x) = 1 }
D (xuln ’
Dans le troi.sieme chapitre, _on verra que la defi-
anition de va mtri.naaque i (ci. extensi.ons Sacoblennes).

les théoremes de Boardmén gue noue dSmontrerons dans
le. troi.eﬁ,eme chapitne aifiment en particulier que vz o8t

—
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une 0°° -sous-variete de Ta(N P) . Remarquons Que ‘lr2
est fermde daug 1’ .’unage mcipmque de Y, par

T2+ 2w — A, B
on pése_ﬁ L
Ba - feemon e hn).
(91 2 et partout dense. |
Ecrivons -1oca'iemexit 1er équations de Ve
Les coordorndes dﬁna ' Ja-(lRa, Ba, BOI].E. .-
XMy X I8 Va8, 0,0, “1;'_"‘1'-}31" Yo %or P X

corre appm.mﬁ a

AR e%’ LT A
3?‘1-“"]3_"2.’;_3 Bx -_,"B,x:f T o x 0%,
2 - 2
ALa dn Fn  ALn
DR R ECERE

o est en."point_.o& .8 4 0 donc Je premifre équs-
tion qui définit Vv,
R ~ad - be = 0
est de reng 1\."_‘ '
' ﬁcrivaﬁe_' t

U T UI TASE SR
: " 2 . SN ¥ a b
TR 0xy 0%, OX - -

_D‘ (151 , xa) R . f

e= | 0(1 d+a ﬁz’ "'ﬁ'l ¢ - b°'2 \ | )

ot = ﬁ1 ds “52 ¥4 “"“hﬁa
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Pour que cette matrice golt de rang 1 sy B8ctant que
840 et ad - bca 0 11 sufiit d'derive’ a&f - be = _0'
(car slors ¢t ~ed = &1 be -ed & o (a8t b - d) =
« 8 (v -a"tve) o 0). o

on & donc défini lecalement Va- P
L 2 o, 8 — B
Y (xqs Xp0 J3e T 8 5 05 0y Qoo Bys Wyy s B ¥R =

= (3¢ =~ be , af ~ be)

av

reng Y =
oo o0 d-<->a 0000 O 0‘]
rang. | A '
1¢ 0 0D 8 &8 8 x % & X %
des que & ¢ O -

On recommence 8L0rs comme avent en g'spercevaut

que si
| Flxg) = (O yo8lxg, %))
aveo
3 N 2 |
?x T rE >
2
B B (0, 0) # 0
KESYESSS
on & )
3° £{0, 0) ¢ ¥,
- praduisons louwslenent 1la condition de transversslitd
PRl A V, en écrivant que 1'application composde

(6,0

R li, 2R, —i R
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est de reng 2 ..
00 & 3
dw :(..-.“..) = N
0co0o04a - -h a 0 0 0O 0 0 0 ‘
0 0.0 0 wyuyuy Wy v YV, Yy W W .w'3J
8 .'
ou
o= dﬁ.‘ -Ar_2'a_.‘{2'.fc1r1 - 2b }32“
u, = efyr by -sa-afy e fye
_éa' - - ¥y + D py.

' u4 e.-. : EB1 - hd{

'ba-

a 32802, 0) = eeee



a-32 20, 0) =

ponc

a Y (%00, 0)) a2 £(0, © =

S -2B (o, 0
2%

12

3 '
e (0, C)
1o ;?'B'?g |

_l—-r-é-—'-ﬁz—(o,u)

,axﬂ?'xz

g p

\

’Bx.i?‘xa'

0
i
0

28 <o, 0)

0 Xy

?,
— B {0, 0}

2
2B 20, 0)
TR

o o O

.y

o>

EENES E
3
__ﬂ..‘.ﬁg SEGI) TR

>
_.'3....%. {0, 0)
9 %3

3 -
-3-%-— (0:0)
. x3 o

(0, 0) o
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Alors on obbtient comme conaition de bmnaversalite
aXE ctement

5
258 (0, 00 ¢ o
> x3

en plus de
2

-’-@"""'ﬁ"-‘ (09 0) i! v
Px,0x,

Nous allons démontrer yus Q nQ N,
est orvert, Alova L'ensenble

2. 9,000,600,
possede des propriétés mentionndes dans le vhéortume.

Pour démcntrer que L1 est ouvers, 11 faui.utiliger
le théoréme ¢3 bransversalitd sir un ensemble stratifié par
des variétés ouvertes avec 14 condition (a) de Whitmsy.

8 5 - THEOREME D& TRANSVERSALITE FAGILE

i o]
. :

SUR TN TNSEMBLE STRATIFIN,

5.1 L& technique des elspeces stratifiéds de Whitney
nou 3 pemet de genem}.iaar le théoremns de

tmnsversalifé 8 des c&a ou Y c ? n'est plus une sSous:-
Wri.éﬁee .

 Solt P une Gm_veriét'e et sol* Y une purtie’

formée de F. Uue atzatifmati.on de ¥ emt une sulte smiol-
te des sous—ensembles. fe-’mes Y i 3

P P CPa
¥ s T' D T2 D DIND ..

Py > P> s DPAD e
tels Que

- SR Px Py
1) (Propriété des strates) s Rl ala
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est we 0% ~sous-varidts de dimension p, de Y dent
ges compoasnies connexea Aq - {dout on supposerd qu'i.l n'y
en 8 qufup nombre fini de t=lles composaptes) s'appellent
des atrave .

2) (Propridté de frontiéwe). La frcutiére
A= K -4

de chaque strete 4 est la réunion des stretes de di’manﬁibn
plus petite que celle de A+

Conditvion (s8) ce Writney

golent U , V doux stréter ,

ve U , %X & V.

On dit que le ‘criple (v, v, x) estisfait a la conditi_on {a)

de Whitney si pour toute sulce { T"}L de podats de U
. el o
Ty — % telle que "l‘xl U wonverge (dsns 18 gressmé-

nienne appropri.ée) vers T alors 'Ti ¥ € T o

51 tous les triples (U, .V, x) , ¥& € V , sétle-
font 4 ia condjtion (a) de Whitney, op dit que le coupte
(G, ¥) gatlafait 6 cutte conditioms

on dit qu'une at:atﬂ.fication de ¥ aatz.sfait 3
la condition (8) de Wh:ttney 8i cette oondition est verlfi.ee
pour tous les couplea de strates (I_I. V) de- Y o8 Ve T..

Fxomple 1 . considérdﬂs' dans ® ;es ‘ensembles
SRICH AR Cyy o}
v {\xtpr)EH} '7:0}

‘Alors on voil alsement que v admet une stiatifi-
catlon par des strates. Uy v sﬁtisfaisant d la conditlon
(a) de Whit’leye e

Exemple 2 . c@hsidémpé dfar'xs IB5 ‘18 surfece Y
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définle par 1'équation
xa—yzz = O

(peraplu.e de Whitney (fig 22) ).

h i

- Pige 22

Nous partageons Y en sous-variétés

82 o ¥ N{y s o}

2% - 7t.f1'{_3*-<.0'l

g e fxevec, s>
.{x .y:‘ 0 'z<o}

o}

Alo=: la propridté de frontisr: est vérifiéa_sl_

L
Q9
!

11

{ xﬁ:iy = 5‘

vl ‘  6‘§’**, Ad 113Af_r

a1 =24} = 2%, 22° o p

: bdnc. nous obtenons une stratificotion de Y-f'?  §f”

: . BUaEuUs Uy e



=g

on voi,t a:l.sament que 1&: copdition () de thd‘nay
8% rempli.e ;aur cette stretificamon.

m nous par’cageons 3{ par une- autm man:l.e“e

RS U a U oy

= {}Ct_ yzo.k
al rs le pmpria‘ae de fmntiere ne a0 sa‘*'i.siai.t pas. ‘Done
ncus n'avons pas une | stmtiﬂcation.

Ram&rquona que deng cette pam:rt;i.on la conditicu
(a8) de Writney n ‘egt pas remplie en. A° ¢ Bi nous. chnisisu
sons vnz sulte { _1} —— Q0 Ky € Oy 3 alora les
plans tergents '.I.‘:jc'i.ag_ (:j = 4, 2) sont toujours ortho-
Sonany 3 itsxe = qu.:., egt ‘T 31'

;j';_x;gmge B Gensmémna 38 surface Y définie
sar 1'equation-

(Fig.23)

‘Le stzabification de Y

. _ 1
T = 4% U 43 U 45 Uy s




A7 . fr-avy ¥ >0, z> 0}
a5 {t=2"3 x>0, 2¢ o0}
a§ . {Y-A";x<o, > >0}
8, = {r-a'yx <o, y ¢ 0}

~s8tisfeit ¢ 1a condition (#) de Waitney.
. | - (‘}‘_:0._
goit S f 3 N Pes P
Soit Y un sous--ensenﬁble sﬁmtifié de P 3
. Uy,
od .U'-é,_ sont dey sbiates.

De.f.i.niti. 5,2, On dit que 1. est treniversale
< - & -
& Y 8l £ est t:ansversale & toutes les strates Uy de Y3

LY G fd\U o

Théoréue 5-3  (de bmnsversal.tte fucile sur un
| ensenble siretitad).

scit Y ¢ P un eneemble lemé stratifid par
un aowbre finl de sous-va:iétés avec la propridtd (a) Ac
Whitney. Soit N compacte. #lore les spplications ti@ng-
derstles 8 Y forment un ouvert dense dauns P mw, ).

Démonstre tion : _
Il esb ciair que la condition (&) nous donne la

situation wuivanto K

| 81 f est transversale en tout po.nt & & N é
13 str&te V. alors £ est transversale en tout point &
a toutea 1es strates vontenant v dans Leur adherenco l.e.
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1'étoile de V, sur un volsinage assez petit de V dan3 P.

On peut danc rempla~ar chaque' st.ate adhérent & V
par un fovruéd obtenu en enlevart un volginage assez petit
ée V. Le théordme est alors dédult du théoréme de trans-
versalﬂ.te facile (voir augsi le remarque 1 du lenme 2.%)
par récurrenge en commencent par 1es strétes de dimension

mmiﬂﬁle, Le@a e
U = 7’ . ﬂ

Agg‘ Licatior

L'ensembie oL (& , @) dee applications 1i-
néaires Ge Rndans ap_',_peut ét;-q gtxﬁtifié par les stimtbes,
composaptse comdexesn de

:{L e L., @), mngt.n'k}

Les ~ gont des rariétés ouvertses, ssuf 8, qub
est foxmd (égal & §{ol) et
ﬁk = &0 U n-..o U %{ Q‘
L, o)

Pulsque 8, est l'orbite de la vatrice
sous 1'sebion de QU ([RD‘)_ TN (mp_) - ¢ pour _d&mon%rer
le propriété (3) de Whitmey pour le couple (B , '§) ,

0 ¢k, il euffit de considdrer 1'inbterasction des

' Plg. 24
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gtrates de 'ﬁk avec une trénche dsns anp (cf. fig. 24) de
ltorbite 8 By + cecl est une sttatificetion avic 1a propri-
8t8 (a) co Wh!.'cney, ‘car on se I8méne & un probléme en 8,

asne & &, Pl .
5.2. Bn revenant & la aén asbration dutbéorems
de Whitney.on <u dédult que l'2 ser le
QO (\Q1 = i{f'_ G: GOD-(;’ ls) ’ j1 i fh 71}

agt ourert dans ¢P (., p) ot

est ule stratification satiafalsant & td conditica fa) de
Waltney (d‘apres ce que DOUs BVORS déuontré ci -dessus).

. f1sulte, remarquens gue V, est une soup=-vaTiéié
. ] : P :
femé dans (M7 (v,)) « 8L fe 0, 5 200 ne
renconbtre pas un volsinage tubulaire &) ae \A Donc

32 f(H) ne ren.,ontne pas L'imabe de ce. voisinage tutileire

i.0. un volsinige tubulaire de ('ﬂ' (V ) et tout se
pésis coume Sl vz'.é'ta it famrde. |
me Q- Q, 00,00,

est ou\‘rert dans b:’o (w, P) 8l N est compact." L3 théorome
de Whitney Pat alors demontre.n

£) Solt X une sous-var.2té de la ¢P-varided 1. Ua
volsinage tubulaire de X dans 1 est un eusemble
ouvert Z de Y et Mo submersion L % me—y X Beld
que R
1. Z -J-r-» X est un db'ré -thoriel.
2. v ¢ % est la secticn nulls de ce £1bré.

Op @ démontyé que pour chague soug-varieté ¥ de Y
il exlste toujours un volsiuage tubuisaire de X dans Y.
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Ohspitre 1%

"EBORIE DES BIRGULARITERS
% THOM - BOARDMNAN,

81 - Exemplee
Nols commencerons par quelques exemples.

'-g_g_x_f_amp le_ i .
goit £ & @&, 0) —> (& 0)

Gy k) e (g (R X))

Gonsidérons 1'ensemble

e

.-u:i : ) ﬁ
Em(f) . { (x‘h xa) G.!Ra s TELE fcxl’ ’;2) « 1 §

i .I.’I‘-em_ie;'-'gas b 5(":‘1’ lxé) = xg + By Ky

-Z‘l(f)_.j"fs {-”(_x‘l?. x) ¢ &, % . -2 x5 }

ast une sous-variéid lisse (courbe de fromce) (¥ig. 25).

”‘Deuxiémer,'cg_g‘ 3 8(x, ',' %) = ‘xg e, .-3 xfx 2

1 T ST o
Z (f) n'est pas une sous-varietd (deux droites
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congcourentes), OGpendant on peut perturber un peu I
pour que j{: (f) devienne une aous-variete ligge.

R0} ‘

vy,

Fig. 23,
Par example,'on‘remplagant f par fg (Fig;-as)_

A%

T

£10
b
| ¥igs 26
£ @, 0) —— G, 0

(Xqy Xp)  ——> (x1.x2+3£xa—3rax'2)'



On @&
1

E' (fg)_={(x1wxa)em2;¥$= x§+£}
gui est une sous-ve riéte lisse , quand & o O .

Cette situation est -analbgue 8 celle dsns 1'exem~
ple’3 , & 2. 4 {chaps Il,. Le pé Bes ge de &0 & &<¢0
se tradult pas une chirurgte sur Y (£) .

Exemple 2 & Holv

f 3 (133 y 9)  ———— (IR39 0)

(%) %y -xé} by (54 %o xg 31.3;;% » ity %)
On & - N
1 0 0
af(xgs Xgs Xz) = 19 1 @
‘ R% X, 4:&%-#2 X, X5 4 ¥

. e

&lors
Z () = i (xﬁ, Xoy x3) é |R§ , dim ker d:t‘(x,‘, Xy xB) ” ‘i}
gg;(x;xgx)eﬁf’-wxa_a &xg.@axﬁxﬁs}

4 .
Donc E (£) est une variaté lisse (Figé 27).

gaieue-d s ronde




On & done un difféomorphisme

1

@B, 0) —u I (B B

(%4, x;)' — =, -4 ;rg 2% Xg),%Xy)
Maintensnt, nous nous intdressons & 1‘'ensemble

11 . 4
Z () = i{:;‘g Xy 1:_3) e B dim ker d (flz (£) = 1'}

D'sprés ce qui précede, 1'étude de f! 4 ue
saméne & celle de la composée PR CD
X] L
(B, 0) —1s D () —fs &
(x1! x5) - 7 (x\"i O‘“} + 2‘123)' 53:3 2133)

- 11
Done z (£} est aéfin) par ia condition

Aim ker 4 (fo(?) (?Eﬂ § xB) = 4

On @& e iy
: A 0O
a (@) (%, X3) = -2 %y A2 xgw 2 =z,
e — 3w
X 12 X3 2 x x)
. i

d'ou 1'on déduit

1 - K R
2:1,"_(?) = i(".‘“" Lo x3) g Z: (£) gy = =9 x%} '
Done Z11 (£) eat vne sous-7ariété lisses
- Oependant:,'dans 1'exepple sulvant, on n'obtlendra
pas une sous~viricte lisse PIGEI
,Ex;.emgle 5 e golt
f @, 0 —— @, 0
'(x,l, xa,-xa) —> (x4, X xg - x:’f xg + X, x3)
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4 .

Avec les not-.tions de 1'exemple 2, on &

o .
(®=, 0) A (8. 0)

(g0 Xg) by (%, o+ 2XF %y = A XF, -3 F 4 XE XD
’ ™
14 0
a fo(?<x1? XE) = 4 X,,‘ 1\".5 - 2 X:f -2 X§
2 X4 x% - 12 xg-r axf‘ Xy

D'ou 1fon voit que d(fg'_cf) (x,l, Ky 35) eat de

rang 4 sl- et seulement si

Donc H
11 L
Z (£) ,i (x,], Xo9 Js:}) [ Z (f) ’ X,? = 6 xg }

Qui n'est pas une variété liese.

Cependantb par une perturbation arbitrairement petibve
de f

. £
¢ :
B, 0) — ®, O
- : . 4 e L2y L8 -
A A

2 ne changers pas qualitttivement, mais E
devienira une sous-varidté lisse avec & ./ 0 o

Dans 1a théovie de Thom-Boerdman gque nous wllons
considérer, on démontre quiil exlste un ouvert dense des
applications f g ¢®@, P) telles que tous les ensambles
- Lik

) 13 =
ST, 2w, 2

(£) yoee
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gont des sous-varidtés lisses.

Donc, on peut continuer .nfiniment le processus ci-
dugsus pour déterminer des gous-varidtés -
) ’ (f) ® o-o
En parbiculler pour des germes stables, eu perturbant un peu

on peut remplacer ces germes par des semes équivslente qul
rentrent dans l'ouvert dense congldére.

g 2 - THEONLE DES SINGULARITES
DE__THOM-BOA RDVAN .

5.1. Nous commencercns o8y réppeler quelques roblons
gur les algSbres de néries formelles
Soit _ o
-gllri_ = m. [[X1 L EREY }'»n]?i
1'a)gébre des séries formelles & n variables sur R.

7 plapres le théo:'m‘ame de Berol (ot f12]) ona
nne surjection
P @, R —> Ao
fch

KT
: — Z;. el

sotent g un iadal pronre (l.e. T # Ap de Ay

et Mon , 1'iaéal meximal de Ay » Nous rappelons qus A,
egt un anneau loc 1  l.e. 11 possede ua 1désl maximel uniQue

(1'ensemble dre serles s8ns heme constant) .

Remarguons que a +%§ / ot 2 'ést un sous=
aspace de l'espace vectoriel ", /3162 engendré sur &
n

p&r }H ,,n‘, xn »
péfinition 2.1



™o

meng § . dim . J 4 O 2
= R n/mi’i

coreng J = BN = rang J

On appelle %) dérivation 'de An une appliéation
lingaire
A 3 Ay —— Ay

getinfaleant & 1'3ga1itd
Ay = wu Ave vAu , ¥, v e Ay

G 1 4 & & n, il existe une 'nigue dé.ivation

de ﬁn {qui se uote . )} telle que
. -
§

2 (x) = 8
T i3
B Xy ‘
ol 513 est le symbole de Kronecker.

Alors, chaque dsrivation /\ de An prend e fome

1 n

D 2
- " . a0 (2’1)
. EE R T

W, o094 & Ay

(on ie voit en obs:rvant que les opérateurs dans
les deux membres coincident sur les X (3 = 1g0ese D)
donce coincident partout). .

| péfinition 2,2 (des extensions jacobiannes).

golent T, ,oeey T, de 1t1adel T 3

J = (f1 ?a-o’ f;)

2 , ‘
on eppelle k%M€  oytension Jacoblemng de J (notée

A‘ J) 1'iadal engendré par ¢ et par tous les mineurs -

dlordre k ‘de 18 matrice

&) GCecl est une présentation due £ Mather [91 ;
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2Ly

) z Mgeesep P

1
’oxj j = 6‘ gree P-

Remarquons jue 18 defmition est Lndep..nd&nte du
choix des aysteme:a de cooxdonnees k&) ot de ganezateurs
car le dédteminant et mult:\.li.neaire.

Evi'demment on &
J = A Y sl ®m B
™
T e~ N T
AKM & AK ,

(ce qu'on montre en développant un déterminant guivent upe
11@19)0

A J. = A
BV NERE
ot r est le rang de J (puisque dens L'iddal A J il

y a 8u moins un Plement .LnVeraible gui corrvespond LR

déterminent & topdre T non:_.nul- dans (—-u----— ©) )

, o x
i' = ‘1,..00." P j
.j :.".. 1, LR ] n a,
or & donc une suibe d'incluslons
g= D, TCh’ R VAN JCAJ,_,n
n+.1 ’
Definition 3.‘5 (de 1 operateur 8 ) :$
Oon pose o
S\J' = & J
o T
ou

¢ = r6DE J

clest-a-diTe §J est l'extension Jacobicn'ne maxinale de J

tels que g ,...,' y engendrent DTG ‘ Il. est

clair gue x,' yeooy X, egt un syateme de coordon-.
nées de Ry e

de n elements de .)3',
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qui #at encore un idéal propre &) Naturellement, on

peut itérer 1'gpérateur & pour obtenlr: 8 J 8 J, atce.

Remarque : oo peut donner une 16Cinition intrinasqu:
dee extensims jécoblernes de la iagon sulivsnte ¢ -

on sppelle A\ J . 1tiaésl T 4 J' ou J' est

1%iadal cngend-é nar tous les k x k - @éverminants A\ ;
i .
d
(i=1 ro.‘ K j=1 RN k) (J‘:l . |‘n.‘ BOB.'.I.'U
¥ " ’ y ) A1 1 » A&

des ceriwmtione Je A, Q't- : i‘,i yooey fl{ € J .

Bl g geees X, est n systpme de coordonnées

de A, f‘l’“"fp L systeme de gendreteurs ‘de J , 2n

utilisant (2.1) on volt &isément gque catte dnii.nii‘l.on in~
t--inseque coinclde avec 18 d4finitlon précédente de AH Je

2420 Defi.nitmn du symbole de Boardman
d'uy idéal propre :

0~ appelle syabole ¢3 Loardmsn d'un idésl
propre J de A 1a sulte des nombres en-

tlers pOBitifB I = ( 4 2;-*.0-3 .il”. 960-)‘, OU.
1(.' = corsng J , i, = corang <
gi)_ en séné_rﬂl . KA

1'1( = GOI‘BQQ‘,‘" S T

Dens la “puite, _zmﬁsl.'d'.ésigzicrons le symoole de Boar{lm
mén de J per  I{d)o R .

Introducticn beu.r.’x.stique aux smbules de Bod Boardman-

Nous &llons xpliguer 1a motivatior de 18 deltnif'ion

by, s J est un 1déal propre de An . A J est aussl

-propre s-i_ fet s_eulement sl ) 8ng J.
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du symbole de Boardman.

Bolt .
t 3 (N' 0) Bt
ou _
din ¥ - = 2, - dmP =z 5,
Bolt J(f) 1le sous-rodule engendré pax
of ‘ 2L
'..0. SRS
Xy 3%
ol

hif = (f‘a goeer fp)

11 est clair que o(f) est inddpendant du choir
du systéme de coordomées (x,)

on &8 note

.
S_@ =

= {xeN , rang df{x) = n--i.1

i i

x e N , dim ker af(x) = 4.

L 4

Atrement dit
coréng J(f) = 11 ®

gSolt
o
P w0 L r"”

g
X o> (mineurs d'ordre n-11+1 de (q-sa—j'—»)

x .
3
oi ol est le nombre des mineurs d'erdre =n -1 +.1 de la
. 25,
natrice jacobienne ( ) o
? % s
J 1
Supposo%? que 0 € z ) .

On obtlent D _ (£) su volsinage ds O en écrivent
que £ est de mng £ n - i.," +1 Gees (X = 0

(ocla est sufiisant oar 1l'ensembls des gewies de reng
n -4 est ouvert pamml les geimes ds 18ng & n = 2.1).,
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1
8L Z (f} eat lisse, on &

i
1

Ror & (| 4 0 = T (D (D) Rer at(0)
}: H¢s) |

Bupposona que pami les compeesnts de & , i1
axiste un syn’ueme d'équations de reng meximum Jul definiy

2:11 (£

DB ce c88

=1 .
Te® (0) = EKer d (O

done
Ker d (:t‘l ) (0) = Ker a (£,E)(0)
2: (£)
£loxs
—dqely
be () &= dim Rer d (£,8) (0) = iy

beas 1, est le corsng de 1'ldéal engendré per J(f) et

les minsurs dlopdre 2 = L‘ + 1 de J(£) . Ppar dsfinition
ds. £ cela s'érri* encoxa

COreng SJ () = &,
i 1,4
'I' 402
8L 0e 2 : ({) ie« equations de > - (f)

eu voislnage da O sont s
4) calles de Z (£ l.as @ e 0

2) oelles abbenues en éerivant

dim Ker (fi 11 ) (=) i,
'S (£)
l.e.
aim Ker (£,8) (X > i3
T |
Done Z (f) est définie par 1'epplication

(éow ) O&
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P

X p——> (mineurs d'oxrdre n - 1o +1 de

la patrice jascoblenns - (..?.S.E.’.i__._-)’- 3
Gﬁ_‘ ﬁ est le nombrs des minsirs Gioxdre n - ia o4 de

cgtte matrices
1y0dg

‘Alors sl  ,§ (£} e8b lisse et sl parmi lee
composanta de (‘EQW) il y 8 un systéme d'équations de

4372
rans nmzcimum qui Aéfinit . E (D)

i .a.
1’ 28 :
0 & 5“, (f) R dim Ker 4 (£, § ,.W ) = 15
Leas 2 : o
- coxéng A J (Mf) & !..3 - 8%Csoa

yais dans le c&s genéral comme nous l'avo.nss T

Aot

dene les exemples, les ensembles Z (£ }:_‘ {£)

ne sont pae lisses et leur construction par récurrence ne
peut &tre convinuse.

| Gopcndant le symbols do % € N garde un sens
(voir cl-dessous) e% on peut définir &ens tous lee o8s

H'O&O'ik

E " (£) coumme l'ensemble des x € N dont le
symbole 68t (L. 4500y 1) OB VOit tout de sulte que pour
. . q-—-k“ gese "ik _

savolr 8i x € /2 _ - (£) il suffit de regardar
5% £(x) , ce qui permst & Boardman de définir des sous-
ensenbles

1 _
2 C Fa N, P

Lo thdoreme de Beerdman aifirme que tous ces sous-ansembies
sent des sous-varidtés lisses et nous slions ameinbensnt
le démortrers :
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B3 - THEOREME DE BOAEDMAN.

'''''

(Démorscxation),.

h 3.7, Eolt
(k) a
T e

On & 18 projection naturalle
Tx by ——> 4,0 .

Hbmdrqucna que Bl J est un idéal de An(x) s Lo

symbcle de Bosniman de T 5 (J) est de 1a Tommo (iy ,eee
seey .Lk " 900.60)0‘ ‘

Definition 3.1 . On appelle le symbole de Boaidmap

Jg < An(k} 1'enaemble I = (11,..., ig) st on serit

I(J) = I.

Solt
3 ¢ Jk(n, p) o

On notera J(&) 1'1adal de- & (k) engendsé. pEr 13 imdges
oy A . ) " ; .
i:‘i preeg ip dana &n(k) - de . fgi -:- ¢ sey fp ou f 3 (f‘i groe

"f’.fﬁ) 83t un repr@sentant'do 2z, L2
. P o R .
J(Z) -} ) “i‘t ‘..i-'up fn) _U.
11 est clair que J(z) depend seulament de o
et non du choiz da représentant T .
" péfinition 3,2 . Le symoole de Bosrdmén ds J(z)
est appuld gymbols de Boardmsn de g s

Solt

T e (L5 Lnee0y L)

1
une miite de nombres entiers positifs. On désigne par z.

1'engemble des jets & & Jk(n, p) dont le symbole de
Boa rdman est 1I-
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Théoreme 3.1 (Bosrdmen).

Pour tout k e m @t ‘boute Euite .E = (11 por cgik)gg
T

E 08t une sous-variété (lisse) de J¥(n,p) .
.gemamue 3.10
1
E ost Invarisute sous l'action du grcupe
Iak(_n)' * Lk(p) {groupe structurel de .]'k-(N, P) )« Donec

sn posent |
I i ;ﬂ_”z'
> @, P o« v by B

(®,¥)¢

(vl Z Xy € J (Nn P) est 1%ensemble des jets au
deasus (x,y) Idont les‘symboles sont Sgaux 4 I ), .on

volt que z (N, P) eeb, d'apres le théoréme 3.9 , une
sous-vardétd (Lisse) de ..Tk(N,- P)e

- L& stretification de 'J‘,‘(N, P) psriles stretes

E (N, P) {(qu'on appelle l& stretification &3 Thom~

Poardusn) peu’ &tre reffinée pour devenlr une stwetificetion P
de Whitmey [18] . |
7 Le thebreme B chap. T -
D'apres/les 8pplications f ¢ ¢®@®, p) trens-
versales & ceftite stistificetion reffinde forment un ouvers
denst s N est compacte. =In conclusion, nous avons ia
thdoréme suivant i

Théorsms 3.2
BL N est compacts, 1'ensemble des applicatiung

a® (N P) .trensversales a la stratification de Thom-Boardmen
contient un ouvert dense dmﬁ” (N,P)

Gorolisire 3.1.

Toutes les applications stables de 0% (N, P) sont.
trangversales & la stmitifivavion de Thom-Bodrdman. (Meis
1a ré.iproque n'est pas vraie (cf. [4])) ).
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g0 offev les strates de Busxdman sont lnvarisntes
par des Alfflomorphiemes locaux de 18 cource et &u but §
done un goiwe gtable & Bes Jets Lransverchux & soutes ceu
shratess _ '

Qorolleins 3.2.

Lea'-gﬁemeé_ stables ont des styates de Boardmen

1iss68e
@kt x & N et SappoEOnE Que
£ e 2 (5, B
ab

WD I S 2
goit . -
I

= G5 D S, B

goxollaiys 3.3

— .
E:-('_f) est nm;e‘anu.aa-wriété {(liswe) dens un
volpinage de X.

e pl‘riéa, Ro# paman ::a dsmontid [a] o

mafoxéme 3.3. Bi

J = Glm Eer a {f‘ . y» &)

X4t ey 2 et

) € 2, WP .

I3 y & donc un puvers dends ﬁ.‘applf_:w;aﬁm‘pou.
léquel le comstruction "nafve" -de Thom peut 8bre pour~
sulvie infiniment. e | R
o ':Dﬂx_ué ce qud suit, nou_s”éllbna -démqaﬁtxerl@_théw%ﬁg

34 de Bosvdmen (&émonstretion de 7. wather [9] ).

5.2. partie algstrique de 1a démonstration.

solt - o
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uns enite non crolseante de nombres entiers positifs ¢
8 o34y Y L) e
Or ddsigne par Jy , 1'idéal sulvent
. L - 2
Jx’n, = (X geens *nniﬁ);*-(xﬁ_*°°:9;7h~13) @
4 (=g 4y ooy ’n-ai.}}g PN

I1 eut aisé de verifler que

I (Jlgﬁ) e I« (3»1)
A0 efiet, on montre facilement qua
k | o S
E J ) & J e - (3‘2) -
Ia SKI.n '

ot .

perinition %.3.

| Nous cirons que deux iddsux  J, % Jy sonts dqul-
valents £'il existe un a.toworphlsme de R-8lgebre. de A,
gul envele J, sur Jy o -

Lenme Fondamentele.

., est maximal pami tous 138 idéaux de eym-
P y

bOIB T

Démonstiation $

Supposons que  Jp n & J oi § ost.un tadal

de symbola I o si. Jl’ﬁ‘ d J on A
o K
Jyp * Umg” "3 J o+ thn“'_'

]
pour tout k suflissmment grand.

On prend le plus petit tel k. Aloms

J +316§ = J-bmna

I,n



© AN =

$oit ﬁ € J _tel que

- (k)
FoAEe dy 0 B ¥ e U9

[ ) k o - . _
(ot ﬁ.'( ) st la série B tron,uée & 1'ordre k).

Alors 11 existe %€ J; . bel que
| R
ot (_K ~t) B (k-1).
On 8
_ ‘ ' : ik - k . i
i@ c{' € J}:gn . K( ) - ﬁ( ) a O{(k) :;_%/ @1‘“{' 4
ol

pone
ko Lo ke
fe (3 O = @y o+ WD
Mais puisque V¥ est d'ordm x eb
o e kil
¥ ‘A Jyn * mn

on en déduit qu'il existe un mordme de la Lome

Jq > 1'1--75L,3 peray Iy Y no~ 1,
d & 9p & ® g
dont le coeflicient deans “5"_ egt nen nul,

goit D l'opemsteur
"

o ( X34 """ _3'131{_1: .

11 est évident que DY comperce par une 1oIit

Lindairs daus laquelle le coeiliclent de X iy w3l non i
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i k*ﬂ‘a X
Pe plus Dy e§ T

Dong k-4

k4
reng 0 J » rang § v n
et & n'érpas le symbole 1. Cette contradiction monbre
Que J; , est maximal parmi les idésux de symbole I.

Remarque : Zee Ldéaux équivalanta & Jypn  Sont
suasl maximauz psimi tous les iddaux de symbole I: i On ve
construl re msintenant une opération de saturetioan R aui
fssocie 4 un iddal J de symbola I un iddal aquivalent

& JI,h

Définition 3.4 .
Bolt J un idési de 4, + On pose

2 k=1
Bioe 3D (B D CF D .

¢2 qui falt comprendre l'origine de 17operation $

Leise . dw paXeid BOOMEVILYUE de it JéMOLsvasTlon
du théoréms 4, nous &urens besoin les propridtés suivantes
de L'opexateur § . (Les lecteurs peuvent tmouver leg Su-
Spes proprietés importantes de § st P dans [9] J.

ngriété 4, Solent

CP f &p_ PR QIQ,

un homomorphier » surjectif de @-6lgébres et J un iddai
propre de 4, Alors

5¢ 7 - ¢ 83 (3-3)
83 o = q;-&i X (3-4)

Propriete 2

3:33(:1:9 = I{J)

fvec Gout idéal ¥ dana A .
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Propriéts 3.

8L J est un id%al propre dans &, , B esé

» @ .
equlvalent a JIgn oiu I. est le symbole de Bosrimam da J.

vour démontrer 13 nroprietd 4 . 11 faub utiliper
e leoume sulvant 3

Lanme 201 v Si.
R N o » w
agt un homomorphismne surjectif de ﬂ:%malgébres o 8
A ol p -t 5 o)
= ) U5~5J
o4 N -5

Démonstration. fSolent

vy & o, telsaue  QUy) = F
i £ 1¢ n)s

On peut éfendre l'snsemble ¥, yeosy 5y Jusdu’d vy systoma
de coordomnées de 4, tel que

@ ¥ = 0O ayed wool oo .

Soly £ 439493 fa 1, systém@ de géﬁéﬂ beups do J.

Bolent .
ii € P oy
4lors
f1 yo‘e, fa ‘g. yﬂ'{'ﬂ ’nudg yp

-]

o8t un systéme de génareteurs de

¢ Oy

Puisgue
Q“ ' i
:&“UCP i est 1 'idéal 'angendré PAT “‘;'E goevy fa Coat

| 9f,
fous les mineurs Jd'ordre % de 18 mebtrice Jacoblemns ( ~3 y
! 2

il doit &tre confondu avec 1'image réciproque ds 114deal
engendre pay fd'!tqeg.fa at touﬂ 1les mineurs dfovdvs &

de ls mitrice jacobiexns &jlﬂéw) «  Autrement di%,
on 8 (5*5).“ B iy
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pémongtration de 18 propriétd 4.

L'égalité (3-3) est déduite de (3-5) et
1'6galitd {3-4) est une conséquence de (3-3).

| Pour démontrer l& propriété 2 , il faut utiliser
les lemmes sulivants.

Lemme 3-2. 9b J est un ldéal propre de &, ¥
rang g as x ( < n)

alors il exlste un homomorphisme surjectif

¢ &y ~7 fpup
tel que ¢ Jd o8t de reng ¢ et on &
S(pd) = A1 (@) (3-8

Danonstration s

Bokt (3, seccp ¥y) wm syptems de coordomnies de

Ay TEL QUe Ty s-0ey ¥ € J » On @éfinit @ pax

iﬁy & (‘Y‘% geoes Tyv Tpoq vo00s ;?!1) frommeargy

gm-m—-.y (0 goucep 0 ym_‘-i poaty y,qi%
Do # avidemment
I‘BILQ CP J = 4]
ot (3-6) est déduite de 12 définition de ¢ .

nemsraus 4 o Do 18 propristd 3-1 et dn lerme 3-
on déduit que pour démontrer les propridcés de & et~ fo
11 puffit de congidérer les idéaux de réng 0-

Lémme :i"'é o .
g & B &

péaonstration @

guivani is remarque ci-dessus, il suffit 4o oou=-

alddres lo casg ol
wng J &« 0 ¢
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Dans ce 986, on 8 &aussl § -

I‘Bng ‘J = 0 @

Ensulte rvemsiquons gue &1 J, ot J, sont deux
tudaux propres de 4, on 8 o

A1 (I + 35) = A‘i J.‘ % Aﬁ.]’a |
A Y Ip B, )
D'od 1l'on dédult ‘- .l
§B8J = J =
TR N
A‘i- J e &‘14 (8§32 + &1 (8 J)s ¥ o
| 2 2

c §3 + 83 (A18J> « (3 D2 (L.Qg‘ﬁ § I) % 0w

2
c 83 « (8§ D%
= @g d

Demonstration de la proprieté 2.

ptabord, nous démontrons deux formules suivantaen
‘par récurrence sUT kK ¢

L k k , B
(1) @ § 0 ¢ & pg & p& 4
k ok o ok
(ak) H EHNE 8 d = IBDE E ? J = -x‘ang ?S J
par fefinlt ib:ﬁ s P et du lemme -3 on &
by ¢ &pr ¢ P
Da pll‘iﬂ (‘ik) ‘c—z‘::-i-—:‘:%,a (Qk)

R i . ok
sang & J 0= TRUE ﬁ §4d

wnfia
() (iﬁklﬁ mremd (‘Skﬂiﬁ

puisgue s



k-a-’i

8"

(o x 8 J C Sﬁa d‘npraa (1k) ot ransS' 7 =
@ YONg ’8 ﬁJ a'eprés (2,.) )

8(8 D 58 p

. 8 ,ﬁa G S‘(ﬁ‘o‘ 5y (a'eprds (D) € B 7
(dtapres 1a lemme 3-3),

Remerque 4. L‘imclusion .71' & J, =ntimplique
pas 30’1 [ by Jg o Pour que l%implication solt vrale,

on doitv supposer gnoore
rang J, = rOng I3 o

mmonstxation de la p_:mpr.tete 3. Pulsque

mngs Jan-i.k

cn peut c?misir un systémé de ooordohnae’s Ty sevos T

densg ‘In el que
k-4

17-:5 gesey Fn_ik & E. Je.

alors 1l'idéal
) 2
o = (yal peosy yﬁ“iﬂ) + (y.‘ gecay 31]“.:‘}-2) 4 o0

[+
sse % (y.i goeep yn_-ik) + so0

o8t ovidemment Squivaient & Irn ot B, C F T per
dsfinittion

D’apre@ lo lemme fondsmenvel P, est ma Ximé i,
parmi las {ddaux syant le sympole I et dtapras Za proprie=

§ue 2
I(ﬁJ) 2 I s

Po

st psrccousednent §J est dquivalent & Ig.n

Done
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Remarque 2 3 Les définitions et résultats des
opérateurs & et peuvent dtre étendus d'une manlere
triviale au c88 ue l'algebre des séries tronqueea qui esb
en fait 1'algabr@ dans_laquelle nou., trevaillerone.

3.3, Partie gaometrique de la ¢ Smonstration
du théoreme .

pour toube sulte non ~rolssante
I . (i’i’ ia,l-ﬂ' ik)
de nombres entlera posltifs, on pose

J = TTk. (JIE’n)

Iy
I@ = (1,1 ’ 12 g0ty j.k & 0 gueecy 0 ,os.)

It a est un ldeal propre de 4 (k).

i A
e -.._--.. ‘Ai

Fig. 28
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on pose A )

Iin
Soiﬁ G la ‘grassmaviazne des sous-espsces de &, (k)
de ocodim My + 4 . Boit U € G Llensemble wow wwdBux
dang & (k) équivalents & T+ U estllorbite de Jp
dans G sous l'eotion du groupe Lk(n) done U a8t uneg
sous-variété (cf. [4]).

Remérquons que ai

I
2 e Bola) ¢ U
(d'aprés la propriété 3). Oonsidérons 1'application 0%
' I
B :  Z w—— T
B Jomm ey ﬁ. Jiz)
¥a vertu de 1la propriété ‘i»1 B commute avec 1'ac-
tion de L (n) sur U et sur Z
Bolt
v = ¥ Wy -
gonsidérons le sousw-espace :

i = {zeﬂk{ﬁ,P)SJ(z)Q '}I,n}

le complément de V dans & est l'engemble dés géros
communs d'une famille de polynbmes, c'eat-8~dire un BOuS-
engenble algébrique femmé. Donc V est une variétd ilase

Censddérons 1'application

o8 5 1XM) X ¥ ———3 En,p)

(hy 2} peesel By B

Nous allons prouver due of es5bt de reng conatant,
pius précisément
yang (b, z) = dim U 4 dim V
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11 suffit de considérer seulement le cag h = 4
car l'action du groupe permet de tout transporter au poind
h=v. '

Pour tout z € V eolent
gy O 1¥@) ——> B, p)
b ey b =%
A, @) — U
b p—> LB,

& ef“ une submerslon de *) sur U.

ad

Bolent 1
vV e T, L) e T,V.
Or & evidenment

acr(, 2) (v, W = Aot (1) +w
Donc
Ror d(i, 2) = { (v, W € T, IQ) x T, V,

v = -dot, () N}
e 13
a7 (1, M = aumN aB@™ © =

= Kard@z('l) .

ponc
Ker d {1, &) =

e { W e geraa, () um, ¥, we -ae, W) W}
Pulsque &z ept une submersion sur U on a

dim i = dlm T, L5(n) - dim Ker d 4,(1) .
Donc

¥Co
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rang (fe, %)
dim T, () + dim _ V - dim ker d o (4, )
im %, L) + dim T, 7 - dia ker & &,(4)

dim U ¢ dla 7V .

Dorec ® est de rang constant,

Il reote & voly que ¢ .

@ (¥ kW = )

X  est une application ouverbs.

Sue fols cela prouve, cn en ddduit , =a spplijuent

le théoréme du 1eng comstant [12] , que 2. est una sous-
varidtd lisse da I (n,p). | o

Démonsbration ds ). On &

& G x W € 2

dtapréds ia propri,été 4. Resciproquement, solt

I
2 & 2.

Bn vertu de 18 propriété 3, it existo

h & Lk(n)- ‘ tel Que heB{(2) = ‘TI,:n

oar U esbt L'orbite da I1.n * Solt

On a4
{en vertu de la pmpri_été 1)

bone

A = B 2’9

Bus' = Bl 2) = h (Bz)

= JI’n iceo Z' é‘i v L]

i
% m(h"’uw) é Z
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ce qui monire que

I
& Fa) xM D o

Démengtra sion de 2).

Il suffit 18 encore de regarder la restriction
de o & wu voisinage arbitreliiement pﬁtit N de (1, 2)s

Mois 8l o' est proche de g dans S B(z') est
procue Ge 3(z) , donme

Bs' = h Bz

a¥es .. procae de 1tidentite et Bt w & Vv est pro-
che da 8! , dono procle de %o

¥a conclusion
g « = (hy b1 z')
@y 8™ 8') € ¥
se qui monsre que O est waa application ouverte.

.
& %
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- Ghepitr: IV

DETERMINATION FINIE,
DEPLOTEMENTS DE GERMES DE FORCTIONS.,
ETUDE DES GHRUES D FEFITE OODIMENSION,

R L.

Lans ce chepitre, nous etudierons "1 'équivelence
4 droite® des gemes de fonctlons et nous donnerons ensuite
une liste des classes d'équivalence 4 droite de gemes de
petite codimension.

B4 -« IETERMINATION FINIS DE GERMES
DE_FONGTIONS.

9.4, Défiuiticn 4.4. Solent

o8 ¢t (B, 0) - R

des germes de fonctions ¢¥° . Kous dlsons que f et g
pont équivalents & droibe, et motans f & g s'til
sxiste un difféomorphisme Loeal
Pe pizr, (&, 0)
tal gus
f = g P%@ .
péfirittion 1,2 « B4 pour tout germe g tel que

kK g0y = 3% £y

ona £ ~ g alors on dit quée f est de k~détemmination
finigifirolte , ou que £ est détermind 4 drolte paz son
k=jel.

‘Définition 4,3. S'il exisbe un mombys antier k
tel que f est déberminé & droite par son ke-jet .; o dit
gue est de ddtemmination finie.

B

Soiv - MG, 1'ldéal maximal de 1 'annean %n
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des germas de fonctions différentieblos (H 0) =3 B »

Proposition 1.4. f

i £ ¢ mﬁ ept ddterriné & drolte pax
son I=-jet oma .

N . Kt
{4 n J(L) anﬂ

ofi J(£) est 1'idésl engendré par of

= B e

2%y 3 X,

(2714881 jacoblan de f)e

Demonghration - golent
U = is € 'ﬁm , & g0) = 3 f(o)} « f*a}(’-%‘f‘?

¥ o {g € %n s 6 & = Lllorbite de f sous l'action
de  DAfE, . (& 0)

Dpaons
XA
k41
z = 3 £00)
Upot OF Vipaq sont des sous-varidtés (localasment fen-
nfea)
par uypothése U & V¥ donc on 8
Ut & Yt ©
none, 8L Uy Upa o Uy Tie gont les sepboes
pangent respectivenent & Up,q 20 § Vg enw,ond
TuVket S Tz Vked (-4
p'autzs part, en considérent 1'application
£ a, ——s & @, D

on wolt fsollement que
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-k-*“bi * l" . . . . ‘?"’i":'“ k““’ﬁ
W ? LT vk-,:"i') @ Mg

" o “’3 - ‘ P . Py
RN g ) a UL a0 . SR EE

pe offes, L%gslltd a) eot cbduits de 1a défie
aision de Je pour démontrer 1%6galité b) nous TBU8 TG B
que Lew Sléments ds T, V, .,  peuvent Suze ddorita ds la
Lacmr puivanbs g

Hoil pould

i y

v ¢ [o,85 . gt e vier, o @GP, 0

ot nug fawilis & v psremétrs de gemes de diffomcrphliores
iagaws  Sal qQue 'Eal.ﬁ @ 4 o Ohagqus elément ¢y ”'ts‘ V,?_ﬂ

e P 2 Yo A ' . : ;
auws Bl A 3 (-3g~ £, ht! @‘) . 818 DOUE AVORS
dhn
ol v g . T 4 . {; w?ﬁa i
weBee 8o ki d WE e ! & iy J{f) &
o o T R fan ¢ at  lt=o n

Prone g

X el o, . x Eugh . w4 T
{Eiz ¥ “‘t (g . ') @ - J(f) % @}t‘t ;;Hg .

s pius, chaque &léaent o de o J{&) Adfinit
wn §lément de €, ¥ . n affed, solsnt
i
- : a7 _
g @ =i o),

193 (X) - ﬁ/'l

L]
?i((:a) s

3t ‘
h'b 9] = i & (=)
od

g 2 (%"i gauugs’%n). @
Alovs s h, & DifTy . (& 0

seer b asBen pabtls, eob nouz avons
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d h

na;gwﬂl- i‘: uss = f ana-m.tj—ma f
dt\ t)Jt.o Ve 1’:,=o““§’7°g =

Dongs

A
G (M D W ) N v2

dtod 1'on cddult 1'égalitd b).

Eosulbe, d'aprés (4-1) on dédu.t alors

SR gy « MEE o o

&'s% 1°on conclut en appliquent le lemue ds Rf kayame sule
veat (en possnt w . I g‘ﬂ .‘ Na E)Wn J(£) 3

W
de L o
a)

b)

o)

Lomme de N .kaysma.

golent & un ennasu commubtetlf avec 1tunité 1

un sdeal , L un 6 .moGule et M, N des sous-mcdulea

Supposons gue &

W ¢ n ’ 4 ¢+ % est inversible
M est un modula de type Tini.

M S N o+ Iy

dlors
M & N

DémOﬂ.StIa tion.

Bodent e, suevs Oy des gendreteurs de W .

A vertu ‘de ¢) il exisve fi & N at dia’ & ?ﬂ’ﬂi

te). que

oy

n
le-i = fi R za: d'i.‘j (-]

(1 "u:‘;l) 81 “‘12 92 % o dqn en = f,!
s o & @& 0 ® & e« & © O & & & o o & B v e (1-:'3)
(1 -@fm) en - fﬂ.

no‘e1 s & s @
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Puisqus le dfterminant du systéme (1-2) est de
1 fomme 1 x o x ¢ M, on psut résoudre (1-2)

TS W x&pp@rt 8 g 6%.*"“9 en

e ﬁutmmen%: aie #g & U
Bioa &fon obtlent

ﬁ‘s; H B
Propogition 4-2. B1
ta-
f’,g 2] G‘h § df(OJ 0
P @i _ . a
g =% ¢ W (3(2)
il exiasite
9 e pitty, &, 0)
Gal Jus - _
f@ qp = ‘ s 3
Qém@métré\tiom Horiveas
at

2
h e M (3@ ) .
Boit 3
roo= L4 th t e ®o
Oa va cherchsr ¢, € DLXLy @, 0) tel qus
l_ft 6€?t'_ = ; : : {ﬂ*;)-:
La propnsition seré démontrés si on saiv fadre (1-3)
pour bt = . ‘
Four trouver @3% on va écrire tme version infi-

nitesimals do  (41-3)

acgp, (x) I
Lo Lon (@) = 0

1L (@) v -

D |ncora
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d , _ :
i, (R0 o o (@) & - (@4l

Puilsque
§ e DAffy, (&, 0)

day
. t , ) s .,
il faut cherchex T sous la forme K 'y ou X

o8t "u champ de vucteurs sur & g'annulant en 0.

éﬂt//ﬂ ?x ik
; 0
s E
. L 4
" % --%-R";\- - ‘e&\;i?.
‘h e
e

on ot done amené & résoudus
4 ft( f;‘}t(x.)) o I_b(i‘?.b(x)} = wly (¢‘b(x))

Ja andore
d.‘ft(x) » X(x) = =02 (1-4)

8l {1~4) eat résolue &vec K, champ de Vvecteur
dépendsnt 0™ ‘Qu psremétys t, ou définit slers Qg -
comms solution de 1'écuation difidrontiells dépendant du
temps 3

d .
ilb (x) = 4% ( "Pt (x)) (1 -5)

Eved

f?o(x) = X

Adinad 1'éqﬁation (4--5) posséde uns solution
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?51)

unique aatj.sfaisant 4 la condition initiale
?g“)(x) s X

dens L'intervalle |ti £ € ol € est asses petit. Donc
on a

fp o9 £ aves [} € &
mnguite, on peut contiruer la processus psr industlon.
Notemment, soit |t,1[ <&t , on definit alors q)%a) coris
polvtion de l'équation (4~3) sur |t «-‘_t‘,ii €& avas la
condition imitiale '
PN @ - gi)(x) :

Hone on &

£, ™t aves |jtl { 2¢& eta...

a% enfin on ovtiant
r, o0 o,
{
78 remaérque fondsmentale qui nous pemet de continuer infi-
niment ls processus précédent est Gue
w R, J(E) a IWE (1-8)

. effat 2
B & 'thn { o(L) 3

done | |
Ah e aR T3, Ao Vo )
L)
(ear ~2En €I, pex lthgpcthdse  41(0) 0
" n
1
ou en daduit 4 P “
CdE (=)
[} Ty
L2800
° =

N J
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7 o )
145 L@ R t X, &) 3 EACH

e T T
R
\.
%

o]
[ ]
K4
Ly ) [
4 @ 0w O ¢ & 6 B O B0 & & s e & O [

£ X (X b A (X)) ehe b X () - — |
N JoN

X400 = ¢

ou

diou 1'c1 ddduis
J(£,) < (1)
D'autre part, Bl t = toefhxé , 11 existe un
volsinage Dﬁto" assez. betit doe 0 & K ‘el que

pour ¥ & (2, la matrice
N
- |

My =

LY Ty Ty T Abﬁ
=]

LE S K R & X1

&

¥ s S Xp e tgzm)
=~ ‘ .
soit inversible pour |[tig |t,! « D'ou llewm déduis
U o 9(Ey)
donc on obtient (16},

Pour achever 1a démonetﬂation, 11 faut encore regix-
der comment on résoud L'équstion (1-4).

Pulsaqus ‘
n e A, CaE IE e M, I

b peut 8tre représenté sous la forme

h = —df.xo
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ol X, est un certain chemp de vecteur suv B  s'spnulsnt
eu 0. Mals "
df = H;Je [ dft
Done
o Az
h ) dftﬁ (M.b:l) Io L]
Par consaqient, on peur prendre
ok
xb = ‘(\!'II) xa
Remapquons gue &
IL,;(O) .ﬁ (“;']) XOCOJ = 0 » 0
Remargue 1. De 1a proposition 2, on dédui* le

lemme de H‘o'reeA (et B 2, chap. II). =n effet, sl f est
un gemme de fonction de Morse, clest-d-dire s  £(0) = 0,

at(0) = 0, % £(0) ot pan dégéudrde, on a
I'EIISd(f) n N
done .
J(f) = Jan .
D'agarés la propositien =2
£ I+h
a5t équivalente 8 £ des que h € :ﬂt;{ . Ba ptyticulier
£(x) ~ 42 £(0) (x, x)s

Remaraue 2. B

{fu+ h«} = iEx}

est une famille de fonctlons de Morse dépendant contintnen’
du paremétre o dens la démonstration de la proposition
q-2 , on constrult 1» champ X dépendant continiment &s &
¢t par conséquent la solution ¢, de 1téquation (1=5)
dépend continfiment de o o
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ponc, il existe une famille P & DLLEy ' 0) aui
pous ramene &
By q& = Q(x)

LA

oa q{x) est une fome quedratique non dégenérée indé-
p&nﬁﬂnt de o

Rema rgue 3. 8i
df(d) = 0 , dszO) = 0
. 4 2 2
on peut rvemplacer dltn (F'(x)) par ( J(£) ) Aasns
Idnonc ® de 1a proposition 9-2.

Démonstretion . Bn eifet, on répéte la ddmone-
tration de la proposition 1-2 en observant que d8ns ce ces

ae (a0 e 2. e}
%3

car af(0) = 0 , a®:¢0) = ¢ , dong

on W s .
P e My aw

Proposition 1.%. 81
M a@ DWE et te Wy

alors f est déterminé & droits par son k-jete

Démongtration, B8i

£ g0 » & 20
on &
8 = I +.h
avec h & NC gﬂ . TWnsulte, comme d8ns la pmppéi",:ion
1.2 on vose fp = T+ th et on doit chercher ume
famille & un paremetre de difiéomorphismes locaux

Pt e Di:t‘floc- (IRD? 0) bsels que
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fg g = L €x-7)

ot la proposition sere démontrée 8L l'on a (I-7) -poup
LA 1

Oela nous conduit & chercher de méme X tol que
%, ¢ My ot

afy . Xy = ~b (1-9)
golent
F 1 if'%X B w—> R

(£, §) p——ed  F(r, %) = Ly(x)
5%

It B x B ———> &
(%, t) +——> X, 8) = X (x)
En posant
x(xy 6 = (Z (x5 B) poney Ky (=, %))

dieprea (I-8) on doit avoir

s

O (x, 8) X Gy B = -a(s)

wr %
ou,
X1(09 t) = 00
83 dans 1 ‘'anneau % B des gemes
W R On 0) ——> R
On pose
¢ oF ? F
Jﬁ(F) = %!H-'I (““;a—;’:" prosy ’_a;n)

31, guttit donc de démomntrer qu'on &

h & JK(F) o:}mn

(Nous avons des inclusions %n C c&nﬂ s mtn C Q’i(“lgn) °
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Mais 1'hypothése dit que dans  E. ..,

. ke
hoe T n gn—t-“l

D'sutre part

RS _ 0F . ...2n
dnne
= 4
u\l) (- J‘tkl‘) + %4*1
Puisque

OR , 3 D ek
on en dédult
€ Ms C & B+ JKn 30 < M, EE + § g Dtiﬂ
Bn sppliguant le lemme de Nakayamd, on &
Ny =) 2 :mtg %m-‘,'i
d'ol on ccuclub puisaue @ e'ﬂtg %n-r“i 0

Ensulte on fere comme dans la propusitidn I-2
pour terminer la demonstzation '

:Des' bmpositions 1-4 =t 1-3 on déduit le
Gorollaire 4.1 gi Le JC
M, 3@ DMy == 1
oAt déterniné par son k-jet ===
e, @y > AICEN

Corcllaire 1.2-

8L & e M, et son (k+1)-jet est déterminé
& drolte pFr £o0 maet , f est detemine & droite pav

gon k=jet .

Explicstion.
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On. di\is -qué- ;ikﬁ" £(0) est déteiminé pear j!‘f(ca)
81 pour tout g ¢ f?gn ayan%

£ 80) = 3 £00)

1l existe ..
bog DT (&, 0)
sel que
1 g0 = P (£ w)0)
Damonsﬁxetiong | | - .

Dire que - k*‘_’ :t((})  est detemi.ne & ‘drolte par
4k £{0) equivaut a | Uk 4 c’ Vk+1 _(VOi.r notati.o 8 de
la demonatmtion de 1a. pmposition 4. 1)o‘ Donc 8t

2 - kv?‘l f(O)

on a ] o
Te Vet & T2 Yam

Oela entraine (voir la démonstretion de 18 proposition 1)

£

A, a0 DI

| monc d'aprés la proposition 1.3 , £ eet ddbeming
# droite pax so» (k4 1)-Jet et par L'hypothése £ et
‘détemmind & Arcite paur son k~jety

1.2. Pour l& suite,. il faut introdulyve la

Désinytion 1.4. Bolt .

L (mpv 0) “"""‘"‘“"“'? (539.0)

un gemme d'application ¢% .
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On pose

%

(L) = dim ®m
4 8 7(5)

sl £ ¢ J2 on adfiars

codim £ 5 dlm® ﬁ&w
' JE)y -

Kvidemment, ou &

codim £ = /u”(:r) -

Remd ryl.ons Quion a svasl

codim £ = dimR '_mn
My IO

Hous allons démontrer le.

Tl;ég._i;eme_.jd; folx £ é i g . Four gne
R ¢ o (o codim £ )

il faqt 6% 31 suffis que I est de détemination finie ﬁ
drol¥e.

Démongtretion,
Suppéscms que . A(f) < o . 'Lea BOUB=BEDA COY
JLE) # mﬁg gont emboitds 3

| e
JEY M, 2 eee 2 3@ ¢ M 2 3

Waia
a-_—-—-‘-%m‘i‘_m__, ¢ dim az”%n_ =
J(E) « N, ey

I_Dén'c',"' 1l :ex‘il.ste k- Mg & c{;” )  tel :Q,’ué
aeey » MBS acey e MK

&

d'ou
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7 ' k . k
J<i) 'ﬂ'_mn cmcn 3 mn
En appliquent le lemme de Nakayamé on en déduilt
J(t) > A k

8% & fortiori

Iy (e} oS
done £ est détémmatitm 4 droite par son k-jet.
Reciproquenent si
S 3 DOE

on &

w2
My IC1)

| | | e, 2
F-1 a ainR  imB——P= ¢ @
| _ ' (o ' |
Reme rque 4. m'fa:‘i.tg noug avonsdé"fn'antré Gqua
ME) 0 ey J(2) DICE
(sans 1'aypothése £ ¢WMC 2 ) .,
Remérque 2 3 81
o) = ©

et 8L f oat analytique (complexe) en particulier, sl €
est un polyndme complexe, on 8 une a.nterpretation simpla "

de & J() v mg’ qui équivaut (grice 4 N-u;l.lstall.en-'-u
gasz de Hilbert) - & 1'sffimetion : L'ensemble

T afee Poaadin

301t localement vdduit & 0, soit vide
> @© < o

£) s :)Tc,n ess 1'1ddal maximeyr Jde @n.
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Remérgue 3. Grdce au théoreme de préﬁam.ti,on
diltérentielle, on & aussi

P @ w0 > TE)

T (L) = dim&l-.cén
(& 3(£))

On v~rrea plus loly 1'interprétetion de T (&) { o

Rema rque 4

L8 not.ca de déteminetion finie 1 droite wn'est
p88 tres lntéressante pour les gemes

W, 00 —> F , p2 2

281 on peut démontrer que (ef. [10_])

( £ @.e détemination fi.nie (£ équivalente &

droite p % 2) &= droite 4 un germe
en 0 d'uné sub-
mersion }

On v velr maintenant que 1 'ensemble des gemes de
fonction qui ne sont pas détemminés £ droite est de Ycodi~
mension infinje.®

Lemue .9, Pour tout z & Jk(n, 1) 11 existe
£ ¢ En tel que

£10) = 2 et pE) < oo.

Démoustretion,

Représentons z par un polynbme P(x,l coey %)
de degré k . Soit

F i Bx B — R

1l'application definie par

1‘ (x go a9y 3;11 '6\).9 t) =

0.
1
= P (x1 ,-.-,'xn) + g ‘1'31 JC}_I+
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Pulisque
?F
2%
dF(x, t) est de reng maximum si X 4 0 . Done d‘apres
le thdordme des fonctions lmplicites  ¥77(0) - (0 x &)

est une gous~-varidtd de Hx & .

£ O pour xi,{o

(onsidérons la restriction de la projection T 3
T: B2 x 8 — ®
(x, %) fmeeds G

sur F1(0) - (0 x ). D'apres le lemme de Sand, i1

exigbe une valeur réguliére T, = (byq soosy B do

aussi proche de 0 que l'on veut.

Alora, si 1'on pose

f(-x;,i sesny X)) = F (x1 prosy Xy s Tog seeay Fon? s
i‘(x,! genas xn) est un polyndma tel que
1) £ 1) = =z (évident)

2) f est de reng meximum sl X {0 et 8l
x & £ .

En effet, 1'hypothese impbique 1'existence pour

tout x o 0 de vecteurs tangents g4 yece §n danz

% (F-“"(o) -0 x &) de la forme
"o
n

T AW

9. '
= . ( 3 t ) 3 )

Ty

(i: '1gaao’ n)
Donc on 4
= RE - e F
;Yij (x, to) '?)XJ (x, to) + 3?51 '(-xf to) = @

(i H] ﬁ'oelg 11)
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Alors les —2E (x, t,) ©Be sont Has tous nuls
‘axi
pinon on a aussl
]
——'E:--—- (x, tO) = x§+1 = 0 (iz 1,00.. n)

donc Ze= 0 ¢

par consdquent, ou blem X = 0 .8b un poliunt isolé

de 1 ensemb’.e

Sx-(-!_ Eng f{X)gO, RS (x)'=0 (i:'l,o-o n)}
N ’bxi

1 blen cet ensemble es. vide.

Pour volr ‘ue }L(i‘)‘ & o , il faut complexifiar £f.
- Soiv

e o
£f 3 (& ,0) =——> O
le germe d'spplication holomorphe unique correspondant & £
Les raisonnements cl-dessis nous montrs Neg jo] ou
. Y]
. »
r‘ = { 2 € cn ' f(Z):@_-, —QL (Z) = 0 (iu'l,...,n)}
© 2y
Supposons que - {_0 } .

Nous alions démontrer que 7 est aussi un point isolé de
1 ensemble

E: ('E)} a{ b cn 9 :fi (z) = ('J= (L = 1500y n)}

z
1
¥n eifet, dens le cas contmdire, il existe un arc

anglytique issu de G dans ¢® sur lequel cous le3 _Qf___
) ‘bz.l

g'annulent (lemme des petits cheminp). Alurs pulsque
f(O) =‘- 0 s

f est nul sur tout l'arc et on &n adduit que O ntest pas un
point isoléd de ™.
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L& contradiction obtenus montre que O est un polnt lsoléd

. ~
de 37 (¥) . D'aprés 1a zemdrque 2 , B 1.2 , il exigbe k
tel que

3 DME  gonc A ¢ o

{ on EL(ZE’) .z dim Ji“; ) et par conséquent FC@ < oo

Defiuition 1.5
Al f e %n posons

| &
(B s dim g
Fie® "R TG +oRE

pemsrque +  J, (f) ne ddpend que de ¥ £(0) car I(£)
ost blen défini mod MF dds que £ est blen défini
nod, D‘r‘tﬁ*“*.

Boit

T i z € T 1) s Pezd > -.fk,-_-q'}

Nous allons démon¥rer le

Lomme 1.2,

1) p(£) est finl si et seulement s'il exists k
el que
1) ¢ Ay
2) A, o8t un sous~ensemble algdbrique de Jk(n,’!}
gui verifle

k- 00

(Nous mappelons qu'un gous-ensembls X d'vu es~
pace vectoriel Vv est dit algébrique fermé si

X .éxﬂ,_ouo,xn') = if,,‘(?}! geesy xn) 3 TEEE
socee = .fﬂl (X,‘ geeoy x]&) = 0}

0& i‘i(x1 geun iy J&l) Bont des [)Olynameﬁ‘:; (2.1 gee9 ’%) e v e
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Les sous-ensembles 8lgébriques fermés de V foment des sn-
gembles femmes dane uns topologie sur V qui s'appslle 18
topologle de ZAriskl mur V).

Demonstre Jion.

1) Bupposons que MiEd ¢ e s
BL oz = §% £(0) on & '

Pelor = ) € RO s

8% cn nrend k suffissmment grend par exemple k ) ).L'(f)
on & '

Hi(®) € Xk =1

Z¢Ak.

Réolproquement, supposons qu'il existe k tel que

leg.

3= £00) efi Ay i.e. Pi(2) € k-4

Donc, dens 18 sulte de k sous-espaces emboltés :
. :i-ck . k-1 " e
J(i) + o ; U(i} +mcn C_: 'y g_— J(i) 4'\3’[]?:11

il y s forcément deux soug-espaces qul ont uéme My (1)
¢ fegb-8=dire
31 £ k-9

tel que
3 <ML o a) ML
Done
a6 + M > el
&
et on appliquant le lemme de Na kayms on obtlent
J(xy DML

at enpulbe

N ¢ oo

{voir remarque 1, & 1.,2)-



a) .% egt un soug-ensSemble algébrique femé de

Skf;n.' “i}'._' pulgou'on obtient les fquationg de A, en annuleunt
sersaing mineurs d'un déterminant. Dons A, & un nomdre
fini de somposants irréductibles de codimension minimwz,

folens 2

b, = e nombre des composants irréductibles
de &, (ayant codim &, ).

4lors on &
#) kK {1 s & £ By
b) k g1, 8, =8 P hj;;bbl
3) ¥, 31 2 k ‘tel que ¢
ou blen & a
su blen 8y = 8y ot by > By e
Les a2sgertions 8) et b} gont fecile & verifier. Pour
démontrer 1'assertion ¢) i1 fant utiliser le lemme 1.1

et l%sgeertion 4) du lemme 4,2 » sffel , sl pour toub
1 % k 1ll&ssertion <) =» 'ost pas verifide, 8lors on &

@a K = & 5 . ot bk ) bl

pans ce o8, solént Yy ,.E.W_Ibk les c‘:ompoaants
Lrréductibles de codlm &, dene 4y o Alors
(T Yy yeee (M) Ty

sont des composants irreductibles de codim a;, da.ig 4y o
pone, il sufflt de déemontrer que

(Tl "1, ¢ &
qyes 1 suffizamment grend.

B eitet, soib  z.& Y4 - pfapréa le lemme 1.4



11 existe I tTel que
R(E) ¢ o0 o8 20 A &,

yonc, d'spres L'assertion 4) i lemme 9.2 , 1l exlsbe 1
suffiznmment grand pour que

20 ¢ &y
1--90 =
(T 1y ¢ 8o
78 contradiction obtenus affimme 1'ssgertior o).
Dos assertions &) b) o) , on déduit

codim 4. s CH ..
k2@ & ) N

Ma intenant, noun posons

3@, p) = Ma & (@, p)
Pkl

od 1'on prend 1la limits lnverse par rapporxt an syebeme de
projection N
1{'% s aha, Py e 5D, P) .
gL 1 3 k , la projascticn Ti’i; esh continie par
rapport sux topologles Qs #Miiskl sur I {a, 9} at: 4‘5}‘{(1199}0
Alors, on peut définir ia limi%e inverss #e topologle sux
3P, p) . Oebto topologls m'appelle la topologie de ZA-

rigki sue 0 (n, p). (C'est 1a sopoiogie 14 plus falible
pour qus les projeotions

Ty 5 3@, p) == 5(1, D)

solent continuas).

Un sous-ensembls X ds J% (n, p) est dit pro~
algébrigque B°il est temé dans 1la topologls de Zariskl de
500 (n, F)a

Pour chaque sous-ensemble pro-algebrique X dans

J®(n, p) , on pose :



codim X = BUp codim X
k

ol X, est la femmeturs de zarigki de ﬁ.k X dens
P, pd
Definition 4-6a

Nous disone que & & J%(m, 43 e3t “étemind
8 drolte 31

2 = 3P80) = im 3 £¢0)
ou f est déteminé & droite.

En posant
3P0, 1) = {5 € I®@D 5 za Ua 1O, §120) - 0
on volt que 3T (n, 1) est un scus-engemble pro-ulgsdrigua
de Jw (n’ 'l)ﬁ

Théoremg 1-2 - L'ensemble 4 dea 2z § J?(ﬂg 43

gnl ne sont pa? détamminds & droite @8t un sous-sazemble
pri-a) gébrique de codimension infinie.

Demongtration.

4. D'arord, nous démontrons que & a3t prow
slgebriqus.

¥ous avong vit (lemme 4-1) ¢
RO € 00 gy Sk 2 JR0) & by
Bnevite, a‘apres le thioreme 4.1 , on &
) k]
2o f 2 eadm 0y 2e P80, B < @]
n‘ﬂ'd‘"(&)' IP @, 1)
K k) MV Jg By ).

Mein 4, sont des sous-engembles 8lgébriquan far=
ués, Gone A sab pro-algebriqus.
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2) Ona ;
codim A = a}tslp codim A, =

(6'apres le lemma 1-2) ‘0

2. DEPLCIEMENTS DB GER(ES
'D'4PPLICATIONS

Nous commencercns psr considérer le probléms ghotei
dont nous n'dtudlerons que l'aspect local,

Roit

fsmmﬁf-»mp

rongldémnon 1 'application d f(e)"' {ef. 4=2. chap. 0)
algle) 1+ &N @ & ——p Bf
¢ » 73 ——p oz + B

pSfinition 2-j. L& codimension de T, notde G(f)

eat 18 codimension de 1'image de gy gr dang £ par
ltapplication d ¥g(e) .
Bolens

£ 5 N w—p
ast de codimension 8 ¢ o0 et I, secey £, une bass
d'un supplémentaizs de 1l'image de €N + &P ,
£, € oW, ) ¢ (L dyeeey 0)
On & ¢
Théoréme -4 (do Sergersert is) ) .
8L e(f) ¢ w , 1l existe un voisinage Wp de
dang Q% &, ) et une application ¥ 3
(o 's ]
@ v+ wp S E®x DIEf Ny piff @

8 e (Ay(8reee, ALB) 1 @y W)



186 ~

tel qua

. e
U & U 1 o8 = Y, +§)\1(g) £) 43

Remarana 4
ez g

c
L'enpemble L+ g )\i 2 ot 331 € R

apparalt comme une ssction transverse (ow une tranche)
§ l'orbite de £ sous 1l'actlon de  DAff N % Diff @ .
Alora le théoréme de Bergereert dlt que si g est asses
volsin de f , g est dens lforbite de l& ¥renche

c
£+ g )\1 fi donc cette tranchs esé stable localoment
(Fis- 29)0

On volt que dans ce cas, 1l exlsie une stiucture
localement trivials da 0P (v, FF) au volsinags de £,

g 20

Remarqgue 2
Dens le caas oi £ est nfinitduimalemont stable
YT Cw O on obtlent

8 = \’ygsfe(f;i
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c'est-d-dire g est dans l'orbite de £ , ce qul montre
que I est stable,

Me lutenant, rr analogle avec 1o casg global dont
on vient de psrler, on considire le dplulement d’un zerma
de fonctlon.

D finition 2.1.  Soit

, %0
s ®Wo s ®, o

un germé d'spplication. Un déplbiement dnl perme £ con-
slet: d'une 8pp.ization |

For @, 0% R —> & x (U, 0)

\ s

(. ,o)

{U voisinage de O dans l espa”e de pﬁrEmetres Eﬁ) com=-
patible avec les Ieullletages de la source et du bug ac -
finis par e prDJechOAB, p, p' et tel gque

!(E{n O)x{0§

Qe*initlan 2e2°, S~ L est la ueploiement ci-dessvg,
on se donne uil sutre espace de parﬁmetres- (v, 0') {de
dimensicn quglconque)ainsi ;u'une application c®

& i (¥, 0') e (U, O)

On-agpellexe deplolpment induit de ¥ par 1'appli=-
cation g - le deploiement G univoquemenu aétfini par le
disgrémne commutatif 3

¢ @, 0x 0" -—-—-—-—> B % (v, 0D

(v, 0! )"/

ia 24 .‘ j, ' _ ' --8

¥ @l 0y (U, 0) N w0
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# o - - 2 )
Dofinition 2.3. Etant donnés deux ddploiements
¥, & du germe £, d'edpaces de pardmetres (u,0) , (v, o")
respectivenment, on dira que ces déploiements sonyd 5qu1va~

lents (isomorphss) g'il exlste des difiéomo.phiemes Lo-
caux

H s @& ,0 82 @ 0 —p ¢, 0) n (¥, 0F)

H o+ (@, 0 @, 00 —3 G, 0) x (¥, oY)

de la foms
LG w) = (hy G, k(w) )
H'(y, W) s (b, (9) , k(o) )
od k est un diffémorphisme local
ko Uy, 0) = (V, O

tal que le disgramme suivant comuute

(& 0) » (Uy 0) =——ep &F x (U, 0

\M (U,0) w” ¥
H ' ‘E‘k é«? £’
k /f”f (v, 0" &

&, 0) x v, 0') ———3 W g (V, 0F)

Le but de la théorie de déploiement des gemen
df&pplicatlons est de démontrer que sl le germs f satig-
fait.& une ce-taine condition de fimitude (presque tou-
jours réallisée dens le cas des Tomotions, p = 9 (ulo
shdoréme 2.2 ci-dessous) 8lors il existe un dé-lolement
¥ de £ qu’on peut qualifier de ™versel" en ce Bens que
tout sutre déplolement st équivalent & un déplolement
induit de celul-id par une Q% -applicstion convenable
dang 1“éspace des paramétres de ce déploiement. Cn monw
trere que deux déplolements versels de dimension minimale
pont Squivalents ce qui définit & 1'éguivalence prés un
'déploiemént "universel".
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Nous dennons lci un théoreme de ce type dont 1a
démonsbim t ok (qui est assez longue) les lacteurs peu=-
vent trouver, par exemple, dans [17) .

‘Thdordme 2.2 .. Bolt
00
£ @, 0 —fes m
supposons que  fuf) ¢ 0 eb @y 1ero9 @) engendrent
23 . comme espace vectoriel réel (A1 n'y en 8 pas for-

(1)

céuent le nombdre minimum).

&lors le déploiement

F o (x,l"etchn ’A.‘ Joes k: e

k- -
—y  { £(x) *;'Ait?i (%) , j\ﬁ ,...,Ak)

ast versel.

Sn

BL 1, Py eeey @?H est une bage de s

alors F est ua déplolement universsl.

lelatenant sapposons T (£) o (voir Remé Tque
Bg ﬁ 1"2)“
Bolent 4, £, ;e.sy £, des générateurs de

én + Nous allons considdrer lo déplolement

(£) + &

R 2 (x'ﬁ pouvey 2%3 ¢ )'\‘i peasy ')Lk) tzz-smfja

k
——p  (2(x) + ZAi £,05) Ay eeesliy)
8l le gemse

Fos &, 0x GRSy 0)  memsd R g B

est stable, on Alt que £ admet un déploiement F stable. o

Théozéme 2.3, Le germe § est infinitésimelement
stabla,
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Démonstration i

D'apres le theoreme de p_répaiet.‘:.on, 11 suftit de
montrer que (cf: [7] ) | -

are, + Fop +Me, = g

L = &xx zmw.m?_

on identlfie 1

. k+1
1 &, 4 (%n-rk)
par le choix des générateurs
—'E—_—- . F s ‘3 F gre ey w-‘. F
y - ’ 3}\1 . DAk
‘ . ¢ D4
2. 8y @ (%m-k)
par le cholx des génsxaleurs
'-";Em" "tﬂﬁ.’ 3 B"— gramg & -
¥y T Ay Wy Mg
s k414
e By & cgk-@-‘i)

- ,
par le chokx d:s génersteurs

'Ll 2 seesy 3
Ch A 331 3)\];

goil
'(ggf.xi:\) o eve gk(xsl”a) )
¢ ’ &
un element donpe de GE. .

On est ainsi remené d chexcher des %, '(x, A,
Vh(x,?\) el @&ia(x,z\) tellep que (on 8 noté

F, = I(x) g Ay £®)
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( 51 (22) () o %‘%—.S*"’%fw--~--¥~@>\ b .t*'*)\\

—— o i o S s e P e i o -

01
. | "\ | |
u(ﬁxx)/ i \ _
i 0 1. §,,',,5m)/

P,

it

- ’a-_‘('dvﬂ

R B S ety e W

=

i

/ Vo (FCe)’ / F, (x,X) Cloo {ma}) + ? Akt (2N)
+ 0
i

n

!

!

|

I

K
' (t(r"m Fo(ﬂ)i‘) ™o (“l)‘) + % e Sy (2,0

)
%,
%

Remarquons que I

Ul ) oF 0500 0 + 7o + g Aoy

éone on peut supposer que
‘11(_3’(!."\) ) = ‘21 « congk

en renvoyant les ButTes termes dans le demier Yeme de 1%~
quation (&~=1).

Engulte, en posént
él(x' 0) = g’-(x) s (1 = Ogo; o9 k)

ol 10(3-9 0) = O io(x)
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On doit rémoudre pour M= « 2 Al 20

un systeme de 18 fome

‘éi('wf- ...... _%(2}1 (> ”“-. ) (2 &q z)
) - -2t gﬁ.&_;;,-_wf_)\ ,ff fL
= i T
S :’ jl
EI O . éﬂq.:'g(a}/
! -
.f(}t) Nep Cx,)
(J"‘m

-__-.._—n-«-—-..q‘es

el T S

|

I ‘\ ‘F‘-"') Ko (2]

qui s'acrit eneom

§ @ 2:_ S ) §y )
: g 00 40 4P, ¢ E@ A (D, (@)

t;ﬁ(;z) = § m_d(m.) Hlj f(x) ujo(x) (2~3)

1 & 3§ ¢ k)

Poson:

| o~
gm-j(x) = § n-u-j(o) M gm-;jtx)
& j(x) - §“3(0) + §j(x)
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Les équations (2~3) donnent en prenant

o‘j‘O(x) z O (= TQyoeey k)

2

i

oG+ §,,50 + 7y

d'ou 1l'on dédult

Fang @+ 5 = 1@ (2-4)
(car  Fo 30 = F 0 = 0

¢ v
An nésoud aloxs l'équat on (2-2) scus 1la forme

k ~
Y@ - g;fj(x) Eo, @ =
" Conné,
i1

x Z :ii SN NORE ORISR

K
“ ; £,(x) § ned 0+,

ce qui est possitle d‘faprés l'hypothésu
0o ddtermine en particulier _:lgn___j-(o) done ?3
pFr (2-4). '
Maintenant, en admettenc gu:
53 u -
@'{1 r'"' .4»‘\) = Q (i = %gu-‘og k}
(x'k) = ﬁﬁoo(x)

Op peut trouver sans di:i':t’iculté les autres temmes
@{’ij(x,ﬁ.) (i:.oeaoeg k' ;j:—"ﬂgo.og k)"ﬂ

Gorollaire 2.1 » 84 f eet un gemie verifiant



—‘]5;’;}. e

TCE) {0 Lou () o0 qui est en fait &guivalent)

Fﬁ‘est un germe stable i(cér dﬂns le c88 des gemmes 3 1la
stabilité infinitésimale est dquivalente & la stabilitd
(etf. {71).

o Autyement dlt, sk T (£) ¢ w , £ admeb ur
aéplojsment stable .

0o va faire maintenant 1'étude géomdtrique des cas
ol fﬁ-(f) oest petitb. .

8 3, WIUDE DES GERMES ¥ DE PETITE
CODIMENSIOR |

3¢1« Flimination des variables non significatives.

Le leume sulvant montre que dans 1°&tude des yemes
re&  tel que

L) = 0 af (o) = O

on peut 8¢ remener 8u c&8 oi il n'y & pas de terme du second
degré dans le daveloppement en serie de Taylor,

Lemwe 3,1 (de Gromoll-Meyer {53 )
gott £ i &, 0 —— B

un gemme de fonction tel que £(0} =0 , 4f(0) = 0 »
81
reng 4% £(0) = k

L1 exliste un systEJe de coordonnéees (yq-,.,e,'yk b Epaq 90

-eey %) tel que dans lequel f peut 8tre représents sous
1s fome

f (3’1 iooi’ yk ’ xk-‘”,i peray xn') &

= Q (31 gecey .Yk) + 8 (xk-a-'! yreay xn)
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a} 9Ty 2000y 3)
est une fome quadretique non dégéndrde de FAPRTRYS
b) ?g(0) = 0 et le gemme g : @, 0) —sm
est blen ddtemind , & difféomorphieme o 31 de
@, 0) pres, par le geite f.
Demonstmetion :

I. Cousldérons un systéme de coordonndes

X = (3.‘1 goehy %}
danes B . Boil

N = Ker a°t(0) = { X € K tel que
we B, &0 ¥y = 0}

Par lL'hypothsse, N est est un sous-easpace de i
de dimenslon n-k . Solt P un sous-espace de dimension k
supplementaire de N. Alors daf(o)'f est non dagénérée.
. b

Deng ce cas, on uit qﬁe l'application p 1 mn sy,
définlt un feullletage adapté a £ .

Plug génirel on & ls
Définition 3.1. On dims ju'une spplication (Loctle)
p ot H > wE

définiy pn feutlletage adapte 8 f sl

1) p est de rang maximum cn Q.

2) £} & en 0 un poinv critiyue non
’p Yo |
‘dégénér’.o

85, p définit un feullletsge adapté 8 £ on peut par un
chengement de coordonndes locales se rémsner au cas ou
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P T
Pt B ey EE

(x1 posne %) P—_"} (Ek'!"‘ L] .Kn)
Lenna ?_.3 H
g1 p définit un feullletage -~dapte & £, L'en-
gemble
W =4 x & i, x est un point critique de £ _ }
! ' o1 o)

oEt bu voisinage de O une pous-1ariété de dimension n-k
tengente én 0 8 N (fig. 30).

MJ’{(’)-.-. W

N P ()

pemonstration ¢

W est définl localement par les équations

LS L2
e I O seey = @
L& e

gui sont de reng maximum en O pér l'hy?othése. Dong

dlmW:: n-ko
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Le falt que W esb tangente en 0 A N est évident.

CGorollaire 3.4. L'sppllication g est définie par
8 3 N =% R
(Bgpqrenes %) > 8 (g 1eees ) =
e £ AP (g, e, 5,))
gg* de clésse g

Lémonstyetion. Il suffit de volr qae 1'application

, wer
(xk'-?'l sory Xn) —3 TS5 P f{xk*,i peeiy xn)
est de ciBuge 00 , ce qul est clair (graphe W).

II . Démongtietion de 1'sxistence d'une décom-
position.

si (xk-l"l geoney Kn) est assez proche de "(Ogiuo' Q),

PV (%4 1ee+s X,)  ©8t proche de p?! (0y00050) , 18
restriction 'fl 4 est proche de

P (R qoces®y)
£} . et dome T auva dreore
gp?‘(cguoag()) gp_"(xk‘s.}igeao|%1)

un point critique non dégénéré proche de (X, 4 scesr®y) & Ko
3%est le point "":&ire pt (xkﬂ peosy :tn) .

Donc 1 ‘'application

(g 000 Z) =P fip'1(fk+1eﬂ-°'xn)

ddtsmine une famills & n-k paremetres de fonctione de
Morse.- (tout est local).

On appliqQue elors ie lemme de Morse _'ﬁ param%tms
{cf, Remarque 2, 81.1) , il existe un changement de coor-
donndes dans [ 3
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W {1‘1 boeos Ky Fpq weeey xn) i
e (YLE i."."‘sa T xk-l"‘l gesiy X.,‘)

tel que dans le systeme de coordonnées (¥q vevi Ty o

Ky veeve %) T opeut s'ecrive rous 1a forme

f (y{ti sy yk 3 }CK'I'"‘ 9.5‘79 :&1) =
= qa (:)?q‘ greoy yk) + 8 (JC]_*,»‘ peedy xn)

&
ou -q(:y1 poe ;};"k)- 28t une Lforme yuadmiique non dégéném@a
) 9

at nia

8 (ogyq reves X)) = £ 000 P (g 0e 0 %))

egt 1a valsur au polnt critique de f[' > _
P (xk*ge“wxn)
Uo germé § ¢
g @“@n“k ey R

s'eopelle 1a pinguisrité rdsiduelle. Il est clair que

g0) =0, Adg®) =0, a%glo) = 0
(puisque £(0) = 0 , da£{0) = 0  reng d%£(0) = k ).

IIT. Démonstmmtivn de 1'unicitd de 18 singularité
résiduelle.

Cholsir une décomposition revienyu & cholpir un
feullletage adapté et Ja singuiaritd résiduells s'obtient
en regerdant les valeurs aux points critiques des restrio-
tions da f sux feullles.

Bobkt (X pesey xn) un gystéme le coordonnéc s
tel que dans lequel f est 1zpresenté sous la forme
k

£ = g + xf + B q secey X,



gonsidérons le preuler: feuillatage adspté & £
sonné par la projection

P ﬁk %.ﬁa-k‘ ___—) : m-n'-«-lt
(xa"- "’n) ? (xk*qs'“sxn) el (X ca TrTO9 %’1)

¢.neidérons une deuxicae deuomposition COTTEBPOL =
dant & un nouveau feillletage adaptd lonnd psr

p' i I e mn"'kiw (#ige 31)

4 couse de la trangversslite 4 N des fszuilles
de P' , celles~cl peuvent se reprérentar comroe des gréphe=

,ﬁmj'hMJ{mi”°”:%J = const
¢ fest-8~dire
BHE, geees By) (epq = Biyq (g veees Td oo
ey Xy “ by @ vieer 7))
g (Jgyq 1vo09 Ipnd o

gSolt
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gr L E(f x ¢ &, x est wn point crivigue

de £y }
!p'.1(p'(x))
Op dolt comparer g et g’ Qﬁ- gt est définie par

ﬁe(ﬂ;?k,,,og_ gosey V) w F ' ('Yk-r‘j seoss ¥) A W)

Peur obtenir .es équations ds W' on paremétre
les foullles comme ci-dosBus par Ky greny X o £T feut

dono chercher le: points erubtiques de 18 famllle de foug-
tlons Rk — R

{x" preey Ek) e 4 f (351 peeoy :I:k ’ hkﬂi"i (x1 gemey Ik_) o
de yk+1 goosy Eﬂﬁ (1:1 gesey xk) + Jn )l
On est doro remend & rdsoudre les &quations
¥z

bx, (g s0 o By o Byyq (g aeeey 2D @ Fiq 0 oo
seoc hﬂ {zﬁ‘ goedy Ik) k2 yn) o
n-k

g ( proeg xk k-‘- LY presy Xk)
; hb. 4 9 'K'i
R R A AR

-—-‘i—h;-l— (x1 pocay B) =& O (Lo 9,000,k)
d
En rem&rqusn¥y que
;i: '("q yoeos xn) T (F 2 %ge00,.k)
L Gy ey 1) e —SE g e T
}xk-e-j }xg-h'}'

( J L= 1’.‘-hg m'k}
cR o8 %



(i = 150909 k)

T hk+.’i (xa sves: X) 4 Tiea (5-2)

(3 4,000y n=Kk)

Done
k

gt(;‘fk+1 prevy yn) = gixﬁ 4 8 (xk+1 peeng %)

ott, les x pont definis psr (3-1) , (3-2) cleat-8~dipa

o

gg(yk+,i goe sy yn} & 84 (i:;%‘!'&i goesy xﬂ) L3 g:ﬂ {g(:fk‘&.‘”oogxn')ﬁ

. & )
ot B'(Fy,q secee Tp) o8E dquivelente 8 g(%, ., oosy Hy)

d*aprés 1a'remaxque 3 da 1la proposition 4 =2.
gnfin los applications ¢
¥, t BT e W'
(ipq 1e00s %) =2 P (Eq veros R N

&t 'P“ , eont des aiffeomorphisnes Locaux (car
W
-
B (O gosey V) rho w¢ ) donc Léapplication
P' 0?4‘ 3 (xk+1 geety xﬂ.) feme s meash
G“**“"—’*{’) P' (P-‘l(xk*,n' jReey %) n W.) = (yk_c.;‘ go ey yn)

oot Bussl un aifféomorphisme local de (¥ 0)

gorollalire 3-2

On & 8
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1 ﬁﬁ(f) L }"»(g)

2. g est détemind par son k-Jjetb » £ est Gétemminé
par son k-jet.

¥n effet, on remgrquant que

S a8
J(£) (11 ’ v X oo %xk+1 ’ ) %xn) @:}%ﬁn

J(&) (..__E._..‘_,,.,,_lﬁ_)eﬁm
bxm—‘l

on en dédult 1'assertion 1).

n-k

2. st £ F0) = 5 £00)

d'apres le lemme de Gromoll-Msyer, on doit &volr

Ty ae o X)) = A0 e B w B (g aeen B

]

QU
#F 50 = IF &0 -

Paré'hspothése or 8
E - = g
pift, . @F , 0)
ponc en constdérant le difféomorphisme W € pifiy . &, 0):
\.%:(x1 veros X o Fyoa seeoy xn) -

= (z,i giv ey xkg !-?1(115_‘_1 gewsy an poosy
se 3 ‘?n_k (rk+1 ‘peeeg %} )

(g 150000 W) = @

dvidenment on 8
f mq’ = f [ )
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fone, 4w point de vua do la codimenslon comma
de 12 détemm.nstion finile ssng restriction, on peut pupe

poser gue - d% £(0) = © .
I8 partlie quadsstiqus danae LY ddcompoaltion da £

n'sst pas importante pour la wature topologiqus ds 18
siogulerite.

Rema rCuonl gue chagus gewme & done deux invarisnts
ariériques liportents 1 le coreng n-k qul esb 1o nomb=os
des varlables figuvant dang la slagularitd résidvelle of
ls codimenslon qui est sa dimsnslcu diminufe d'uns unlté
3u déplolemsny universsl.

Proposition 3.4. 8L
~codim £ ¢ 5 od f @ fmg

84 2

Lemongbrética 1

ﬁtn

L'sspace vectorisl reel we  contlent Blzo-

mant parmi ses_géném‘ﬁ?eum Xy rvaoy z, s Do oplus, L1 ¥
M;uml monbmes distincts x, &y (L,F = 94000y 1)
5% seuiement n relatlons
' 3

cmmeiews g () oy woe mm;éfgw’ a O

x 9%
O on dédult qus

codim £ S a0 4 JL;(RJ_:“ T - (hgwr 1)

Hais 81 m » 3 cela lmpliqus
codim £ » 6o a

9%est 18 une des vemarques fondamentales de Thom
Aans L& théorle des catagbtrophes : les germes de petite
saddastsion ne ford Intervenlr au plus que dsux warisbles
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signiiicatives (les suftres variables rentrent dany ia
pexrkle quadratique}.

B.2. Qlagoification des gemas,

haovens 3.1s Bolt
Iheorens 3.7 -
f s (@ 6) ey B

f&O) fa] 0 deO) ] 0 &

Bl corang £ = 4 godin f = k

 Fi ]
£ o 2 g f 3 2 (k 2 %)

o & = &

Pucuebration i

oh &

D'aprés ic lomme de Gromoll-ejsar, on &
T

2 (:{‘1 pasay :ﬁ:n.) o E gi x? 4 gcx'n)

alagd = R + hix)
4YBE a2y 3 s b a%f foar @& 625%?).
Puisque Rty 3D = MY
&'apres 1a proposition 4-5 , on &
glx,) wo oo o
‘D'aubrs paxt ¢
godin £ = codldlg = Ee @ o - 2

iy
%

et on en d8dult le théoreme 3-5 en eppliquant le sozcllaire
%2 o
pans 1a suite, noue regarderons seiulemen’ led gemes
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da pstite codimansion i

K« 4 g(x) ~ x5 (pli)

ka2 gx) sy xt {froncs)

ka3 g(x) ra %7 (qreus=d ‘= ronde)
Ew & glr) sy x° {papillon}

Qoisldérons meintensni le cap ol coreng T & e

Lemme 3.2 Bl

cureng £ = 2 § f{0) = 0 b af@) a 2
L) , ) .
35 £(0) s g; %1 x% + 53(311_19 ‘xh)
ol g3 ¢ot Ll'un des quatze polynBmes suivants

e SN £ 23
, £
2e noq By
3a 33,4
& O

Demongtration ¢

D'apres le lemms de Groroll-deyer,
=2

¢ (3&‘5 sseey xn} c-J %ﬁé Eixf ‘Q'g(xn.mvii fn)

8Xyas ) = B3(Kyge %) 4 BGRy Z y
gsiggn -, xn)_ est une forms cubique
B (ke X)) € 3%,

On peut ‘de';co{nposex" 53(1’21-1' x,) en facteuss



=16k =

Limdasres sur @. Les quabtres ouy correspondent respaue
tirement & 3, 2, 1 ou 0 iscteurs lindaires. Par une
trensformsvion lindaire  g,(x, 40 X,) prendrs une des
formes deng la proposition, '

‘Thécrene 3-2 « BS0it

o (ﬁno 0) =——b |

I0) = 0 , af{) = 0
81
coreng £ = 2 codim £ & 7
of 8 i
n=~g

£ ;51 S ERCITES

oﬁ_ 'E(In__.‘g =xh) e8t ln gome d'un des pol_l,ynﬁlne!a anv wos i B

xﬁ-ﬁ X, 8 X, k p» 2) sodim £ = k
"g-ﬂ. -4 x;’ codsm £ = 5§
xg-—'!- +t Foq x) codim £ = 6
'tg-ﬁ '“g codd £ & 7

Démah'gt vation o

D'apres le lemme de Gromoll-Heyer

Ko,
£(xq pennn Zy) s g €y xg v (%, 40 ZyJ

Ensulte, i ubtilissnt le leume 3-8 on démontye
qua 3

1) 81 85(%..‘10 xn) L %_1 g‘ﬂ - 4 ,g
on & 5l 40 %2 = g‘;(&n_ﬁo £ I

2) CTO R PP S



on a 7
8(%, g0 X)) = ;ﬁ;{”;h +. xﬁ (k = codim f)
3) 81 E}Ixn,_pl ® Ih) = %xg__,]

ot codim £ 9

on & 1.
Tﬁ? -4 3_ 1:: | @i codms £ 5 5
|

"‘n-‘i”‘n)"i;"fzmﬁ T 4% n codim £ = §

kxg X.E codin £ = 2

Rous ne vérifions que le premier cas (le plus
simple}, et les lecteurs peuvent trouver la démonstretion
des autres oas psr exemple dens [1) [16) -

BS
o 2

850 %) = W ot %

J(g§33 = (2 xhl'*‘l X, o '%m,v’i 3% )

Dautre paért on &

| %sﬂ
’_‘g—*i = 'g“xna

R
c
A

2
Ena %y

Xnos 4p ® "3‘ *n -
- I 3.,
i 1. ] 1 - R
n o= %* %n b, A fiar -l OV T 3&‘,

Deng



- 18
M3 & K, ey + 7}

ou (en &ppliquent le lemme do Nakayams)
W2 G, Isy)

ab dfepraa le proposition 4=% g3 oot detaming psy mon
Z~iet, o'18t-8-dire or. peut prendre

s 5 e 6 )
Hema rquons Que JEns 09 048
godim £ = codim g2 = 3
Reuarqus 4. 8l 53 £0 ona ;
sodim £ = codla € = o0
& caume 4o i'existense des Yonotlons plates.

Remarque 2 + AL codan T » ¥ pay sxempls

godia £ &« 9 denc ce cam

6550 %) = Gy
(23 4}

. 1 6
8l g0 %0 = "“‘g-ﬁ "A%aﬁ"nfﬁxn

o &, B sont des constentes telles qus
44’ 298° 4 o.

imne, dens cetee, 18 forwe noxwdls ds g depend
continfment ds parsmetzes (de modules).

3,%. Dens la ezlte, nous considdrons guelgues
gerees de petite codimension, notsmment lew
troie ombilics de Thom 3

Qubilic hyperbollque
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g 1 (5 0) —>b ®
(X, 3) t=—3p =24 y> (= 24 xy9)
codin g = 3

ombillec elliptigus

24 4 (’Hay 0) ""‘“5’ R
(2, §) ‘ep x> =3xy° (& x? - xyd)

codim g = 3

ome;La peraboligus 3
g ¢ @3, ) =3 R
& 9 — Byt
codim g = 4

Nous sllons étudler wéintenent les déploicmanta
universels des 7 germes @ pli, fronce, gueus d'srende,
pépillon, »mbilic hypérbouque, ombllic elliptique et on-
bille psrebolaquc.

Pemarquong Que chécun ds ces gemessz est donnd
pEY L3 polyndue @iasi-homogéne, ce qui meatre que £ & J(f)
et done
) = pf).
| ‘Le déploiement universel de f est défini per
(ef. Théoremas 2-2) :

i Br 2 —» axr’

G-
(25 Agroeorlly) =3 ( £(x) + gki_ £,y Ay poie AQ)

J(£)

Nous obtenons ainsi 1s Liste sBuivante des dérloi




= 5D -

~amente universels (les coefficlents et leas sigues des
£, wniont pour vaison d'étre qus s commoditéd du caloul)

r’l) PLi ' U I B (JC‘,' s z"f,}\ )
eodim A

23 Bronos ¢ (ng é’%.p-'a}\ J Pl

s G0 Ay 2B ey 5 A A

godix = &
LOXARE = ‘ : g
3) uneue-d'swonds s (¥, ”& 2 \ o9 LY ) e

l*—&m:?‘ (x% i kﬁ x§ (?-Ei\“) 3!' é} &1 x, {;\11@ AE'A }

-9

godim = 3

8) papllien s {x, Ay, A 4o }:“*5’ I B

. - . 535‘ " -
t bt (XY % ;"&4 ¥ o+ Ay %7 % k?
i
Y

-@-\ék,a T, }ai . 3;"‘-39 }&59};34}
codim & 4
7 53 Ombllia hyperboliguw
(=, y’;\%'%a’g\sﬁ 5——4‘—*‘3—2;1 (;.;3 + y3 .
= 55.1 %o ﬁ"ua ¥ %ftj %, 6&;1{}?? 3\%}

goduy w B

1 &) umblliec eliiphique 1

- : \ : R
(ﬁ! .y,ﬁ"@, 4 ké’}:’ﬁ} 5“’“""“’?’ (33 ¥ T ORYT e
. v;) ' i 3 - a
»%1 x -}\2 ¥ +}s5{x“ + y‘i)g}t,l,kaw%}.}
ngKang - 2 oodist w4

73 Ombilic paraboliqus

godEw o
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- {x, yvhrphaths!hq) bt (xa J =+ 3“-&1 x
-Aa J +K5 12 +k4 ya 1?5-1!A2!A3ix4)

codim ¥ E3 &,

3.4. Etude gdometriyue des sept gemues précédents.
(Les sept cotésurophes élémentaire de Thom)

Renarque générale

Gonsidércns le déplolement stable

& n &, 0, 0) ~—E3y rxE

& (x,i pesey xn s kﬁ‘ sy Ak) =
)i
= (f(x1 se oy xn) *;j;xa l‘j (x'l poree xn) ,k1 90-.,Ak)

et Tr est la projection sur 18 deuxieae corposante.
(o falt la remérque evidante suivente i

Pour tout (x,l presy xn',-?Qq ,...,)\k) e B ;4, Rk .
réng dF(x,l',.»;,' X, A1._._..,}\k)‘ Pk

d'oh on ddduit que )'ensemble ¥ (F) des pounts cribiques
de F sont des points x & N U

rang di(x) = k

¢c'est-8-dire

i
T @ - 2w

n
ah  §T (§) est 1a streve de Boardman au symbele (m)
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n
wsis pulsqus F est gtable , 5 (¥) est une sous-variété

lisse dsng ¥ m? au vols'nage de (0, 0) {of. coxol-
laire 3-2, chaep, IIl)s

On remérgus augsl dua
(xﬁ g+ sg xh" .}\1i1§ﬁt')\k) @ E_ (F)

8L et Beules.aent si (Xﬁ,..., Xh) est un point critigue
de

X
mnsuite, on verifis facilement le

Lemme 3-3 o Bolery
K [ { (;1,‘!0@9 % 9k1300|g}ik‘} ﬁ Z(F) )

F E“' , n'est paa de réng méeXximum en ¢o polnt } o
FACY
4

) R i Qlﬁl yee ey J{n 9 ?‘l‘%,ﬂv-uogxk} .Efm z "F) ? ‘g'z(.ﬁ)

n'est pas de reng msximum en ce poind } o

H = { (X/i gty xn 3 h,l ouagkk) @ E (.ﬁ‘) 9 le Hessien
: o L - )
de ha(x) eat degerers en (x,,3 soe oy xh) }m

Alors 3
K = L = ¥

Définition 3-2 .

W = @) = Tw) c &

et appeld le bifurcation de la ramille de gemmes que Terré-
cente ¥ (berminologic de 18 théorie des cetasirophes).

D?aprés le lemme 3-3 c'est donc l'ensemble



= A ?}

BLL(H) = {.\1 ‘,,-.‘.,rltk; F,(x) & 8umoine un point

oritique dégénéré ssmsez voisin de 0 } .

3+5. btude do la bifurcavion de sepst categtrophes
8lementa ired.

1« PlL : On s

P s (R A)  ps (x5+lx,ﬁ\)

o .
‘bo = O E=>Z(E) ={(x|A);3321‘Au 0}
" _
, d ¥ L,
En éliminant x da —_—f -
mindnt x dans . o, W 0
on obtiant 3
B ¥ = o]
£ (o} "
®
£@ . 1
=
——
" » A
{ BfCF) |
Fig, 32

FOE W) o {Gpuh) ¢ Foax+Ax=0, 554X a0]

{(Fa.k) s 4 A+ 273’5 « 0 (cusp)
Fig. 32).

A, Hrongs 3 (On a

P (x, ?\1. }\a) B e 4 (xq' + 4\2 x2 + l\'.‘ x‘, )\1. \?_)
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3F

0

= A — E: (#) agcx,;\v,\a)s 4 x3

+ _2_32 X 4 A‘i = 0.

¥y ¥
# , g
- BEn ellmlrent x deng ‘ng-fm m Gy mmgu o O

on obtient
BE® o« { (AaAp 1834 29A2 o o'}

FO (M) = { C?!‘GJ, )&,ig)\a) t b o= x* o2, x® +r\1dx

e

S B
437 ¥ 28, xR, & 0

t‘,w.

(queue~d’aconde) -~ (#ig. 33).
. ‘#M i

fiﬁo 2}
_ Wiete-d 'a rondes
F (J_(F) ) et le changement de
Torme de F_(x) -

‘3. gueue-d'aTonda s




= VY
Py (=, A;a# P 2y Aﬁ}

B wrmi m-:;_"

% 5 k} x° ¢ Xa o &
aE,

v Ay x,}.,], Agr As)
ox

= O m@ E::_ (Fy { (_X., R’l'kzgxa)siﬂc

4
,3,3?\‘%x2+2.%2x+}&é = 0 3
B;?’YE; = { {\;\1’}\-29}\5) 5 5 xu‘} .3}\:&5 X

*

2. ,% .
5 aﬁzx?X,‘ o 0

20 %2 + 12 X, X + 2&2 s O
(g4usu -d‘sronde

< Flge 34

Cos

j

A
)
3 A
4 &
4 ; £
Y/ ;
Moo
/

C[ueué.- dlarorde

5*”:&1&9‘! de. BLf(F)

4. pepillon

o
Fy

: {x’;\ﬁ'ka".)\j’?‘l#) e (x6+33«4_x 4-_)13 2 4

e Ng 2 Ny X Mgy Ry Aga Ay
e B L w O -z—--> T (F) s g ta, 3\13 g’u“uav }\3' }'-q)
B

¥ why X ey = @}



176
B{f(wy = { (_R,‘. )\2, 3\.,5,'}\4} 16X+ b A, x3+3/\3 x® 4
+212x+K4 = 0
30 x* 4 124, x# -«-'GA‘5 e @A, s O }
BLE(F) est contenu dins R .

On 8 des asections sulvantos de BéE(F) (FLge 35)

M M

Wkia b

}\a, {O
)\3 =

3 )

5. L'ombilic hyperbolique s

¥ o5 (%, Je).:n}\avv,\ﬁg frercarsenth (x3+:y'5—A1xn

TLes iéquat_a.ona de B“(F) a'obtiennent en éliminapt
x, ¥y dens les équﬂbions sulvantes 4

--?--{Q- T Q N j«iﬂ— 83
Px dy



e e e g et

N2 2
¥ x¢ Px d y
Det { i s o
’baFo 3 F
?3553 'Bya

¢ ‘ggt-d~iire

Ag © )\By-a-jxa

)\"2 = )\53{.-}532
X'g 6 Xy

Intersection de Bif(n) avec un hyperplen
Ny = const (Fig. 36) -

Flge 36

%o L'ompilic elliptigue

ot (x, y,)\dgkz.)\s) s (x}-— 5 xya-—&] X -
- ;\2' y +..}\5 (x-,a_ + ya)_, K,‘,' Aa,'_XB)'

Les équations de B{f(¥) e'obtiennent en gliminent
%, y dens les équations suiventes 3
)

) ; 2 -
k“ - 23A3+ j(& : y:_.
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A§ = 9 {2+ ¥y®)

Interscction de B%(E) .ve¢ un pilsn A 3 ¥ 0 Flgs 3.

£l x

Yo Qmbilic paraboligus 3

& 3 (xt ¥ }‘19)"2!';\59 ‘\4) '-_'-') (xa J o= 34

: 2 2 :
- h‘l x -;\ o+ }\5 X +>s¢ <, hw}gg,)\ﬁ,a\!&
Lea $quations de BE-:?(E) dans :R“}- £'obtienficat
sn éllminsnt x, y dsne les eyuabions s
2

}‘a = 23A4*I 5

+ 4 F
7 +ryp {652+ A - 2 . 0
Intersection de Bif(.?) Bves Un SGUS—-eBPEGE

kq' = ronst , }\3 2 const

(Fig. 38)
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As
Ve N\ /
\% .
. . by ;
]M |
/

l N Yo | \\ﬁ:{#/ |
! O '(f\q <%A:

I }\5. :Q

g, 38
(voir (7] <chap.4 pour les sutres c8B)e

. Rem&rduons que
2'&

. 2
I OwmC 2w

est 18 courte déiinie pér les #quations

> @

i

- 2
dE, 8 N %, ¥ 5, .

()
mecsemaiie 5

Dx ' ;by' * 'sz = .szy = Syi c

" N, = @ (e

Xa = 2yxﬁ*x2 + 435
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i
(=

3-&--'1\3:05 X .

§ 5&'3“\4

_r
W2~ () ams ®* ost 1a courbe définis par les
équations

}‘,i - 0
4 = - 6&?
4
Aa = - "3- X#. Aﬁ
) T—Q,’ﬁ ,191 -
Un caleul spalogue mortre que  JF_ - (&) (femmetu=o
2,%151,1 '
de S (FY ) esb la courbs définie par les aquaticns:

-
}%j'? = - 642 y"

Xg = w0 :Y}
.}\5 = -5y

)‘Ag. = 10 .Ya
2

¥
i

iy

(xXy 0)

: ER P |
L'iage N (Z Ty ) dens &Y est donnde
ps 1 les equabions i

Ay = _gg..kg
Ry = 3‘;2-
Remé rquors que
__.2’1’1’1(3") N Za,z © - o

est un point ombillc hyperbolique , tendie que les autres
22 |
points de E (F) esont des ombilics elliptiques &l
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)\5 > 0 et hyperboligues si )Y 3 < © (voir Fige 39).

. l"lﬁ . .22

Donc 1a bifurcetion dens &' du deplotement de
1’ombilic pareboligue nous montre Que la stretification de
Thom~Bosrdmsn est sncore 8ssez grdssiére et 11 faut reiliney
pour obtenir une bonne stretiiication.

Berarqgue : On & démontré (cf. 1] ) les théoreusa
sulvents concernant 1’tude da l'ensemble B{,i.?(l’) pour les
germss cousidérés dans 3-2s

Thoreme 3-~3. L 'ensemble

¢ . B
@Bt un espace E-i.’len_bqrg-'maglane' Loes
W, (& - B ) = o
avee L 9 2.

sott P un groups fini engendré par les rétlexions
de H per répport 23 quelq_ues h.yberplans.

L@ complex).fa.csmon de l'act:.on de D sur &
donne un groupe Tini dsns d’ . . Boit X l'ensemble de G:“
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dont 1'orbite aysat un nombre maximum de points. ¢n obtient
% en enlevant guelques hyperplans dans ¢o .

Déf'nition. Le groupe fondamental de 1'esptce
%1 o8t appelé le groupe de tresse B(F) de '

o@® = M)

Théoreme 3eits

W, (¢ - Bg2(H) ) = B(M)
ol T est le groupe de Weyl correspondsct ‘Ek 4 Dk. N EG "
N 0 - B,,(#) est homéomorphe & X/P .

Congidérons maintensnt la ‘f‘i.bra"ﬂ:ibn sor ¢ - Bﬁ(.ﬁ‘)

dont la fibre Vy sur A e o - Bftf(ﬁ‘) est 1luyper—
surisce dsns ¢° dérinie par 1'équition

J-?O (K;A) - 0-

Théorets HeGa V) @8t de type d'homotopie d'ug
bougiet de it sphéres ds Gimausion 'n~1 .

{‘,6\“ QP‘-—-@“—'—%—"-‘-O‘

- .
I

Fig, 40

A titre de ces spheres, on peut prendre das cycles
évanoulssents de Pleard-Lefschotz (3] . De plus, & =
e3t impsir, on peubt cholsir ces k cycles tels que leura
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indices d'intersection solent donnés par les dilagrammes
de Dynkine (voir fige 40).

lcl, chaQue point est un sphére (générateur de
by, (V) )+ Les indices d'intersection ds deux sphéres

o ot ? sont g
(&, ) = (-4)° 2
(. By = T
Bl = et ? gont lids par un segment de droite, et
('«x,?) = O
danz le c8s8 contralre.

. Les lecbeurs peuvent trvuver les sutres résulteis
de 1 '&tude topologiyue de 1'engemble de bifurcstion dang
les trevaux de V.I. éinold, &. Phea ; D. Siersmsd e%
dlaubres.
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Bou.l‘baki Na
Golublitsky M.

Guillemin V.

Gromoll D.
Meyer We

Malgrénge Be

‘Malgrange B.

wather J

mMather J.

Ar—

Formes nomales des fonctions dsme
le voisinage ¢~g points critiques

dégénérés, Groupes de Wevl QK,'Ik,
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TRAVAUX DB THOM BT WATHER BUR LA
ATABILITE TOPOLOGIWUT

D8r Alain CHENCINER

gemina 1ye BOURBAKI,
256 annee, ,1972-7%,
No 424, évrier 1973.

1. Introductirn.

Il s'agit de la et8b3lité topologique des

spplications C® d'une variété ¢ aans
une sutre, plus précisement de 18 conjecture suivente s
les applications topoluglquement stables Ioment un ouvert
densge dans 1 'espace Cﬁ (K, P} de toutes les applicstions

propres G de 1a variété N dens ls voridtd P , muni
de 1la topologie fine de Whitney (les définitions précises
sont données 8u paregrephe 2).

Thon & donnd dsns [11] et [13] les grendes lignes

d'une démonstretion directe de 18 deansité dans ¢ (&, ;RP)
du aous—aspace des spplications localement topologiquement
stables ?;aather asqulsse dens {61 une démonstration . du -
't;b.eoreme glohal lorsque N est compacte, basée sur le mdme
outil. (iLa t.leorz.e de Thom des morphismes stretifide saas
écistement) aais faisant jouer un rdle particulier & s&
caractérisation des spplications différentiablement stsbles
(voir [3] et [14] )o C'est cette ddmonstretion qui est
exposée ici.

2. Définitions et resultats.

N et P gont des varidtés ¢™ de dimensions
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respectives n et p g3 oF (N, P) est 1l'espace des

applications ‘c°° de" N dsns P, muni de 1ls topologie
engendrée par les ouverts suivents

[t e ¢®@, », s < v,

k ex_it;Ler, U ouvert d. l'espace des jets Jk(NDP’) } $

ce demier est muni de 88 topologle nsturelle de fibré locsls-
ment trivial sur N x P 8 Iibre Rq (vorxr 4 ).

aﬁ”r {§,P) est ouvert dens O ®,p) .

| Soit  BATE(F)  (wesp. Homéu (N) ) le groupe
des difféomorpbismes €™ (resp. homeéomorphismes; Qe .
Le groupe produtt:

D = DAff (N) x DLff (P)

(vresp. H = Homéo (N) x Homéo (P} ) egit zar o (%,2;

(resp. asur L'ensemble des spplicstions continues de N
dang P ) par

'(8, h) f = '.h o T ;-.8n1 o
2.1, Defimiticn.  Solend
£, £ e ¢®@m, P)

f' a8t dn‘:n.érantmblémenu (resp. 'topologiquemant) oqui~
valente 8 £ 3i. f' est dens l'orbite de f sous 1'azction
de n (I‘esp. H )o

2.2, Définition.

f ¢ cw(ﬁ,?). est dim’férénti.ablament" _(mesp_._
topologijuement) stable si 1'orbite de ._-f sous 1'action
de D (resp. H) contient un voisi.nage de f dsns
o® (¥, B) .

: 2.3'.__ Thé_oxféma.

Il existe une nértie " de N x I (8ppelée par |
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Mither 1é “nice renge” ou "bon domaime™) telle quo

(1) 81 (au,p) ¢ N, les spplications difierentiablement’

stables forment un ouvert dense de ng, ¥, P).

(iy) 81 (@, p) ¢ _,!f\.g 11 existe un ouvert non vide du
og’i, N, P) formé d'eppl.cations qui ne gont pas duffe=
rentliablement stables,u_

2.4, Theoreme.
8i. N est compechte, las applications topologigua-
ment f“8bles forment un ouvert dense de C° (i, ?)on

L& démonstration de ces théoremes comporte daux
réductions succeesives, des fonctions aux germes (ou plutdt
sux multigermes), puis des germes aux Jets (comparer & [14]).

Bolb
&, p) ¥ &

l'espsce des Jete en O de gommes d'applicstions ¢® ae
(&, 0) asne (*F, 0)e Alors €, p) B'identifie natu~
rellement & la fibre du fibré J(N, P) ——> B x P
la groups structuxal de ca fibré est le g:m;pa_ .,is‘k defind
gu paragrephe suivent, Chaque p«rtie Y o T (a,p)
invariante Bous l'action de Ak engendre un soUS-LibIe .

k-
Twp 0 T@®, P

Le thdorsme de tensvsrsslité de Thom (wodifié
légérement dens [3] pour s'adspter 8 la topologie de Whitauy)
montre que le théoreme 2.4 et ie (i) du theoreme 23
déecrulent du théorene suivant,

205s "I.‘b.éoréu.s -

Tes entiers n et p dtent fixée, il oxiste un
en’ba.er k,um aousuensemble alyébrigue formé zk de

b (n,p) ins 75 rhant par Ax et une stratificdtion ds
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Waltney {voir psxagraphes 7) sk de J(n,p) -3 inve-
riante par Ak 8yant les propriétés sulvintes i

K
(8) codt 37 0y m e s n'a qu'uz nowbre fink
de atrates,

{b) 8L N est compscte et 8i £ g GO(N, P) vérifie

k
g Frw ) = B,
W,

(b,) f ast multitrensverss par repport & la
| -x
. : ~K
st18 tiZhcsvion s;’§ §o 35@,p) - >
deduite de sk‘, alors £ est topologlque-
ment steble.
(o) 8.  {a,p) & H' (bon doméine}, on psut prendny
Pl
K = p+4, et choisic = ot P de

Tagon 8 rempleoer la concldaien de (b} pBX 3

Wi set aitferentisbiument stable” , -de plus, on
peut rempiscer l’hypothess "W compacte" pisx 1'hy=
pothése "I propre” .p

Une application f satistaisent (b)) , (b)) semm
dits générique (8%t (u,p) g,‘jf ; on supposexs {c}  ré&~
lisé). On &

i diff, astabls sms——med, £ tiopol. stéble

gﬁ

g\
81 (n,p) & 2 ' \%_ £%§%y 81 B compacte
et ¥ propre \\\ N V

f génerique

Bien entendu, 18 transversaliteé ne¢ se conservani
ps @ per homéomorphisms, Les applicativus topologiquomient
stablen w ot sucune raison d'étre géndriques 8L gens pré-
cddeat, F2 la damonstration Ju théovem. 2-5 , ou dadult



- 188 -

pour les applications géndriques des propridtés locales
tres foxrtes . 8L n et p sont Lixés, Ll existe une
liste finle do gemmes d'spplications

_81 g (lﬂnv 0) —> (Rps 0)

telle que le germe en un point quelconque de N -d'une
sppiicstion générique soit topclogiquement (re: s. diffé-
rentisblement, si  (u, p) € I, équivalent & l'un des
gemes de 13 liste (léquivalence des gemes se définit
de ménlére anslogue 8 celle des spplications). «

Si L'on pense & l2 pathologle que peav(nt‘pré“
gsenter les applicttions dm’ de mF dens EP , méme lo-
colement (limage réciprogue d'un point peut 8tre un ferme
quelcongue de Hp), ‘on voit que de lels résultets de geé-

néricité sont précieux,

3. Rappel de resultets sur la stabilité
diiférentisble.

Je reppelie ici les premiers traveux de Mather,
en p_ﬁrti._culie'r 3] , dont une partie & 1ait 1objet 4'un
précédent exposé (voir [14] ). 8ur l'ensemble des germes
d'applications ¢ de (@, 0) dans (¥, ¢) , on fait
sgir les groupes sulvants : '

R = germes en O de diirtéomorphismes ¢® de (dlu_ 0)

‘T = germes en O de_difiéoﬁdrph;snea 699' de.'(ﬁp; 0)

co

¥ o gemes en O ds di_téomorphismes G de

(' x &, 0) dele fome (¥ =oal &), by 2,
o} g représente un élément de R et, pour tout x ,
h, repréeente un éiément de L .

A‘- = RXL »

On & des inclusions de Bous-gIOUpEs i
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R o
T,

L 6{’/a

L'action de K s8sur un geme est définie par
[¢.1] (0 = 8 0£@ET@ )

‘ On en dédult une action ¢® dau groupe de Lie
K- des k-jets en ¢ d'éléments de K sur la variéts

&m, p) ¥ .

L'orbite d’un &lément de J5(n, p) est donc
l'image d'une varidté lisse par uns immersion injective j
en fait, c'est mdne une sous-variéte; 18 méme propriete
eet valable 81 on remplace Kk pa8r le sous-groupe A
(voir 3 , 81).

On & déjé dit que Lk n'est sutre que le groupe
structural du fibré JIF(N, P) —s Nx v - 1la décom-
sosition da la Tibre Jk(npp) en Kk-orbltea fourmnit donc

une décomposition de l'espace tot 1 Jk(N, P) en sous-
veriétés, sppelées par Mather les "clesses de conbact™.

La decomposation Je 18 fibre en iEorbites redmne, bien
entendu, la déccmposition de J“(N,P) provenant de l'sction
gur ¢® (W,p) du groupe

D = Dirf (N) X Dixx (P)o

¢

8. = 28t un entier positif, on aéfinit _J (N,2)

. r
comme 1°image résiproque par
r
T - . T
nE . [Fam] — &
du sous-espace

87 L Gy seens %) € NT, % x5 pour 13k

. . . V¥ .
B particulier, ,J°(N,P) s‘identifie & J (N,P).
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A une application f correspond une extension
g 1D )
(voir {3} , BA1).
L'sction diagonsie de D sur c®m , i") i
indult une action sur rJ‘#(N, P) dont les orbites sont

des sous-varlétés. De méme, on Aéfinit dans Jk(n-,p) '

une partition en classes de contact qui sont des sous-—vari~
etes - (voir [3] , B 4,

La traductlon giomdtrique de 1'équivalence enbre
stabilité et stabilité infinitésimale (voir [3]., [14]
ct le p&*vaumphe 5) eaf le théoreme sulwint s

| 3.'1'.' '.l‘heoreme«, '5011-.:
f é: (N,-'P)
B T % p+1 et k ; p , les propriétés suivantes
sont équivalentes :
(1) f est d-ifféreﬁti'ablement stable ;
(iL) r,]kf 7 est txana%rse a chaque ‘orbite de D dang
Jk(N, P) ;

(is1) -rak f ‘est trans'\rerse 5 chaque classe de contact

"'::'Eﬂpoelons qae 1a uzansversalite de ,j f sux
classes de contact dans r.tl‘k(N P) eQuivau.t 4 la multi-
-tmnsveraalite de ;ikf &UX c,lasses de contact dansg J'k(N P),
ot est-a-—dire H 1a tzaneversante ;iointe & la propriété sul-

vante ‘¢ ._.‘s-i’ ._t & r; ‘sl x1 pesey Xg e N wvérifient

i(x1) = [y l.== f(xt) = ¥ !
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si Ui désigne 18 clagse de contact de jk f(xi) ’

i

i ¢ L &%, ebsl g désigne le germe en X, de 1l'ap-

=4
plication (jk £ (U , les gemes B seovs By

se coupent en positica générsle en y . (L& méme inter-
prétetion vaut, bien sur, pour les c.bites de D)

gpmmentaire sur 3.1.

Les ilplications

(1) == (1) === (111)

sont claires, la premiére & cause du théoréme de trensver-
salité appliqu’ & chsque orbite, la deuxiéme parce Que

B o aF.
L'implication profonde est
(113) moemd (1)

qul se décomposa en (1i1) ===¢,;f est nrinitisimsle~
mant stable nmu% (1) , chague etdpe utilissnt le théoreme
de prépastion diirérentiable (wo'xr [14] et [15]).
pemarquens aue (i%) et (iii) fonb luntervenir
un nombre non dénombrable de conditions de txansversalité 3

cecl expliaue gque 1la' stabilité dirférentisble ne sclt pas,
en générel, une propridté génerique.

gntin, (ii) est ie condition de tyansvergilité que
1ton attend, aiovs que (i) est celle &vec lagualle oa
peut trevailler.

4, Que se_passe—tFil dens le bon domsine ?
(voir [3]. B 7).
8oitb

ﬂk(n- p) & J:_K(Xl’ p)

1z réunion de tous les modules d'orbites de g 5 pivi
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précisément, 1iensemble W, des éléments de (n,p)

appartensnt & une orblte de codimension 3 & est un sous-
ensemble algébrique fermd de

"Jk(ns p) =g ﬂqi

*“? F
on note W, 1la réunion des composentes irréductibles de

W, de codimension ¢ s ; la rérnion

s
A'n'k(n, P) = U w

sy0 °

t

de ces vompogantes est 1e plus petit sous-ensemble al EHrde
que ferm3 K‘k invariant de Jk (na p) dont le complémen-

taire ne contlenne qu'un nombre fini de KF-orbites. Solb

eli_(ri, p)

-k ,
codim [ (n, p)

et solt
. k
¢, p) = iﬁf (n, p)

(i1 est clair que G.k < 5--1 sl k» 1). Le bon do-
méine est défini par n ¢ e&(m, p) , ot o6t détermind
dans [4] . 18 densité des applications d’ifi‘érentiab_le'menﬁ
stables dans ce cas est alors une conséguence immddiate
du théoréme de transversalité et du théoreme .4 . Par
contre; le (1i) du théorsme 2-3 est loin A'étre immé-
diat (voir ['3] .- 88 9, '10, 11) Le premier exemple de
couple (nm, p) ¢ N & éd donnd par Thom dsns [g]
(11 s'agit du cds n=p=5>, & 3 4 ; dans [16]

un exsmple trés intuitifl moutre que (9,8) 3 N
Par ailleurs, on voit gque, dans le bon domaine, 'le

théoreme 2-5 est une conséquence du thécreme 3-1 3 on
peu‘t: prendre k = p+1

+1
5~ Pt
= Ti'*(n,py

+% X
ot la stmatification de JP""‘ n,p) - f - par les KP*1-
orbltes,



w197 =

mm dehors dv beu dom8ine, oh ne peubt pas éviter de
rencontrer 1 k(n,p) . ciest-8-ulre des femilles continues
d'orbltes le Kk; o0 essdle sloxs de_mssembler ces fa~
milles d'o.biltes en stretes ¢'équisingularité topologiguet

génériquemnt, k f{}) sers trensverse aux strates d: la

k
ptratification corregpondante de Jk(N, Py -5 (maie
L.p
pas sux . lasses de coutact incdividuelles).

5. Les appiications T. 8. F
(ou de type singulier fini).

Disons , tout"@.e suite, que ies upplications gé=
nériques obtenues au théoreme 2-5 seront de ce type.

I). faut reppeler 1a notion de stabi.n.lte infini-
téeimale (les notations sont celles de Mether ot differént
de celles ¢z 414 ) i Solent

() ¢ 7 @) =——3 TP)

1tepplication tangente & £ , &(K) (resp. &({} rerp.
3(F) ) le module pur ¢®(¥) , reap. ¢® (p) ) den

gsections G de T{N) (resp. fﬁr(l?) , Tadpe T (P) )
at

tr 1 @) —— 8{T) ,
£ oy e®) ~——3 &)
1es applications definies par
E{E) = T(£) o &
w I( Yl) o i .

Mather & montré (voir 14 ) que f propve est difiéren~
tigblement gtabla si et srwulement sl alle esat intinité~
simalement steble, clest-a~dire si

sf( o)) + wIi( 8@ ) = &F) .
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5.1. Définition.
£ ¢ ¢®w, p)

o8t dlte T.8.i. &b O(f) / tT( &(N) ) est un O® ()~
noduls ds typé_f'inL pour la structure définle via

27 69@) — ¢ .
,Remaﬂu.eﬂ. 3

(1) T*eppelons que 1'ensemble critique 35— (&) de
f est L'ensenbls des. X ¢ N  pour lesquels

Ty i n est pas spurjective 3 il est clair que &(f) /
/ t£( @) ) , qui est un ¢% (N)-nodule deé type fini, est,
en “alt, un ¥ ( 37() J-mcdule de type fini; on va voir
que les @pplicstions T. 8. F, sont exactement celles pour
lesquelles -Q_m( S (f) ) estun ¢% (p)~module de type
finl (8 6, remarquel.

(':11..)‘ VL'anal_o@ue de la prop_riété T 8. F. pour

| les gemmes est d'svoir une K-codimension fi-

nie (volr plus loin la caractérisatlon locale des appli-
catione T.L.Fe) § cr les germes de K-codimension finie
sont exactement ceux qui s'obtlennent par changement de
base 8 partir d'un geme stable (qu'on peut congbruire
explicitement : . volr 2 ). L'intdrét des applications
T.8.F. est de verifier une propriété globale analogue.

5-2. Définition

On Appelle.ddploiement de £ un carré cartésien

jane lequel 1 et j sont des plongements ¢° , et f
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une application ¢® trensverse 8 °f
- Qn dit gue £ admet un déploiement stable si I
eg‘t atable,

5-3. fThéoreme, Si £ est To 8. F»
un déploiement infinitésinalenent s ible.p

, £ admetl

On verre qﬁe la réciproque est vréie un peu plus
loin,

Esquisse de démonstration (d'aspres [7}).

Le premier pas est anslogue & 18 construction
dans (2] d'un germe stable ayant une algebre locale donnds
(qui n'est auire que 1a construction du déploiement stable
d'un geme de K-codimension finie). 81 U est un GP(P)-
module projectif de type Tini, et 81

0O : oe® @ v —s o) /el e 2
o5t un morphisme de ‘G@TP)-modules qui eterd
wi s e®) ~—— o) /tf{ e¥) )

(Léger abus de notation), il existe un ddplodemert (%,J,4°)
de £ qul vende cormutatif le diagiomme suivan® s

6F) ® U — s o(£) / tE( M) )
ot “l B Hz
oP) ® @) —Es e(EN)EEEEN) @ 6% ()
(") D)

c® (W) (resp. CP(P) ) estwm c® (') resp. CX (@) )=

mbdule via i (resp. J} 5 £ s'obtient par composition
el pagsage au quotient naturels a pactir de Wit {on ne
regarde que ce qul se pasae su-deseus de L&Y et J(®3 ).

B est toujours un isomorphisme 5 csuse de l'hypothese de
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transversalite de £' ot J o

Pour avoir un lsomorphisme tel que o 11 suffilt
de prendrs pour P' lespace total R(E) d'un £ibré vec-
toriel £ sur P dont le module des sections est iso~
morpha 8 U . Il feut maintensnt définir £' pour rendre
1o dlagrsmme commubstif s on présenve U comme facteur
direct dens wn O%° (P)-module libre de type fini V (ce qui
revient & regarder ¢ comme sous-fibré de P .x R ) et

~

on prolonge (L en 2

oP) @ V 3 e(f) / Ll eW) )
soit W um volsinage de N x {'Oi dsane N ¥ Rt et solb

LY

£f i U —> Px B

1tapplication définle par
B
2 . .
f (=, Mgfeeos u.) = f{x) —-E uy qi(x), Upgo o p.b)

. . rd
(e, est un éLément de &(f) relevant 1'image 2 vy)
du généreteur v; de V qui correspend 4 la section
copstsnts £ p——p (x, i-2me vectsur de la bese cenonique
de B : cette formule & un sens 4 conditilon d°identifier
un voisinage de 18 section nulle dans T(P) &avec un volsl-
nage Ge la diagonsle dsns P x P (on choisit alors WU en.
conséquence) s

L application %, aingl définie est trensversale
gar P QO et donc duss. sur un volsinage v de P x ©
dans

R(E) ¢ P x B .

Lfapplication
Tk G TNY) s U

vépond & 1a question & copdition de prendre pour i (resp. J)



197 -

L'inclusion de H x {0} Aens
"
f-‘l(o) = N?
(resp. 1'inclusion de P x {0} dans V= P").

Lang le cas ou £ ast Te£.F. , on peut done
trouver f' telle qu:> £2  goit surjective. Jne appli-
cation £' ayant cette propriété est dite par Mather
"infinitésimalamert stable su-dessus de J(P)".

| En se restreignant au besoin & 1'image réciproque
d.‘u.n,voisi_.t_laga_ de Jj(p)  dang P' , on psUt supposer Que
la reatrict}ion de £ 4 > (f*) est pmﬁ:e; on .montre
alors qu'il exlste un voisinage P"° de j(P) dans P' tei
que 1a rertriction "' de f' & ' '
Nuli' = fa'_"](Pnl)

8oLt infinitésimslement stable  (l.e. WIM' surjectil).
Ls point fondemental est 1texistence d'un voisinage P de
j(P) dans P' tel que la rectriction f* de £' &

N_fl . fl""(Pu) :

solt T, 8 Fo 3 gréce & la proposi,ti.an 5=5 , ‘ce msulta‘b
de finlvude decsoule du theoreme de préparation euffépeati-
able, et plua precisement da corollsire suivant _appli.que au
falsceau da O™ (A *)-nodules

o2f) /e ovY) )

. Qf’"(n') = fﬁis_ceavt_ﬁe's gemes de fonctione c® de
N' dans R , (f') = falsceau des geimes de champs de Veoc-
teurs su-dessus de L' , 66C eee) ¢

| 5—4. i méorémé.- goit A un faiscesu de cw(N')u

rodules 1ocalement £ini  (Loes localement engendre par un
nombre finl de sectlons)@ 8l ia mstriction de £* au sup~
port de A est propre, si ls 1lbre su-dessusa de y - F°
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de cetbe restrictlon 28t wn ensemble fini, ot sl

A
e dim

P & '
& - =1 R é}{ ’ ! A‘Fé‘x
x ¢ Gaupp B) NV ETT(Y)

est fini, le faisceau il A est localement fini sn 3
conne Islsceau de gw (p")-uwodules.

J'en viens, maintensnt, 4 la carectérisatios locais
des applicstions T.S.F.

Bebo PI‘OEO sition -
| f &€ ¢, P) est T. 8. P , sl ot peuicment
gi les conditions suivantes sont patisfaltesz :

@  £|Z@) 2 () ——> P est propres

{b) Le nombre de pointe dans SE N (g

eet bomé suphrieurement pour Yy ¢ P o

(el I# dimension

2(£, X) = ata @)y / (sE(80N)Y) + My 8UT,)

est bornée supdrieurement pour X ¢ ¥ o g

Les notations e(f) sont lesg anulogues gemigques

I, ¥ * ..ﬂ
des notations (L) ,..o, of  Mpcyy est 1'iddal maxi-
pail des germes de fouctions (P, f(x)) ——> R Qui gors
als en f(xj.

08 trouver la démonstration de S-5 ¢

on volt facilement par l'absurde gue, si I es%
P. 8. F. , 18 condition {8) est vérifide. @ co qui
concemme (b) et {¢), on peut, pour tout y € P , ma&jorer

? X (t, x) par le nombre de généreteurs
a5 Ty (1)

da  8{f) / tL{@(N)) comme o® (p)-module. L3 réciprogque
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se démontre de la méme maniire que 1a passage de 18 comi-
dition de transversslité sux K-orbites & la stabilitd in-
finitésiuale dans le thdoréme 3-1  (comparer & [3] et &un
dernier psragrephe de [14] )

Rema ﬂlieSa -

(4) On ddduit tacilement de cetse caractéristique
lccale le fait que st £ admet un déplole-
mert T» 8¢ ¥. , £ est elle-méme T 8. is 3 en parti-

culier, si £ admet un déploiement infinitésimalement
St&ble, I es‘t Te He s '

(2) Ne pas confondre les notlors de ddplricment
stable et de déploiement universel (voir [13])y
mnéme su nivesu local, 1 'exemple de 1l'applicatior de R
dsns  ®2 définie par

f(x; y) = (139 ¥)

monbtre qu'un germe T, S, #. peut 8tre de A-codimension
infinie.

6. Dénonsbtration du théorome 2=5 3
o‘ 1 g k
1_ ) ou l'on derinit 3

6ele Définitioa.-
k
Z ‘est 1'ensemble des jets z g Jk(n, p)

représentés par au moins un geime
Py @, 0 —s &, 0)

tel que x(f, 0) > k. Cette propriété est alors
vraie po1. tout geme représentant z (utiliser Nakaysma)

On peut montrer que, si deux gemmes I et g sont
dans la méme orbite, alors

x(f, 00 = x(g 0) { [2] 4 cor. 2-6).
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k
On en déduit que Y est une réunion de Kk-orbitas ’
et est donc mvariante sous l'action de AX . Dens le cas
particuller ou la codimension de la K-orbite ge I est

finie, et 8l k est assez grand, A(f, 0) +n -p o8t
la codimension dsns Jk(n2 p) de 1a 'Kk-orb.ité de

#F £ = = ( [2] , the 2-5
K
golt D le sous-fibrd ds J5(N, P) de
P
?

fibre 5__‘ ; 8i R est compacte, et si f e GOO(N, P)

varifie .
£ on o2 - 9,
P

f est T. 8. i Pour le wvoir, on se reporte 4 la carac—
térisation locale des spplicatioms T. S. F. § le seul
point non immédiat est le (b) qui nécessite N compacte:
$out d'abord, on montre facilement que chague point

x ¢ p @ 0 @

est isold” dsns T-1(y) dés que (£, x) & <o (voir
EZJ, lempme 2=-4) 8L le gemme de f en X est celul

‘dtune application emalytique, la. réciproque est vrale
on déduit , en effet, du Nullstellensatz 1 equivalence

entre " "(f x) ( o0 ™ et ¥ f""( 1(::)) est su

volsinage de x une intersection complete a aingularite
1solde® , oL T est le ¢ mplexifie de £ . Bi f est
propre, 41 n'y a donc au'un nombre fini de points dans

chaque fibre f‘E(f) . On déduit alors du thdoreme

5-4 quc ce norbre est localement borne ¢ pour tout y € P,
il existe un volsinage U de y dsns P tel que, pour
tout y'e U,

ST ox@, x) & 2 xE& D,

x'e Ty x e L)
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d'old la conclusion.

Re’-’?.aggues.-
(1) ‘on a d8jd v, an début du paragrephe 5, que,
st ¢®(3(£) ) est un P (P)-m~rdule de type Lini ,

f est To 8. I Le lemae 2-4 de [2] que 1'ca vient
d'utilise: , joint au thoréme 5-4 , monure immédiatement
1s réciproque.

(i1) Il est facile de donner un ex»émple d'une
application propre de R Adsns R - vérifiant
Les hypothéses ciudessus mals pas'lu (b) de 1s proposition
5-5 3 une telle application n'egt donc pas Ts H. Fe

' 6-2:_ Proposi'bion.

ok -
Ls codimcnsion de ) dans 5(n, p) tend vers
1'infini aves k .

Comnenta irag. ~

r4) Gebtte proposition dit essentiellement que le nombre
d. paremétres continus dont ddpendent les modules de
XK-orbites ne croit pss trop vite en fonction de la
codimension de ces orbites.

(2) Il est asgez c.iai.c- intuitivement qu'il faut uane in-
Tinité de cciditious dens J® (n,p) pour assurer
la non-finitude du geme de'mo;'ph_i.sne ( fl (1) )Y-;

clest d'ailleurs ce quion muLtre dens ce qui satt.,

Démonstration de 6-2 (d'apres [7])
‘k
Z est un sovs-enserdle algibrique fermé de
Jk(n,'p) et n's donc qu'un nombre fini de compogante s irré-
ductibles e codimenslon minimum 1tarfimation suivante
permet de trouver pour 1l'une quelconque I' de ces compo-
santes un entier 1 > k Tel que 1'i.mage reciproque

ée ' par la projection canonigque J la,p) — Tk(n.p)
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. 1
ne solt pas toute entiere contenue dsng S”  « Une récur-
rence évidenie donne alors le résultat,

Affimation (Milnor, Thom, Samuel ,...). Tout
flément £ ¢ Jk(n,p) 8 un représentant f pour leguel
X 0) ¢ 20 .

Jlai aéjs dit que, 81 f est analytique, l&¢ con~
dition 5 (f; 0) ¢ +o0o  &quivaut & la condition que .

& : -

g~ (0) ait en 0 une singularité isolde d'intersection
compléte (ol f 5 complexifid de £) c’est-d-dire que.

o

£77(0) -0 sott locslement une sous-varidté de dimension
n=-p 8 =nyp (resp. vide s n ¢ p ).

Soit

P = (P1 §oeey Pp) : @n ey gp
l'appli.éation- polynomiale de degré k représentant % .
et solt
R @ Cnx &P —— ¢P

1'application d@éfinie par

Qi(x! ) Q (x1 seovy Ky ‘b‘,” peeey tnp) =

n
Py (x) + ,j; by xljiﬁ ,

(1 = 1,00.,P)'

I8 différentielle de Q est surjective en (x, )
sl x A4 0, donc Q"M‘(_o) - (0% &P) est une sous-variété.
Le thdordme de SATA &ssure alors 1'existence d'une valeur
régulidre t, de 1s projection de Q7(0) - (0 x EP)
sur ®P . Considérons 1 'application

Py (x) =  Qlx, t)) € —s @
o
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qui représente =z § P? (©) © est wne sous-varidté
0
complexe de dimension n -p , c'est-a-dire
2@y s 0) ( +o .
- Vo

Consequence *

81 N est compscte, les applications Ts S. ¥. de

N dans : ont un complénentaire de codimensi.on inﬂnle $
celd siganifie que, pour tout entier ol 3 0, une famille

4 o parametres d'spplicstions de N dans P peut 8tre
1égérenent détormiée de Tacon que toutes les spplicstions de
s famllle solt Te 8. Fo

I1 nous reste méintensnt & stratifier les appli-
cations T. S, F. "génériques" et & montrer leur stabilite
'topologique ‘en appliguant le thdoréme d'isotopie de Thom
auguel le par@graphe sulvant est consacma

7o morphiﬁmea s@gtiﬂes gans gmelatement ¢
le deuxieme théoreéme d'isctop’e de Thom.

18 technigue des espaces stratifids insugurés
par Whitﬁey dans 1'4tude topologl.ue des espsces analybi-
gques & pemis a Thon de donner un critére ﬁres utile de
srivialité topolorique d'une famille d'applications G%

(voir [o]1, D11, M2] , B3l) , tout en faisant com=-
prendre la di.fie;rence de nature entve les variatlions con-
tinuesz (mouules) du tvpe différentlable &'ung application
c® ot celles ds son type topoicgique (volr [1(_)] Yo

7¢%. Définition.

Solt X une varidté ¢ et moit Y ¢ X . Une
stratification de Whitnmey de Y est une parti.t.:.on locale-
ment finie de Y en sous<varidtés ¢ (13s stretes) qui
verifie

(1) (axiome de frontisre) SL U et ¥ sont des stretes,
etsl Un V ¢4 9 ,aloms vC.U g
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(11) (Propriété (b) ). Solent U et V deux
gtrates avee V "[’.l",- ‘Lolent x ¢ Vv,
ot '3 ®H —— X un difféomorphisme sur un voisinags
Ce x dsns X, Soit x; (vesp. iyi}) une sulte de
points c?""i(U) (resp. do  @™1(V) ) convergesnt vers
""(x) converge dans Pn_1 (R) vers 1 , et que 18 suite
des plans tangents ‘ Txi cp"‘(U) converge vers T dsne
ls grassmannienne correspondsnte. 4#lora 1 C T g

Commentatires.

(1) On vérifile Tacllement gue 18 propridtd (ii)
est indépendante Au cholx da ¢ et éguivaut
& l¢ conjonction des classigues propridtés (a) et (b) de
Whitney.

(2) Mather parle plutdt de préstz‘atification, ré-
gservant le nom de stratiflcetion 8 la donnde
en chague point de Y du gexme de la strate contenant ce
point ; c'est en fait sous cette forme locale que se NT6-
sentent naturellement les stratificetions qu'on va consi-
dérer.

Le but de ce paregraphe est de faire comprendre 1a
démonetretion du théoréme ci~dessous, du & Thom, et ‘exposéd
par Mather dans [5] et {6] . |

?-2. Thorsme (2eme théoreme d'isotople).

Soit .

X' ——y ¥ —E5 Rm
un diagremme de varidtés et d'applications ¢®  (qu'on
peut comsidérer comme une famille & 14 pa'ramétre dtappli-

eations ¢°) y ot soient
Y « X Y' ¢ X!

des femés admettant une stretificstion de whitney.
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On suppose que :

(1) Y'Y ¢ Y.

(11) Pour toute strate U' de Y' 18 restricsion
de £ & U' est une submersion sur une strete
de Y ..

(Li1) Four toute strate U de Y , 18 restriction de
g & U est une subuersion sur R .

(iv) Les restrictiona
£ly' ¢ Y —— ¥
et
gj]Y + ¥ —— R

sont des &pplicatlons propres.

(v) f :'a pas d'éclatement (la définition est donnée
plus loin.

Il exliste slors un diagreémme commuts t1f

¢ ¢l I 1a
£ ]

asns lequel B (resp. B') est 1a {ibre de Y (resp. YI')
au-dessus de G ¢ R, h est 1t restriction de T i B'
et ¢.9 ¢' sont des homécmorphisues {on psut eacore dire

que la famllle d'applications g®  consiiérée est topolo-
glquement trivisle).

Technique de démonstretion.

On cherche & relever le chsup de vecteurs standard

0

-E;gm sur R en un champ g tangent sux gtrates de Y ,
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puils & relever § en un chémp ¥’ tengent aux strates
de Y' ; pour que l'intégration de ces champs fournisse
Geux homéoworphismes (qui vérifieront automatiquement
les conzlusions du thf,oréma), i1 faut ¢omtréler ¥ et §
au voismage des polints ol Be reccordent des strates : on
ntilise & cet eftet un systeme bien choisl de volsinsges
tuhulaires des stretes.

(1) Gongtruction de § .

On commence par trouver pour chaque strete
U de Y un volsinage tubulaire TU de U

dans T de facon que 18 collection des Ty it les pro=-
pridtés sulvertes de compatibilité : Solent

Ttl l'espace total de - Ty ,

Trn':

" la projectlon ,
ey ¢ ]TU'] — R, la fonction tubulairs

{(le fibre Ty est dérini comme un voisinage de 18 secuion
nulle dans un fibré wuni d'un prodult scalaire, et ¢y
est la Fonction "earré de 18 longueur d'un vecteur dans

ga fibre™) . On demande ue, si ve -0 lee fie

9
bres au-dessus ds. [‘l‘v{ N U ‘de T, sclent coptenuen

dans les fibrcs coriespondéntes de -1_’applicati.on

(“v,?v) 8 ’Tvl ""-"'"'* V;clR
(on dire avec Wather que la restriction de Ty & [Tyl n U
est compatible avec llapplication (Ty» ¢y Je

18 construction de ces voismages tubulaires ae
Tait pa : recurrence ascendante sur la dimension des strates;
plus prec:sement l’uistence de T; lorsque Ty est
donné ee% consequence des deux talts suivants ¢

7-3, Falt (4) (Théoreme des voisinages tubulaires).
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Boit ¥ : X ——> %  une applloation a%°

8t Bolt U ume sous-variété de X tells que F|U solt
une submersion. Il exlste un volsinsge tubulaire Ty de
U dens X qul est compatible avec .

Ia deémonstration ne differe pss sensiblement ds
celle du théoreme classique ; c'est bien entendu une forme
relavive ds ce théoreme qu‘on utilise dans la récurrence.

?_40 -Fa it (2) L]

Solent U s, ¥V = U=U Aeux sous-varidtes de
¥ vérifient la propriété (ii) de ls définition %1 .
Soit T, un volsinage tubulairs de V dans X . Il exlste
un volisinage ¥ de v dans T‘V tel que 1la regbriction

-

& U n'Y del'application (Ty, gy) solt une sub-
we raion.

1a démonstration est triviale 8 partir des AL i
nitions; on pewt remarguar que 1la propriété analogte pour
la seule application T, une nécessite que la propriété
(a) de whitney.

On peut dcnc suppeser donnée une famills § Dy}

ayent les propriétés demsndées. Compte tenu de l'hgpothess
(1ity de 7-2 , la méme démonstratlon fournlt d'silleurs

une famille Ty " de voisinages tubulaires qul sont en ,
plus compatibles avec g < On peut alors construire par re-

currvence un rels vement § du champ ‘;t , bangent sux

sb.ates de Y , ot contrdlé par la famille {1}, clest-

d-dire un champ % qui vérifie (on rétrécit au besoin
les Yy ) ¢

) e Y, 8(5) = -%-(s(y))

(conditlon de relevement) j



(2) wet nifl, Wy lsmO = §lry®)

(condition de cohérence)

(3) we Yol o, s Ngy = 03

cebtbe demiem condibton empéche les lignes 1Dta-
grales de £ d'origine dans  |Ty )n 1 d'aller
ge perdre dsns | U-1U ouhors de | , en

les canalisant dans le3 surfaces de niveau. de g g

O montre sans trop de ifricvlsds quiun tel chemp, bien
que n 1 continu en général, est localement (3t en fait
globalement cAr g Y est propre) intégrable, ce qui
foumit 1'homdomorphisme. @ . On vient en falt d'indiguer
1a ddmonstration d- Ier théoréme d'isotople de Thom (viit

[o] ev [r2] ).

(2) Qongbtruction de L

gt on reuplace g par f , la construztion

préecédente est possible cans 1°image. éciprogue
par f d‘un~ strate de Y 3 plus générelement, la cons~
truction dtun systeme § } de voisinager tubulaims des

strates de < Y' Televent %TU} et peme’ctant de contrdler

guffigamment: £’ pour le rendre integrable est possible
moyennant 1'sypothése: "f n's pas d'éclatement que Je
vals e:plic.ttar mﬂintenant 3 "

=5 Be.f-initicm,

f n'a pas d“ac}atement si, pour tout trtplet
('J', v', y‘) , ut, V' strates de X',
y' e V' U - g' , la condition suivante est vérifides
(af) Pour coute sulte de points v ¢ U' con-.
. vergesnt vers y' telle que ia suite de plana
iker d(fu) } eit une limite T , cn 8

‘t' 3 ker 4 (f V')y'l
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{si f est i'applicatlon nulle, on retrouve l& condition
(8) de Whitney)au

L'exemple tvplque d'une application présentant
# . ; . ; a
de 1l'éclatement et 1! "gclatement des geometres algébristes®
gqui s'écrit localement

£+ B — B, fx ¥ = (x 33,

gver V! definie PE&r X =0 , et Ve (0, 0).

i f =n'a pas d'éclatement, on constrult une fa-
mille {'L‘U.} tYelle que

(L st f£(U"»Y ¢ U, ona
i (l TU I‘ ) C lTuvi et f .ITU' l = '"'U f o
(ii) si v' ¢ U' -U' , ia restriction de Ty

&

a '\'I" 2l N U" est compatlble avec l'applice~
tion Tyr 3 side plus  £(V') et £{U') sont

dars 18 méme strate de ¥ , on peut demander la coa-
patibilité avec 1'application {Tye » ?v') .

on se convainc facllement qu'une' telle famille {TU,} ns
peut exister dana 1'éxemple précédent, les conditions (i)
et (i1i) (Jere partle) &tent incompatibles. '

1a aémonstretion de 1'existence de {Ty:} s faid

par récurrence esdctement comme pouxr celle de {%Y v ¥
compris dans le cas de deux sbtrates de y! avant pour imags
des strates aistinctes de Y , & condition d'interpréter
comme sult 18 conditlon de non clétement s

Solent UY et V' tellec que
LU < U, f¥Y < ¥, v T vty

on suppose Ty consbralt de facon gue £y = Wy - S
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il existe alors une application & rendsnt commutatif
le disgramme

[ 2ol

\Q_ \-]Tvln U

v

Y
d

4

{ L disigne le prodult fibré et on réppelle que
]rv TrU = Wv e

1A condition (ap) pour tous les triplets -
W, ¥, 9" ¥ & V', dquivaut 4 1s condition :

§1Imvd n.ut
28t une subme ~slon (il faut peu’c;?tm mstrei'ndm-' T?.)

On peut alors construive Ty: qul, su-dessus de Tyl Ut

goit 8 18 fols compatible avec My £ et .]Tvar {condi
ditions (1) et (ii) ).

On peut alors relever ¥ en um champ §' cone
trdlé par iTU.} (bien entendu Ja condition 3) ne peut
&tre exigde que dans 1’imsge recipmque pax £ d'une
strete do Y , ot 1o fait que ¥ vwérifie cetbe conditiom
%) ao'inbtervient pas dans l& construction de -i‘g' )o

- L'intégrabilité locale de &' dans 1'image nrdeci-
progue d'une stmte de Y se voit comme précédemment
1°intégrabllitd localsy de &' sur tout Y' ddcoule de
celle de E sur Y.

On en déduit alors 1'intégrabillté globale grice



& la propriété de IjY' , et donc 1'existence de ¢ et
la démonstretion du théoveme 7-2.

Eemaxque.-

Le théoréme 7-2 devient faux si on supprime la
condition de ron éclatement. Dens [10] , Thom cons%hiuit
une famills & un parameétre d'applications polynomiales de

B ¢ane R' (done R x B —— B2 x R —EuR)

vérifiant les autres conditions du théoréme pour une straw
tification bian cholsle mais telle que chacune des appll-
cations de la famille (e% donc sussi £) présente de 1'§~
clatement; il montre que deux quelcongues des 8pplications
de la famille ont un type topologique différent. De tels
modules ne peuvent exister pour des &pplications trisngulées
(qui ne présentent jamais d'éclatement) et Thom conjectura
que l'asbsence d'éclatement est une CNS pour qu'une sppli=
cation stxati.fiée_puiag.e tre trisnguiéde.

8. Démonstiation du théoréme 2-5 3
2°) ou i'on stratifie - *.p) - > s

On commence par montrer 1iexistence, pour chagqus
applicstion infinitésimalement stable £f s N® wyP',

de stratifications canonigques Sp (N') et 8:.(P*) aqui
fspaent de £° un morphisme stratifid é&ns 5clataméhte '
On @éfinit alors la atmfification g5 de IF(a,p) - b
de fagon que gL £ : N ——> P (F compacts) varifie

k
£2m A Z;P . @

ot 8L (i, J, £') est un déplolement stable de £ ; l1a
multitrensversalité de £ psr reapport & %;IP soit
Sanivelents 4 1a tranaversslité de J par xappewt &
B:+(P°)

8.1, Stmtification de £f* .
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Les trols propriétés qu'on utilise sont :

(1) L8 restricticn de £' & S(£') est un morphisme
propre et fivni (voir 8 35).

(i1) Le geme de f' en un point guelconaue de X'
est différentisblement éguivalent su geme d°uneé
application polynomiale (& savolr, le xrprésen-
tant polynomisl de son jet d'ord-e dim P' 4 1
dare une carte 3 volr [2] ).

{111) Le mﬁltigeme de ' en un nombre guelcongue de
points <st infinitéaimalenent stasle.

On relsonne al:rsg loc_alément; : el K*® est un 3
vuvert geni-algrébrique (pas forcément comnexe) de R

_ . -
2t P' un ouvert semi-algéirique de. B  , les méthodes
utilisées dans [9] et [12] pemettent de trouvsr des

gtratifications de Whitney analytiques Sgr (WYY de N!
et 8p(PY) ‘de P' telles gue

(1) (') soit un sous-ensemble stratifie.

(2) si. x' ¢ ST(£%) |, la restriction ae £’ 4 la
strate passant par x' est une immersion, et 1 'image
de cette strate est uue strete de P'.

(3) sl € N'-57(f") ', la stmte de x' coin=-
cide localement avec 1'image réciproque par £f' Ge
la stmte con’cenant £1(x"),

(4) Le coupie . (sf wY sf (P') ) est minimal pami
leg couples de str&tifica“tiona de Whi'lzney analytiques

ayant les pmprie’ces precedentes.

L3 demonsbxet:l.on se 81t par recurrence & pax-tir de &
at:r.ati.fication de Whitney 'analytique dn sous-ensemble semi—
algebrique 5" de &  (construite par exemple dana [9])s

ch2que stzﬂte U est & la fols une sous-var.teta analy‘bique )
et un sous-ensemble semi-analytiqua de m“ L'enseubla
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Wk

des points de U o le reng ds £*|U s'sbaisse & une
adhérence seni-enalytique de dimension inférieure & celle
de U, ce qul pemet de raffiner 1s stratification de N
pour avoir la propridté de rang constant sur chague strate,

Le fait que le nombre de polnts dans les fibres de
I® ‘fo’) solt borne (en fait par dim Pp' =p',

(voir 3 ) et que le uultigerme de £' en une fibre

@71t infinitésinalement stable pemmet de ddfinir 1'image
directe de cette stretificatlon par €' : une strote en
¥' ‘¢ P' est localement l!'intersection des imagesg pap I£°¢
dos stxates de N° aux points de

ST N gy .

Il faut remarquer qu'en général une velle operation ne
dofinit pas une stratification, ne sSerait-ce que p8rce gQue
l1'inmage payr f' d'un germe d'ensemdle n'est pss, ssns
condition sur £° , un germe d’ensemble bien déteminé
(regarder l'exemple suivant ia définitlon ' 7=5).

. On prend enfin 1'intercection de 13 stratificatien
de N' avec la st:atification i‘.mage reciproque de celle
qu on vient de aéfinir sur P' ..

Pour globaliser, fon part’ d'un recouvrement ouveit
de P'; le camctére fanctoriel de ces stretificationa
locales ot le fait que deux gemmes anslybtlgues infinitési-
malement stablea qui sont dix:terentiablement equ:.valents
le sont analytiquement: pemettent ls recollement des ebtra~-
.tifications locales en des stxeti.fa.catims d.e Whimey de -

P! ot &.?un voisi;;age de_:.- z:(fa) dans F' 3 on fimat de
stratifier N' en stretifisnt N' -3 (f') pa> la
condition (3) du cas local.

On remsrqus que la condition (2) du nas local im=-
plique que £' n'a pas d'éclatement. '

| K
8.2. Btratification de J°(n,p) - 3= .
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sl

. k
2 e I, p) -3
est le jet d'un geme stable

on considers le stratification de K- ou'on vient de
lul assocler, et on définit le germe de 18 strate de

en 2z comme ls réunion des ¥ -orbites lucales des jets
covresponda. t aux germes de f sn tous les pointas de la
st::.iate {locale) de [Rn_ ‘qul contient 0 . Il est clair
que 148 of elle mst définle, cetbe stratiflcatlon re ond
sux ex gzences du ddbut du paregrephe 8 (revoir le théo-
réme 3-1).

Pour traiter le cas générel, j'al aéjd remarqué que.
les gormes de EK-codimension finie sont 1'analogus locsl
des épplicetions T.S«F« s en particulier, la démonstre -~
tion de 5-3% fournmit pour un tel germe

ur entier g et un geme stable
£ @ 00 — @, 0

qui est dens ls  I'-orbite de I x id § Solt
i

z = 35 £(0)

on consideére l'application de stevilisation qui &

¢ ¢ 35°(n, p) &ssocle

zxid,. € F@+q P+ D
ﬁq

on stratifie 50 + ¢, p + @) &u volsinage de 1z x 1§.mq

A

en faissnt sgir EX .ur la stratification définie su voi-
sinage de 4E £00) , et on stratifie F,p) au voisi-
nege de z par image réciproque per l'application de sté-
bilisation.
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9. Démonstretion du théorsme 2-5 §
3°) ol tout devient clair (7)

8L » et p =sont domnés , on fixe k we facom
que

, -k o

codim 5~ > n .

8L N est compacte, on ﬁeduit d.e ce q,u.t precede q' une
applica-i:i.on générique fo3 N —--) P. B obtien*e -4 pa rtir
dtune applleation atable i' s NY ey PV par un chan=
gemem, de base J transverse a la etmtlfication canonique
Bee (P e P’ on en dedu.i.t (voir 9 ) aue 1’ Sgpplis

cation £ 'est 6lla-mdme un norphlene stmtnie s8ns éclé-
tement "(les applications de ce type sont donc. denses ¢ang

o™ (N, P) lorsque N esb \,Ompacte 3 1l est_mtemsaant
4 ce point de lire la comnluslon de [10] , oi 18 candition
2°) correspond & le t.ensversalité vérifiée par les eppli-
‘cations generiquee). i1 nous reste & moatrer gue T  est
'topologiquement stable s si g esbt proche de L 4 on la
prolonge en  g' proche de f! (continument en fonction
e g )3 f°F étant stable s ecri_.t

Y8 97
ou i{)(respa L ) est un diffeomorphisne de F° (wesp. 27)
proche -de l'identxt& On_: 'eiz‘dédliit que

? i' E:: 8= We. _j'i f‘)
est un deploi.emen‘t' stable de g . Do plus, on- ccnstmit‘

de 1a méme fag,on whig famille differentiable a un. pammeum

{t} qui vérifis L, = £, f « 85 & laquelle
'teR @

est aasoci.ee une famille a un parametre de deploiements
table.s (if s uf £ ) qui ont 1a propri.ete que th
ect transverse & Bfl(P )' pour tout & -

(Cette construction est poseible car f' es’ homo-
topiquement steble, voir [14] )
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On peut slors sppliquer le 2eme théoreme d'iso-
tople (7-2) sau disgremme
'K T
NXR -~ PXR —> R

Fix, t) = (£,, % , W, &) - ¢t

et ol les stretific: tions sont indultes par les -spplications
trrsverses

N xB 3(x, t) b—> 1,(x) ¢ K
et 7 E B L. . .
PXR 5@ 8 > 3, e P

10, Remasrqueg finales.

Sl on ne s'in%éresse qu'd 1ls gtabilité locale

des applicaticns, on peut donner du théoréme
2-5 un énoncé dana lequel n'apparait plus 1a condit.i,on de
trensversalité g la streti_.fication P ° Pour siup’ifier,

ocoupons-pous de 1a stabilité différentisble 1 on salt
(voir 2 ) dque toubt germe stable

£ (ﬁ’ 0) —aena (5‘&99 0)

est &quivelent par A& & son jet dfordrs p + 1 ; Jla nctica
de jot stable & donc un sens dansl 'Jp+1'(n.P) ce qui im-~ .
plique que, si z & P , ou bien tout germe
£ s W,z — NeNE représentant = l’anplicatlm
;ipﬂ f est trensversale en z a 1a classe de eontac*b '
de % , ou bien il n'existe pas de geme f xepreaentant

z tel cue o1 £ solt tmsversale en 2 " & cette classe
de ccmtact Bolt Unspﬂ le aons-—ensembla de Jp"'1 (a,7)
formd Ges jets instebles ; UasP*! et algébrique fermd
et invarisnt par. Ap'” (mais pas par gPt1 1), 41 lai
correspond un sous-f!.bre Uneﬁ‘?‘|  de Jp*1(N I-ﬂ _qu_ileat
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e ictement 1l'engemble des 2 qul sont des points de non-
transversalitée sur leur clssse 1e contact (ou montre dans
2 que le complémentaire de UnsP*!  dans une ¥P*'.
~orbite est exactement une AP""'-orbite s ce gmi éclaipe
1*équivalence - (11} &> (141) de 3-i) . Ia ababilius
différentiable locale de f est donc assurde 'ﬁar la seuls
cohditlon

P N ol - g

(bien entandu, on asswne alogl la conlition de tremsveir-
salité, mais pes celle de multitransversalits)s Dsns (3]
d3ther montre 1'dquivalence entre  codim gngP*l £ a eb
6(n,p) ¢ B s on retrouve le (4) du théoveme 2-3 . Pour
an ddduire le (i1) , il y @ encore ur p8g non Hyivial
8 savoir 1'exlistence, pouf touve sous=varidété lisse de
J‘k(ﬂ; P) de codimension £ n, d'un point s Sisnevers 1
(i.6, tel qu'il existe un geme £ 3 (N, 3) == P
vérifiant K £(x) = z et 3L oottmmeversal en

z 4 cetbte uous-variéte" ),
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