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Dans ce couns, donné a £'Ecole Polytechnique de
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EQUATIONS

DIFFERENTIELLES

‘Cours d'Alain CHENCINER 3 HANOT 1.2.77.

INTRODUCTION

Dans 1a recherche de modéles. mathémat1ques de la turbuience 1 y a
p=u51eurs tendances 3
- ) = Ees équat1ons de Ta dynamique des fluides (Euler, NaV1er—Stokes, ,) na
'sont plus valables, i3 faut faxre intervenir des modéles stat1st1ques et abandon-'

ner une descrlpt1on déterm1n1ste
=i 2) - ces équat1ons sont encore va1ab?es et 11 faut chercherr 1a. turbulence
sar les equat1ars L
Ces Equations sont des équations aux dérivées part1eiles non 11néaires
(tradu1sant essent1e?1ement T‘équatuon F =mf dans le f1u1de), Teur étude quali~-
tative est d1ffic11e.
Pour ne donner qu'un exzmple, citons 1‘'@quation d'Euler des f]uides'non

visqueux incompressibles (pas trés réalistes, appelés par Feynman liquides secs)

au 3u

ﬁ+£uiﬁ?=-gr‘§dp
| {correspondant 3 F = m{ }
aui_
- 0 {incompressibilité)

1

u(x,0) = uo(x) -donnéea & 1%instant O




(u = vitesse au point X,t de la particule & 1'endroitl x et au temps t)
{cf. cours d*Alain Chenciner & 1’'Université de Hano¥, 1.2.77, pour écrire
1'équation d*Euler).

Si Uy est analytique {ou Cm), on peut rasoudre analytiquement
{ou Cm) Jusqu'ad un temps X fini, mais on ne sait pas ce qui se passe

aprés ?

Notons par u{x,t) le champ de vitesse dans le fluide. On considére

ol .
1tespace H des fonctions u(x) telles que Z t = 0 .{champs de vitesse)

axi
{analytiques, différentiables, intégrabies,...) {c‘est un espace de dimen-
sion infinie). L'équatidh d'Euler ou d'autres peut se ramener a une

equation différentielle sur H (non bornée mais rajsonable) :

5= ),

*¥{u) est un champ de vecteurs sur H. Si on soumet ie fluide & une action
constante dans le temps {action stationnaire), par exemple si on tourne
une baguette dans le fluide (expérience de Couette-Taylor, v. le dessin)
et si p mesure }'"intensité” de cette action, pius précisémeht, ® o= nom-
bre de Taylor}, 1'évolution du champ de vitesse est donnée par une famil-

1

le d'équations de Ta forme :

du

= X {u),
@ =y {u}
Lorsque y varie, on peut observer par exemple :
1) - Si p =9 : 2 champ de vecteurs XO a un paint d'@oquilibre stable et

donc, quand t tend vers = , u(x,t) tend vers un attracteur stable u = u,

2) - 8% y>0,upetit : u tend toujours vers un régime stationnaire

stable : ¥x, u(x.t) est indépendante de t.




3) - Si on tugmente u : on a un changement de régime sta_t'ior_mai're;
par é¥éﬁp1e, échange des stabilités ‘de deux équiiibres._On n'a plus la
s&méttie globale du champ de vecteurs, mais-apparait_une nouvelle‘symétrie 3
_lés_celiujét (vbit le iitre de D.D. Joseph : Stabﬁ]ity'of‘flutd‘motion;
Spi-ingef_w?s.),
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4) - si on augmente w encore : apparafitra un régimg périodique'

{les cellules oscillent périodiquement)

7 5) - Si on augmente ¥ enco;e. on peut avoir un réqime qua51 périodique.
.par exem;ﬂteD quant t tend vers. =, u(t) tend vers f(wlt.w t) oa f est
une: app!ication périodique de période (1 1) et

g

;ﬂ, on n'a pas d“orbites périod:ques mais des orbites denses sur un tore.

attractanf‘ Ce phénoméne est difficile a regarder dtns 1 expérience précédente.
mais on peut 1“apercevoir grace aux techniques récentes de Gollub et

Swiney

6) - Si on augmente u encore ei encore;_a1oré on a ja turbulence : ici
Ny a"Z-points:de vue : |

Celui de Lan&au le tore attractant précédent n'est plus- attractant,
i1 apparaitra des tores de 3 dimensions qui sont attractants. pu1s ceux-ci

cesserant & Teur tour d'étre at_tr_actantsD 11 apparaitra des tores,i § dimen-

A



sions attractsrts, eto... Dans ce modéle, la turbuience équivaut a8 1'exislonce

d'un régime asymptotique guasi périodiQue a {nombreuses} périodes indépendantes.

Celui de Lorentz : Lorentz a fait des calculs numériques sur une famille
4'&quations dﬁfféreﬁtiel]e# dans R3 obtehue 3 paf‘ir‘des équations de NéviefJ
_St@kés pour le pfob!éme de Béhérd en Faisant ﬁhé transformation de Fourier
et-enrne”gardant que trois termes : par ces calculs il voit apparaitre des
attractéurs étranges (comme le produit d'un Cantor par un intervalle, et le
régime asymptotique dépend d'une maniére essentielle des conditions initiales :

on a "1'effet des ailes du papillen”.
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Ruelle et Tekens ont combing ces deux points de vue :

 "“Apkés avoir &tudie mathématiquement Ta bifurcation faisant passer d'vne
prbite péricedique stabgz)é un tore invariant stable de dimension 2, i1z mon-
“rent que 5@? uh tore invariant de dimension >4, si on perturbe un peu un
champ:qdasi-périodiqaen’il'peut apparaftre des atiracteurs 8tranges {voir

aussi un récent bréprint de Ruelle, Takéné, Newhuuse)ti

_ un des'prgblémes devient alors de savoir ce qui se passe "géneriquement"
éour une éQuat{un d%fférentie]le sur un tore‘: des solutions quasi périodiques,

des attracteurs etc...

Dans la premiére partie du cours, nous parlons des &auations différentielles

sur les tores 3 2 dimensions avec le théorzme de Denjoy et les résultats

d*Herman-Arnold.

(%) Ici stable signifie attractant.




Dahs la 22me partie du cours, nous étudions trés succintement 1'appa-
rition de tores invariants, en particuiier les bifurcations de Hopf ; Une
conséquénce de cette Btude est sans doute la nécessité de modifier le point

de vue de Ruelle et Takens, la bifurcation d'un tore 12 en un tore T° semblant

déjé trés.improbable_en,géhéral,




Chapitre 1.

CHAWPS DE VECTEURS SUR T°
ET DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE.

o el A TR e e P e R

) 1.
' Dn s®intéresse au comportement qualitatif des solutions des eguations
d1fférent1ei]es sur le tore T2, c.d.d. aux champs de vecteurs sur T 3 diffa-

omorph15me pres {ou quelquefo1s homéomorph1sme pres)

501t x un champ de vecteurs de classe c sur Tz. On dit que X est
structureiiemen* stab?e ei puur tout champ de vecteurs'de'c1asse Clm e
sur Tz. assez profhe de X (dans L espace, mun1 de ia touolcgte c™s ﬂe tous les
:champs de vacteurs de classe ¢” sur ] ), 1. ex1ste un homeomorph*sme de I

sur ng transformant ies courbes 1ntégra?es de X en courbes %ntégra]es de X‘

Le théoréme de Pe1xoto d1t que 1es champs de vecteurs de c1assa ¢ sur T2
structurellement sbab1es formenu un ouvert dense dans 1'espace de tous les

champs de vecteurs de classe C® sur Tg.

D“autre part. ?e theorﬁme d° Herman et d’ArnOId dit qu'il y a beaucoup
de champs de vecteurs ergodiques suyr T (ces champs ergodiques ne sont pas
Structure11emeqt stables), "beaucoup” au sens de la mesure. Dans !'Ztude des
dquations différentiel1es_sur Tzs'la noticn de mesure joﬁe un rble impohtant'
{lire a ce propbs- Tlarticle de Kolmogorov au congrés internatfonal des ma-

thématiciens en 1954).




§ 2.
NOTATIONS

a) - On considére le tore T2 comme 1'espace quotient

? - 27

Le fibré tangent T(Tz) de T2 s'identifie canoniquement & szlz puisque T2

est un groupe de Lie.

Pour chaque champ de vecteurs X sur Tz, nous avons le diagramme commutatif

%) = TixR

/]

12 . -2

et puiéqqe 22 ——p 32/12.= T2 est un revétement, nous avons leAdiéghammé

conmutatif
1(1%) . TPxe?
% , N
¥ ATESe SN
T(R?) — : "

. -v-Rz b 4 32
-—-'!
.Rz

,/

donc ce champ de vecteurs peut @tre identifié a une application Zz-périodique :




(y)  —  (a(Xy)sB(Xsy)) = X(x.¥)

et 1'équation différentielle sur T? peut tre écrite sous la forme :

2
-ﬂ—’é = a(xsy) (x:y) €R
a, 8 sont des fonctions iz-périodiques.
A _
a‘f = B(X:YJ

Rappeilons que 1% stant compact, & ¥ corresvond un flot giobat. {c.d.d.

un groupe & un'péramétrende diffédmdrphismes de'TZ)
l.et:Tz - TZ N

i Mo
g (%s¥) = X(g(x¥))

[v] = . 2
ft, © 9, ‘ft-lﬂn?

b) =~ SiF e TZ — T2 est un difféomorphisme et si X est un champ de

vecteurs sur T23 alors 1'image directe de ¥ &st Ye champ de vecteurs V

sur T2 défini par :
¥ = F*(X)_

?(T-'(m')'); dF (n) X(m)

¢) - Puisque R? — 7%= REAZ? est un revétement, chague difféomorphisme

F : 72— T2 peut &tre relevé en une application F : R — | RA,




Remarqguons que f est un difféomorphisme : en effet, si G est un relévement

de € = F-1, alors GoF est un relévement de id o donc
T

GOF (X,y) = (xtu.y48), avec (a,8)€Z.
Quitte'a changer e relévement G de'E, on peut supposer que a = g = 0,

c'est-a-dire GoF = id 23 il reste & remarquer que
B
FoG(x,y} = (x+a,y+b), (a,b)€ 22, et que FoGoF(x,y) = F(x,y) :

FoG a donc un point fixe, ce qui implique a = b = 0.
Soit <F> 1 Hl(Ta)-—* Hl(TZ) 1'application induite par F sur 1'homologie

& coefficients entiers. Puisque F est un difféomorphisme et Hl(Tz)ééélz.

<F>. est déterminée par une matrice unimodulaire

a b
c d

§
fon suppose que-F conserve 1'orientation de Tz), a,b,c,de .

Remarquons que 1'application de k2 dans r?

est un difféomorphiswe de Rz,; 51 on passe au gquotient. on obtient un difféo-

morphisme de Tz'qu'on nomme difféomorphisme "Tindaire" de T2.
-1
a b 2 2
En composant : o F, on obtient un difféomorphisme G : R~ — R
c d

dont 1e § induit 1'identite sur Hy(T%).




= 10 =

‘ . 2 . .
On en déduit G{(x,y) = id(x,’y} + 4(x.y), o0 ¢ ¢ &2 - B est une application

Zz—périodi-que. Donc, finalement, dans le cas général, chaque relévement d'un

2 2 2 2

— T° est défini & translation prés par F : R"— R,

a b%_ x .

F(x.y) = Cf + g(x.y)
c dj $vj '

d'ifféomorphiéme F:T

ol ¢ ¢ B — Rz est une application Zzep'ériodi_que, a,b,c,de Z et

ja b
det? = ¢1, (Voir le dessin pour N s
\¢c d) o | ' F _16.2)
10 1) Al | ("‘i“] y
_ "z ‘ 9
a b 2 1 (DI L cj (al
et (0,0} = {0,0))

2

d) - Rappelons que nous avons appe'ié F:T8 — '5'2 difféomorphisme linéaire

si un relévement F de F a 1a forme

a b_ﬁvix
Flxoy) » b \ig

5
‘y

¢ dﬁ

Nous disons ju'une courbe sur T_2 est upe droite si elle est la pr‘_oject'ion'd'une

—

L

droite dans RZ ; si celie-ci a une pente irrationnelle, et passe par
{0,0). elle ne rencontre jamais d'autres points de coordonnées entidres ; nous

avons le cas contraire si elle a une pente raticnnelle.
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Le champ de vecteurs sur TE défini par

dx _
&M

d.
&
ous'd“une méniére squivalente, le champ de vecteurs X(x,y) = (wlﬁwz) oii

Wy Wy sont des constantes, est appelé champ de vecteurs lingaires sur i<

{es courbes jntégrales de ce champ sont les droites de pente

==l Lorsque a—en - §, chague orbite est dense {dans T°) ; lorsque o€ Q,
i 1. 1

chague orbite est une courbe fermée sur T°.

§ 3.
Nous cherchons des critéres sur un champ de vecteurs X sur Tz pour qu'il

existe unﬂdifféomo&phisme de FE transfbrmant ce champ en un champ lingaire

de yecteurs de pente irrationnelle.

Une premi2re condition nécessaire : X n'a pas de zéros,
p

C.8.d. X(x,y) # 0, ¥(x,¥) eT?,

Propesition 1.1,

Sott X un champ de vecteurs sans z&ros suy Tz. Alors i1 existe une couvrbe

fermée plongée dans‘Tzﬂpartout-transversa1e a ¥,

Démonstration.
I} - Soit M un espace topoiogique,tft un groype & un paramétre d'homomovphiz-

mesde M. Un fermé FCM est appelé invariant 514, (K)C K (donc ¢, (K} = K)
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pour tuut t ; ce fermé invariant K est appeié fermé minimal invariant si K
ne contienf pas de sous-fermé strict invariant. $i M ést un espace compact,
alors i1 existe un fermé minimal invariant car une suite décrcissante de
fermés (pour 1'inclusion) non vides d'un compact a une intersection non vide.
Soit K un fermé minimal invariant et pe K ; alors, {QE(D)[ teB} est
j:dense dans K, sinon, son adhérence est un sous-fermé invariant.

Un point limite de 1'orbite de p pour t -— 4= est, par définition, un peint

de Ta forme  Tim ¢ (p}. Si K est un ferme minimal, alors {points limites
t 4o R
n

de 1'orbite de peKl est un Fermé invariant, et donc coincide avec K.
tne orbite r&currente est, par définition, 1'orbite d'un point p teile qu'il
existe une suite t — = ’-?tn(p) — Pp.

a(X,y} '

_,2) - Démonstration de la.proppsition : Supposons que X est défini Par{s(x;y)’
B(x.y)

.l
a(X,y) Clest un champ de

‘et considérons le champ de vecteurs Y d&fini par

vecteurs sur T2

. A ce champ de vecteurs correspond uin groupe a un parametire
d'homéumorphismés du compact Tz; Si ce champ de vecteurs a une orbite fermée,
cette orbite est bien une courbe fermée plongée dans Tz, partout frénsversa?e
a‘i._Sinpn, on prend un fermé minimal invariant K de Y, et peK ; alors,"
dfabrés 1}, l'orbite de p est une orbite récurrente de Y ; avec © assez grand,

on peut-]ier convenablement qt(p) avec p (dans un voisinage ge p) pour avoir une

courbe T demandée. (voir le dessin). PN

Remarque : Cette courbe I ne borde pas dans T-.

Démonstration : ou bien I est homologue & O et alors  borde un disque, ou

bien I n'est pas homologue 3 0 et T ne borde pas. Mais si elle borde un disque,
puisqu'elle est transversale au champ de vecteurs X, ce champ a dohc un zéro

dans ce disque (d*aprés le théoréme de Brouwer), ce qui contredit 1'hypothdse sur

2_,ql,

X. (on regarde 1'application D




=,

(x,y) S —TT§{§i§%T]qui prolonge une application Slf—é 32 de degré +1).

Proposition 1.2,

Poﬁf_tbute courbe fermie différentiable r plongée dans T? et non homologue
g : _

a0, 11 exfgté:un'diffébmorphisme'F'; 5 12 tel que F {(x=0)}=r .
Démonstration :

So1ent a et b les 2 générateurs canoniques de H (T ) et <r>' 'pa+qb.

;I) Si r est une drorte. (p.q) =1, car si p= kp . q-kq 5 k#l, la courbe r
n est pius une courbe fermée p]ongée D'aprés le théoréme de Bezout,
puisque (p,q) = 1 il existe Ss teZ tels que ps-qt = -1.

. £y o
Le difféomorphisme llnéatre de T2 défini par Ia matrice( )_transforme

{x=0} en T.

2) Si T est une cou.be quelconQLe on a ;:

2 ast.connexe

1) (p.q) = 1. En effetE ou b1°n 1e comp]émenta1re de T dans T
ét il exlste aiors r' 1ntersectant r transversalement et en un seul point

'donc r appartient a une base de H (T :2)% ou b1en r sépare T2 en deux compo-
santes connexes, mais alors 1°una d'elles ‘est un disque, et T est homoIogue

a0

(1) 1 est 1sotope & la droite correspondante T' (c.a.d. la droite telle
:que <r>=<r'> = pa + gb, (PsQ) = L.

En effet, ror’= 0 en homo]og1e. puisque -

(pa + qb) =p 2%y q b2 + pq(ab + ba) = 0

_On peut a]ors séparer r et r! par 1sotop1e en utilisant un procédé i Ja
Hhitney pour rédu1re 1e nombre de points d* intersection, puis le théoréme
de pro]ongement des isotoples ; Grice d 1), on se raméne alors au cas oD r

2 qui ne coupe pas r' = {x = 0}.

est une courbe fermée non homologue & 0 sur T
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&n considére alors le tore comue un cylindre dont on identifie les deux
extremites, et on regarde la projection de cette courbe sur 1'axe du
cylindre ; en appliquant la théorie des fonctions de Morse, on peut trouver

une isotopie de I' & la base du cylindre, qu'on prolonge en une isotopie

ambiante de T?.

§4.
ine Ze hypothése.

Sofent X un champ de vecteurs sans zéro sur Tz et P une courbe fermée trans-~
versale.a'f; Nous supposons que pour tout point per , il existe un t > 0

tel que g (p)eT (%%'est le flot correspondant & ¥} : Alors si on considare

le plus petit t 5 0 tel queift(p) ér,.on.définit une appiication de T dans T
t— qt{p), qu°on appelle 1fapp11tation'de'Poincaré {ou apprication de premier

retour).

Remarques :

q o7 2 3
1) Clest le cas si X = X; 5;; + XZ EEE avec Xl {ou XZ) partout non nu)
{alors on prend T = {xy = 0} {ou r = {xé = 0}}. En particulier, c'est le

cas s on perturbe un peu un champ Tindaire ay %i_ +a, %;— non identique-
| . 1 2
ment nut.

2) C'est le cas si X n'a pas de zéros et n'a pas d’orbites périodiques
{grace au thaoréme de Poincaré - Bendixson), car si on coupe le tore suivant
¥ , on obtient un anneau (plongeable dans Rz) dont on doit identifier les

bords. Yoir le dessin 1, on ne peut avoir d'orbites comme sur le dessin 2)

CIGIE)




{un=K(p)

parce gue I' est transversale a ¥ (v. le dessin 3)
3) C'est le cas aussi si e flot 4y préserve une mesure lisse U{x,y)dxa dy.
(Voir Sternberg, celestial mechanics, vol iI).

Contre exemple : Voir le dessin 4 (composante de Reeb) : toute orbite issue
de T spirale vers une droite périodique et ne revient donc pas sur T .
Donc, si cette hypothése est vérifiée, on a une application qu’on nomme
1

application de Poincaré de I' dans T et puisquion peut considérer I = S° = {x=0},

on a donc :

Fosla gl

Cette application est continue (elle est de ciasse Ck si1 X est de classe Ck)

et injective, donc surjective, donc homéomorphismef(resp. difféomorphisme

de classe Ck ; renverser le temps).

Un probléme important en hydrodynamique, mécanique céleste 5...5 €5t : quand
X définit-11 un mouvement quasi-périodique sur.Tz 7 {c'est-d-dire quand exis-
te~t-11 un changement de coordonnées différentiabies transformant X en un
champ Tinéaire de pente irrationnelle ).

2ous-probléme 1 @ quand par homéomorphisme {ou difféom.) transforme-t-cn
les trajectoires de X en celles d'un mouvement quasipériodique (c.d.d. des
droites 7).

suus-probiéme 2 ;  reparamétrisation.

§ 5.

Probiéme ler :
Pour chaque champ dé vecteurs ¥ sur T2 {dont nous supposons toujours qu'il

vérifie les hypothéses ci-dessus), on a {%) une application différentiable

S]' X [0="] — T2

(%) Une fagon de 1a construire est de remarquer que le temps de ler retour varie

différentiabiement avec p.




ib -

qui envoie ies droites {p} x[p,ﬂ sur des morceaux de courbes intégrales

de X, donc, le feuilletage trivial de S' x [0,i] induit sur

1 . _ : . e ~ PN .
57 x [9,{] / (px1 = F(p)x0} un feuilletage difféomorphe & celui déterminé
par le champ de vecteurs X.

Soiént X et ?'deqx chaﬁps de vecteurs sur T2 dont les applications de Poincaré
correspondantes sont f et g.

Nous cherchons un homéomorphi;me (difféomorphisme) de T2 transformant 1'un
danS‘]’autre'1es féuil]etégeslde ces chémps (E.a.d. les courbes intégrales
mais non pas les pakamétrage$ de ces Iiéhes)..Ce_probTéme Se ramére en

fait & trouver un homéomorphiéme (ou un difféomorphiéMe) b Sl-—+ Sl,

tel que (voir le dessin) :

goh = hof soit g = Fofoh. >

{(c-a.d. un probléme de conjugaison dans un groupe d'homéomorphismes (ou
des difféomorphismes de TZ).

En particulier, peut-on avoir § = rotation ? c.i.d. quand f est conjuguée

a une rotation ? Dans ce cas, & un méme hom&omorphisme (ou un difféomorphisme)
prés; toutes les trajectoires de X sont des droites. (Si f est la rotation
2, 72 2 sl 51 considerge est ici

Ry» 1'appiication st x [0,1] =S

¢{ps;t} = (Rgt(p), t (mod 1)) (voir le dessin)).




ré
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On traitera ce probléme dans le chapitre suivant par les théorémes de
Denjoy et d‘Herman. Un des buts principaux de ce cours est de voir ce
qui se passe en général pour les champs de vecteurs sur T2 qui vérifient
les deux hypothéses précédentes (c.d.d. sans zéros et ayant la propriété
de retour sur une courbe fermée transversale & ce champ) au sens de la

catégorie de Baire et au sens de la mesure.

§ 6.

Probieme 2° :

Hous allons maintenant voir comment. une fois les trajectoires rectifiges,
on peut reparamétrer le champ. {a vaudra alors la peine d'étudier quand
est-ce que T est conjugée & une rotation Ry-

Le probléme se pose donc ainsi (théoréme de Kolmogorof) : On part d'un
champ de vecteurs X sur T2 dont toutes les trajecteires sont des droites,

c.d.d.

X(xy) = Flay) (Fgz+ 5

- S
{par abus de notations, on identifie X avec Te relévement X) ou

¥= consty F{x+l,y) = fx,y)s F{x,y+1) = Fx.y)s ¥(X.¥)-
Existe-t-i1 un difféomorphisme F :'T2~m+ 12 _
(%2¥) — {Ugl{)

k(3 %ﬁ +'%V) ol k est une constanie

el que‘?gx s0°t

(c.a.d. un champ de vecteurs quasi~pariodique) ?

F est d&finie par

Fonl—s 3P

(X2¥) > (usv) =(: Z)(:)+ ¢(%0¥)
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o ¢ Rz - Rz est une application (1,1)-périodique.

Puisque le probléme ne change pas par un diffeéomorphisme linéaire, on
a b

peut supposer que( = id, donc F est déterminée par 2 fonctions
c d

u(x,¥)s ¥(X,¥) Sur&Rz qui vérifient :

1]

uxel,y) = u(xoy) + 1, v{x+loy) = v(x.y)

v(x,yj+l

I.I(ng'i'].) = U(x,y) » 'V(XD.V"'I)
Donc le probléme se raméne au probléme suivant :

soient f : Ra-—4 2 une fonction (i,1)-périodique et ¥ une constante.

On charche une application

(xa¥) — (u{Xs3)5¥(x5¥))
telle que :
{1) v ~¥¥=G(x - ¥y) (G est une fonction inconnue).

(2) u(x+l,y) = ulx,y) + 1, u{x.y+1) = u{x,y).

v{x+l,y) = v(Xs¥)» v(x,¥+1) = v{x.y) + 1

F(fooy) B+ 35l ) =k Ogg eR
k est une‘constante inconnue.
Une astute nature]]e : puisque en composant 1'isomorphisme cherch& avec
I'isomofphismé lingaire :

(Xoy) —¥ (% = ¥y,¥) = (E.n). on se raméne au cas du feuilletage & =0,

i1 faut donc poser

U-(x-ty,y)

U(x.yi

v(x,y) = V(x-By.y) -




Ators (1) devient
U(x-By.y) - §¥(x-Yy.y) = G{x-Ty) c.a.d. ¥e.n,

U(Esn} - KV{E,H) = G(E).

(2} devient
U{e+l,n} = Y(Em) ¢ L, Ue-B,n+1} = B{E.m),

Y{E+1lon) = V(E,m), V{E-T,n+1) = ¥(E,n) ¢ 1,
(3) dit : (F#X)(u,v) = Y{u,v}, c.d.d.,

Y{u{x.¥), ¥{x,¥)) = dF{x,¥} X(x,y}. ol

X(xey) = F{x.y) (¥ + 35, donc

(xy) o)y f¥ECy)

Y{u{x,y) ¥ {Xoy}) = { : B i
Sy) ) f O} ) J

donc :
au 3 3
Y(uv) = Flxoy) [8 55050 + 55(xed)) 55 ¢

¢ 3
+ {§ Sxlxay) + ) 57 1
Mais g_:(xsy) = ‘Z;:{Ean)n %;‘(xsy) = %‘E(Ebn)

Sxey) =¥ 58Em) + Fiean)

3 3 \
SyY) = - EgHER) + FEan),
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donc

y TR U 1 3” = 2

T
33 av y 3V !av 3V _ e
3.V 3E m am °
Donc

Y(u,v) = Fioy) Boean) 25+ e 2.
mais

3y av _ 3 -
Y ¥ = oy 6(8) = C

done:
Tupv) = Fly) arietyay) (37 + 39
et la condi-tibn (3) devient
f{x.y) %% {x-§y,¥) = k (constante inconnue).
Posons f(x,y} =¢({x - ¥y,y).
Alors, puisque f est (1,1) périodiqué_, @(E+l,n) ﬂ?(t-#,nﬂ) = (g ,m)
La'condifion (3) est donc @(é,n) (Epn) ks, YE,m.
Puisque v(i.y>sf" £{x,y) # O-J%He,n).#‘ﬂs pour tous (E.n)

k__ -, &t

Donc (E.n) =
Ll (Esﬂ)

il
v{g,n) = j ) - dy + R{E)

La'cohdftion Vietl,n) = V(E,n) du {2} implique que R(t) est une fonction
1-péf10dique.




La condition V{g-¥,n+1l} = V{g,n} + 1 du {2) donne :

L

ntl
/ — K dg+ Re-n) = f K_ dg + R(g) + 1,
0 W(E"VaC) 0 ?(53C)

mais
n*l ntd

n
[ k dg = [ kg4 - [ LS
o Pe-¥s1) o P (e

donc,

R(-¥)} - R(E} = 1 - I}ﬁ k dr = S{&}.{par définition}
-1 @(e.z)

Alors S(£) est une fonction l-périodique {car ¥ est périodique en ¢ ).
Bonc si on 1'intégre sur une période on a ‘[ 5(g) de = qjCeci,détermine
0

k, donc S(£). est connue.

lLes autres conditions sont alors automatiquement vérifides.
Donc on est ramené au probléme standard de petits dénominateurs avec
V'équation aux différences.

R(e-¥) - R(E} = S(&)
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0l S{£} est une fonction l-périedique donnée et on doit trouver R 1-périodique.

ler cas : ¥ rationnel, ¥= p/q.

Alors R(E- g) - R{g) = S(&)

]
s

-2y e - D) -
R{e- 38 - Rz - &y = st

- o e w ow o=

I

R(E - 9 8) - R(e-(a-1) &
g-1

dong ‘20 S{e - 1 g} =0 ; on a des conditions tras astreignantes, donc
1=

- f{g-1} 2
S(e - {(g-1) q)-

i1 n'y a pas de solutions dans le cas général.
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7e cas : § irrationnel.
P

Supposons que S(£) est assez lisse, alors on a :

S(€) = -&; a eZ'I'lT ng.
n=o
a, = 0 puisque
)}
){' S{g} de =
0
On cherche R{g) formellement sous ia forme
o0
R(E) e b b“ eZiﬂ ng
=~ N

Alors, on a 1‘équation

N 0 o . L i )
£ bn e21wn(£-¥) " bn QZiw ng, 5, el t¥ nsp

N=-m =0 ==

donc, pour tout m#G,

n

b = s,
n -
a 2in nl'_,l

(On voit d&ji que,méme formellement, i1 n'y a pas de sojution si1 ¥ rest
rationnel, car alors ce dénominateur peut &tre nul}.

Mais cette série ne converge pas toujours :

Exemple :

: 1 :
P Rttt
0" .

k k. = k“ 10 ?, Klors & est un irrationnel (parce qu'3) n'a pas de pério-

nl " “n
de dans la représentation décimale} {(en fait, il est un nombre transcencant).




On doit &valuer le dénominateur E?‘” nd -1. Seit {x} la distance du nombre x

a 1'ensemble Zc Rz alors [e™2'™ Moih (n3)

Ona: enller
k k k k

e 10 3o 10" 1N i

10'§=T+T+'.°T+T (1+ k X +..),
k.

denc {10 [} < kz = e

j0 ™17 Ky (wkn)mkn
et quand n est assez grand,

K
je~2n 10 ."ar_” < _ Cte

= K kp
So0it 5{£) la trace sur 51 de Ta fonction analytique
S(E} =@ ; ﬂ = ee2iﬂf 1,
n=1 ni ! 2
aiors a K= »—IE-— et
w2 oM™ )
k, 10 ®
Po oy l2 cte —(10)
10" (10 %y

donc b k"ne tend pas vers zéro quand n tend vers t=, et la série ne converge pas.
10

Donc 11 existe des champs de vecteyrs ana'!ytiqules sur T2 dont les trajectoires

sont des droites ,9ui ne peuvent pas &tre transformés par changement de copr-

données éifférentiabie en un champ constant. On peut proposer un exemple

explicite de tels champs (exercice ! }

X = %08 €7X + cos Zmy (¥%+g}_),

avec la 3’ ci-dessus.




]
LA
-3

Résclution pour de "bons"¥

a

e — S & ‘
On doit évaiver b = U - n L
: o2t n"s .1 =2ix (nl-m} 4
mais
-Ziir(ng—.m) _ ]
le = 1] & 2¢ |n¥-m]| si ¥ _"%

st petit, donc on cherche des nombres!te'ls que Vn,m, |[n¥-m| > quelque chose

ou encore |¥- —I > que'lque chose (c a.d. - est mal approximé par les rationnels).

Lenme pour tout e> 0, 'i] existe un ensamb'le A de mesure de Lebesgue
“mulle dans [0,1]) tei que pour tout Y¢A ,36_ E)s,l"[, 4 existe € > 0 z2l que

pour tous entiers p,q, H" EI —2% i
- q

D_émonstrati on :

soit 3, =.{s'e[051’_] » Jag€z, q> 0, ¥peZ , p < a, IE-%I ‘Zg{rl

er
2+£

B est i’union d*intervalles de ‘longueurs centrés sur les rationnels,

gt de deux intervalles de Tongueur

aux extrémités de [0.1].
24

q
Si g est fixé, alors, la somme des longueurs de ces imtervalies est

g-Bj2r . v L _r __ 200 _ 2r
q2+e _ q2+e . q2+e q2+a ql+§_
donc
= | 1
m(B,.} = 2r { qrEZ —1—) =2rs (s = q-ez;? S
G>0 ds 0 q

est un nomblre 'fini).
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Si ¥ ne satisfait la condition du lemme pour aucun C, c.d.d.

¥C > 0, 39€2, g > 0O,

y.Pi .. G tors§€ N B_;mism( N B 2rs, Yr > 0
te‘iqueil_qi<qz-+?—.ao A" (r>0")<

(s est un nombre > O fixg), donem { N . Bﬁ,) = Q. qg.E.D.
_ _ o

Remargue ': pourtant, AE = N . Br est 1'intersection dénombradle d‘ouverts
T = r >

denses, car chaque B, est un cuvert dense dans [0,1] . ponc A, est petit
pour Ta mesure mais grand pour la catigerie de Baire !).

Definition :

om div que chaque ¥ € E}E = @,1] < AE satisfait une condition diophantieinne

_(D; c[8,1] est de mesure de Lebesgue 1 dans [0,i]).

Coﬂséqdence de I“hypotheée ¥e BE:

v§ed , 3> 0, vge, > 0, ¥pe 2,
ja¥ - p| > ﬁf%; » done
_ 9 '
. . Fey
iby] < ctégan[ Inj ¥,

cas od S(t) est de classe CX (k > 3)

$if E'D's pour un B<e<ietsiSestdeclasse B (k 2 3}, 11 existe une
et une seule R qui est de classe ck"aa en particulier, si S est de classe ¢¥
alors R est aussi de classe ™. {en fait 1a perte réelle de différentiabilits

n'est que l+e', Ve'>> ¢ ; voir thase d*Herman).

En effet, si S est de classe Ck(p. ex. st f(x.y} est de classe C°), on

2 ianﬁ s_ﬁ%—-- s donc !bn] g———%%_a— et 1a ‘série correspondant 2 bn

la]
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converge {puisque k 2 3, 0'< e < 1).

De plus, les coefficients de Fourier de la dérivée d'ordre & de

R(E) = ; b 21 NE gont de 1a forme const.y pt p 21T ME
n i n
fis=—w [ (]
donc R(g) est 2-fois dérivable dés que [nl bnlsf - - s
|n|k~£-1-e

donc si k -2 > 3, tout va bien

Cas odl f(x,y) analytique :

A16r§ S(g) est analytique ; S 2 un prolongement analytique pour

z = g+ix, [Imz| petit, dorc i} existe § >0 tel que S{z) est holomorphe
pour |Imz} < & (parce que s eét compact !)}.

On a encore le résultat précédent : pour S analytique, i1 existe une et

une seule R et R est analytique (v. Sternberg).

Références s -

i. 5. Sternberg : Ceiestial mechanics, Vol. II, Benjamin New-York (196%}).

2. D.Y. Arneld : Small dérominators
- YMH VYol. 18, 6 {1968) p. 91-136
- WAH 25,1 (1861) p. 21-86.
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Chapitre 11

MOMBRE DE ROTATION

S{ un diffsomorphisme du cercle S1 est conjugué & une rotation, 1'angle de
rotation est bien déterming. L'idée de déterminer cet angle remonte &

. Poihcaré,-ﬁ.a démonstration que nous domnerons ici est un peu différente,
basée sur la notion de mesure invariante.

REférence : Thése de Michael Herman {Paris 1376}.

§1.
Motations
Nous identifions St = T = R/Z.

Kotons :

piee(Th) =« F: 1o 7l i

—t T°, difréomorphismz de T de classe ¢ conservant
1'orientation}. {Remarquons que la condition de conservation de 1°orientation
jci est équivalente & la condition d*homotopie & 1°identité).

T(Tl) = {f : B -— R, difféomorphisme de R de 12 forme f = id +

4§ : R~ & est une application de ciasse Cr@ périedique,

gfxel) = o(x), ¥ x€R}.

Nous avons une appiication
oty — el

qui est en fait un revétement universel de fibre Z ; par exemple, la rotation

ﬁu de i'angle o de 7! se relave en B, ¢ B — R, x — xvatk (ke?).
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Dans ce qui suit, nous identifierons une fohction l-périodique sur'R

et une fonction sur Tl'.

§ 2.
Théoréme fondamental I1.1.

Soit fe D°(T1). f = id +§ : R — R un homEomoirphisme ¢ 1-périodigue}.
Ators 1a suite de forctions

fk-ld . _ . .
—f converge uniformément sur & quand k—=  vers une fonction constanie
'do;n;-t 'li valeur ‘est notée par p(f) ; p(f) est appelé nombre de rotation de

.

Remargue : le nom est bien naturel, car si la rotation f ='§E de 1'angle ¥ est

relevée en la translation f = 1d +¥ ', on affeid+ k¥,

k.
LMLy, donc p(f) = ¥ .
Démonstration :
. : k ;
Si le théordre est vrai, i-i——&-&- ~o{f}] = 0 {ici,pour ¢ : -
0
on pose |¢{ = sup {g(x)] ).
- xel
gafis
Mats |22 g = L get o ga - xp)
0 o

k

il suffit donc de trouver p tel que' [ « I8 - ke| soit born& uniformément,

(1) Lemme.  Vk,Vp, Max (F*-Id-kp) - Min(FX-Id-kp) < L.

Démonstration :

Sofent ¥ = fk ~id-kp » g =fk - kp .
Alors g = Id + ¢ st un homsomorohisme de & (Ye lemme est en fait vrai

pour tout § : B — R pér-iodique tel que Id + § soitun homéomorphisme de B).
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Sofepnt M = Max ¢ , m = Min ¢ ., xM, x!;»s 2 tels que w(xM),—.M, w(xm) = m,
0 Ly - X < 1:
Pour _f:out Xo € R, ¥y S Ky S Xy & xo-:—l,
g ¢ [xgextl —{alx ), g(x )1+,
g est croi_ssante {parce que § est un homéomorphisme conservant l'ar*ien'tat'ian),
d_o_nc 0« g(xﬁ) - -g(xm} < 1, mais g(xM) = Xy + M, g(xm) a. X, i, donc

0 < (M-m) + (xﬂ-xm) < 1, et ainsi, M - m < 1.

Remarque

Cé Temma est faux sur ™. 22, c.8.d. pour g = Id + »5; H a“_.;.aﬁ“, > 2,
¥ Z"-péripdique, g homéomorphisme de R"5 or n‘a pas

Max & - Win v < 1 (voir de dessin pour n ='2).

Conséguence :

donc, pour. démontrer le théorsme, il suffit de trouver p tel que ¥k, Jxei.
fk(x) - % = kp soit.borné uniformément (indépendamment de k) ou encore

11 suffit de prouver qu'il existe xeR tel que

¥
Tim .__f_;(flr"_"_ existe { = p}.

k—t =

(2) Puisque £ = 1d +y, on a 2 = fof = (Idwg) o F = § 2o f = 1d bgepo 7,
f3 = (Id ftg»ﬁ@ flef = f + 40 f +9o f2 = 1d gt g0 f+ e fz, etc. ..

et par récurrence, on a ' '

) =

et Tl SRS A e
: = of .
F ] B ga0

(donc apparait ja moyenne de ¢ sur-1'orbite de V),
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Théoréme ergodique de Birkhoff:

Saient f e Diff:(Tl) et ueco(fl)' une mesure de Radon invariante par f

(c.a.d. tf;;- = u ), alors pour tout (fel.g, 12 somme
k-1

{-_' > '-'.'fo(})‘ converge n-presque partout.
i=0 ‘

Dans natre situat'lon. nous ne demar.dons que Ta convergence en un point.
Donc nous cher-chons une démonstration directe, Remarquons que 5§ on trouva p-
te‘i que fk'- Id -ko » S annu!e en un point, (pour tout k I}, alors on

gagne.

Théorame : Soit fe D‘i‘fo(T ), alors i1 existe une mesure de pmbabi'!ité
u sur T (e- a d.nec? (T ) (espace des mesures de Radon sur i Yo wa 8

u(Tl) = 1), invariante par f {c.a.d. T, U )i

Supposons que ce thioréme soltdémontré.
Algrs
k k-1 : k-1
£-1d .1 T 7
St L CEAIUR R VR ML LA
Mais Fg =4 donc: fiil () = u(vo f) - u(ir)n et ainsi u(yo ) uig) pour
tout 1 ; donc u(f - Id) = ku (%) 3 u(f - Id - ku(g)) = 0 (puisque

_ u(Tl) = 1).- Posons p(f) = u{p), alors p(f) satisfait le théoréme s
effet, puisque u 2 2 0y Yk, IX,s £ (%) = % - ku(tg) = 0, donc Yk, ¥x,

' ifk(x) -% = ku(cf)i <1, d'od on a 1a convergence umiforme.

Remarque : On peut donc calculer théoriquement p(f). Par exemple, pour

f(x) = xta , on peut prendr'e pour u la mesure de Lebesgue et on trouve

1
bien p(f) 3-2— ads = j adX = @ .

0
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(3) 11 ne reste donc qu'a démontrer le théoréme précédent de 1'existence
d'une mesure de probabilité invariante. (Voir N. Bourbaki : Esp. vect. topol.

1. appendice).

Théoréme de Markov-Kakutani : Soient E un espace vectoriel topologique sépa-
ré, Kun compact. convexe non vide de E, T un ensemble d'appHcat%ons affines
E — E qui vérifient les conditions suivantes :

1) ¥f, g€r, feog=go f,

2} ¥fE€r, f(K) c K,

3) ¥fer, fIK est .continue.

Alors, i1 existe un point x €K tel que f(x ) = x 4 ¥fer.

Démonstration de ce théoréme :

On cherche i résoudre (Id - f)(x) = 0. L"idée pour trouver x est de faire

une moyenne & partir d'un point quelconque : soit x = %(_y + fy) +...4 f"‘l(y)),
alors x - f(x) =% {y - fn(y)}, on voit bien & quoi va servir la convexité.
: P

Soient fET, n entier:> 0 ; on pose fn(x) = %(x + f(x) +...4 f“'l{x)) R
On d&finit ainsi une application affine fn : E —E. Puisque K est convexe

et que f(K)CK, on a fn(K)c K, et fan est continue.

Notons T' = {produit d'un nombre fini d'applications fn’ fel' , n€EN} .

Alors T* vérifie aussi les 3 hypothéses du théoréme (&vident !)..

Notons &' = {g(K) | g&€r'} ; alors a' est une base de filtre sur K, c.d.d.,
si Aea', BEA', 11 existe CEA', CCANB. En effet, si A = gl(K), B = gz(:{ :

alors C = glogz(K)cAmB (1a permutabilité sert ici !)

Puisque chaque A€a' est compact, et A' est une base de filtre sur X,

~n A f $ . Soit xér A , alors pour tout n et pour tout fér s 11 existe
acy heat '

Y €K (y peut dépendre de n et de f), tel que x = T _(y)).
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(donc x - f(x) = % v - £"(v))-

Quand n—= , x - f(x) est dans tout voisinage de 0, donc x = T{x)

car E est séparé [si V est un voisinage &quil. de 0 dans E, K - K est
compact (image de K x K par 1'application (x,y) —(x-y), donc 11 existe
a > 0 tel que a(K - K)CV. Si+ < a, alors £(x) - xel].

Donc tout xen A est un point fixe pour toute ferT. Q.E.DB.
AcA’

AEglicatiens :

1) I? existe des moyennes invariantes sur tout groupe commutatif,

2) Application & notre probléme. Soient X un espace topologique compact

métrisable, £ : X — X une application continue. On munit 1°espace ¢

de la topologie de 1a convergence uniforme. Alors 1‘application fk:'c°(x)t-» c®(xye
est cohtinﬁe pour Ta topologie faible, CO(X)' étant 1'espace des mesures de
Radoﬁ.sur X. Soit K le sous-espace des mesures de probabilité sur X.

(c.d.d. u > 0 et u(l) = 1). Alors i1 est clair que K ast convexe. K est fai-
biement compact car : u(1} = L,u 2 0, donc ||u]! fl?;flﬂ ' lﬁ(g)l'ill y

rappelons cue [f¢]|= sup [¢@(x)] et puisque u 2 0, w(y) s u(l) =1 ; Kest
x€X : :

dorc un fermé de la beule unité (pour Ia topoiogic faibie) de c°(x)=.; mais
Ta boule unité de C°(X)' est faiblement compacte(ceci découle du théoréme

d'Ascoli}, donc K est faiblement compact.

Si {fi} i€l est une famille d'applications continues de X dans X, fiofj -_fjufig
Vi, jel, alors d'aprés le théorgme de Markov-Kakutani, 11 existé une mesure

de probabilité x sur X, telle que fiﬁ" =q , Viel, 1.E.B.
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PROPRIETES DU MOMBRE DE ROTATION DE Tl.

1) L'application °(T}) 2,
f o off)

u{§)

(f=Id+u€:R-—>R)
est une application continue. (Remarquons que p n'est pas unique.
Par exemple si f = Ru,cnéq, alors u doit étre la mesure de Lebesgue, mais
avec a= %3 u peut Btre Ta mesure de Lebesgue ou bien une mesure de la
forme :4% 6 en tous les poinis E’ p=0,1,...,9-1. Mais en tout cas,
u(¢) = p(f) est bien défini). L'application p est continue car elle

est 1a limite uniforme {(en f) des applications continues

= =

51 cn passe au quotient (on peut passer au quotient car pour p €z,
ua{+p) = u(q)+p, c.d.d. p(Rpof) = p(f) + p), on a une application.
piffo(tl) £ 7l

qui est contirue pour la C°-topo1og1e.

2) Pour tout fEEDO(Tl). i'appﬁcation,fk - Id - ke(f) = * o R_kp(f) a

un point fixe (c'est la propriété qui caractérise p(f) : voir la démons-

tration du théoréme I1.1.).
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Si p(f) = %e(‘a, on prend k = -q et zlors i) existe x tel que fq,R_p(x) = x
donc ¥q(x) = x, c.a.d. 9 a un point fixe.

Réciproquement, s'i1 existe x, ?q(x') = x, alors fq(x) = Rp(X).

£Mx) - x Jﬁ xipn-x _Pp
nq nq q

ng - '
f (x_) Rnp(x),donc

Mais d'aprds le théoréme fondamental 11.1., pour calculer o{f), on peut
calculer 1a _limite: pouf un point queiconque ; ici nous choisissons x pour

ce point et on a p(f) = %

Donc on a le lemme 11.2. : p(f) est rationnel si et seulement si ¥ a
yn point périodicjﬁe. (C'est d&ja intéressant car si nous retcurnons &
1'8quation différentie'llle sur le tore T?, dans. ce cas, nous avons une

courbe intégré]e fermée (une trajectoire périodique}).

3) In&galité du nombre de rotation :
[£X - I - ko(f} | <1

{car cette fonction s’aanule et max - min < 1),

4} Invariance par conjugaison :

Si f;g EDO(Tl) et si h=1Id+ Q: R — R est une application continue
teile que h'6 ¥ = goh, alors p(f) = p{g). (Wovs ne demendons pas qua
h soit nécessairement un homéomorphisme c.d.d. heD“(Tl) .S cest te cas,

alors f et g sont conjugués).

Démonstration : ho f =g o h ; par récurrence cn a h o £ = g" o h.

Puisque h = Id +¢ , on a £n +¢o " = g" o h, donc :

f1-1d Pof"_ g"oh-1d __g"oh-b, h-1d

n. n n n n

Mais h - Id= § est un: fonction périodiqgue continue, donc (‘p est bornée
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n
et ainsi sﬁﬁ‘fé 0, Iﬂﬁf——i——»ﬂ quand n —= , et puisque

no no_
Tim ..:9__9;;'!_“1__11 = 1im (_HJ_L_Oh)= e("),

fi—e fi—res

an a bien p(f) =p(9).

5} Corcliaire :

Si  est conjuguée & R , o(f) = a parce que p(R ) = a.

6) $i £,ge0°(TH), fog=gof+p, peZ, alors o(f 0g) = o(f) + p(g) et
p=d.
En effer, pufsque ¥ o a = a o F, d'aprés le théoréme de Markov-Kakutani, i1

existe ‘ne mesure de probabilité u sur Tl, invariante par £ etna : ?*u = o= §;p,
don¢ invariante par f o g.

On 2crit § = Id+y , g=1d+y ,onafog=g+qog=1Id+y+qoqg.

donc 2{f 0.8} = u(¥rqo g} = w(¥) + ulgo 9) = u(v) + u(g) = o(f) + o(g)-
On & pour la méme raison o{g o f} = p{g) + p(f).
Wz is d'apras 1'hypothése, f o g =g o f + p, donc p(f 0 ¢g) = p(g 0 f) + p.

fione p = Q.

§4.
UN__EXEMPLE FONDAMENTAL.

‘(L’ex_emplke d'Arnold). Pour tous a,bek, considérons 'I"app]ic'ati‘on

fap R — B, FipfX) = X + a sinZm + b,

Alors i fop=Ryo fa,o ; pour |a| < -;—; » fa,p oSt injective ; donc nous suppo-

sons toujours que |af < L et ators f. bEDO(Tl)-

v
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1y Si |b| < |a|, 11 est clair que fa p @ un point fixe.

2

Ponc pour tout (a b) dans ce domaine de §” {(v. le dessin 1), f’ b verifie

p(fa p) =0 (pu'usque p(f) e -E-EQ e IxeR, fl(x) - R (x) 0 gxei_l,__

fq(x)-x—p 0j.

Pu-asque p{R ] f) p(f) + p (pcZ),; les domaines «dauruis2 teis que pour

(a,b) dans ces domaines; p(fa p)} € E sont comme su le dessin 2 :

(1)

Ly

\

D

Puisque pour a fixé T'appiication h, s B o R

est continue, on applique le théoréme des valeurs intermédiaires et on

-

é 1T
Corol]aire : pour a fixé ftougour*s Ial 251)" podr tout aeR, 11

existe bER tel que . p(fa b) = u A

Remarque : 9(_0,-::) = o car _f{);u_= R .

o

B : 3 ' . . N . . .-'.- M N . y . 1 N . | ‘ 3 -1
?:L__Prqposﬁnon.ll..gf. Pour a fixé # 0 {af < 5 pour tout %eﬁg h (g_-)

est uﬁ._interv_a"u]e fermé d'intérieur non vide.

A
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Pémonstration : L'application b +-¢ha{b) = p(fa ) etant continue,

hglgb) est fermé.

Pour montrer gque h;l(b) est connexe, on montre que ha est monotone.

Cela résulte de 1a proposition généraie :

Proposition : Soit f‘eDr(Tl), alors 1'application

h:R — R, bes h{b) = p(Rb o f} ect continue monotone (non décroissante}.

Démonstration : (évidente) : Soit bl < bZ’ alors pour tout x,

R (fix}) < R {f{x)}. donc, par récurrence.
byt b,

(R, o £)" - 1d
(R, 0 )7 < (k.o )", donc o(R_ o) = Tim —> <
! 7 1 n-s n
(R, o f)" - Id
. 2 -
< lim ‘ = b(Ry, o f). Q.E.D.
fi—+es n P s

Donc i1 reste & voir que h;l(g) est d'intérieur non vide si a # 0. Supposons

~1,p. _ . q = q
que h_ (E) ={b }. 0On sai. que fa.bo Rp s'annule

aguelque part. 11 est clair que fg Sl R

ne peut changer de signe en
. .

p

s'annulant, car Jla propriété de changement de signe en s'annulant es: une
propriété ouverte dans la C°~topo1ogie : pour b assez proche de bu’

g - 8 . : - .._E : -IR .

Fa.b R? s'annulerait et o(f, ,) serait egal a ; donc h, (q) # {b,}.
ol . q N . q i

Gr a donc ou bien fa.bo Rp_z 0, ou bien faﬂbo Rp < 0.

. o =q = =
Montrons que forcément Ta,bo Rp = 0.

Er effet, supposons par exemple que fg b - Rp » 0.
. . *2%0
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of Ici on a un lemme :

b ~-b a,b’

Lemme 51 A>0,n ent1 r, on a R, o f < (R 0 f) {démonstration par
n
récurence :_f <. Rx of = ('Rx 0 f )(f(x)) < (RJ\ o f) (RAO f)(x_)) :
 ponc si bo -b>0on a:
'fa._b 7. Rpf (Rbo-b) D_fa,'b_ Rp (cgr b, = b >0)
< (_Rb _b.).o fa b). Rp (par'. Tg .lemme)
- Te | S
U
(f ) i
’ -a’bo
. PP Y| i Y- q - - 2 , s
_anc, 51. fa,b ! _Rp f g, fa,b _ Rp_a un zéro (avec changement de signe)
Ep(:nn" b"- b'>0 petit,' donc f(fa b) = E pour bo --b >0 petit
ce qu'l contr‘ed1t ] hypothese h™ (R) —{b}
il reste & montrer que si a aé a, fq = R 40
Crla vient - (Herman) de ce que f(x) = f I:‘(x) =X + a sin 2Wx + b se

proionge en une fonctmn ent1ere de ¢ dans £. Si fq(x) -Rp(x). ¥x€R,

on a fq(z) R (z) Vzec donc

(R_, o f9(z) = z, vzet, donc (R_b_o_fq-l) o f = 1d,.

-p
Mais R_P 0 ff'"l_. est une'fonctiori entiére (car g = 1) et il en est de méme
de 'f, donc f est un diffé.qmorphi-sme'biho]omorphe.lt — £, et f doit &tre
de la forme f(z) = az +B , a #0, ,8 €.

Mais f(z) = z -i'_tf(z-), donc ¢ = const, et a = 0.

Nous avons donc demontré 1a proposition II.3.
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Remarque 1.
On wient en fait de montrer que si a # 0 et si p(fa b) e %&EQ, alors f n'est

iamais conjugée 4 R, .
: PIEEE 2 Torq
fect vient du

Lenme 15.4,

o h

It
=

soit #£0°(1%) aves o(f) = Beq. 17 existe hep®(Tl) tel que ¢ o R

p/q

5% ot seulement si 9 -~ R_ = 0.

p
1y § = h”%Rp/qm = ¢ -r =0
Puisquef-:h“%awqah,onaf“:h“loﬂpuh, donc W% =R oh=hoR,
d’oi 79 = fio
(B o h=ho Ry car n=ld + ¢ { ¢ l-periodique}, Ry 0 b(x) = x +¢(x) + p,

noR(x)=x+0p TRixp) = x + p + @(x)).

1

2y 9 . g o= : Oerly 6o
i R, 0 =3 edNT, f=nh o Ryq 0 h- |
] e I -1 2 ) - |
Sy P =R ,omposeh=={ 1 (F -1 E}§ , aiors,
b 7 =0 9 |
MR e Gl gk
, 1 i+l 1 i d
hof=={(x (F7'-32, n h=2 g Byl
q {i=0 { * q)n b/ 2 q (‘iio {f K q)) * q°
1 o 1,
donc h o f - R h== 1 (ffely) -RBoliftqg)-Pog, 4. ig=
: o/ © T 5 SRCS VRS id) g = 0» car 9~ id=p,

q-1
donc b s f = . -2 T
one h g Rp/qo h. Il ne reste qu’s démontrer que h = ﬁ'(~ 0(f - i %))

est un homéomorphisme.
Puisque f est une appiication creissante, alors chagque £ est croissante,

5 . .
et par cgniéquent chaque 7' - 1-% est croissante, dinc le barycentre

_ 1 1 i . S
h o i iiﬂ {f -1 %)) de ces applications croissaites est une application

croissante.
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Mais h est continue, donc h est un homéomorphisme.

Remarque 2.

Nous allons démontrer que pour a fixé non nul, |a] < %;. int hgiga}
est un ouvert dense dans R. Celd est déduit immédiatement

de ia

‘Proposition 11.5.

Pour a ﬁxé'non'nu_l. la] < '%F ’ h;i(u) = {ba} est réduit & un point

pour tout a ¢0.

Démonstration :

i) Dans Te 'chéap'it.“e'III, nous_démontrérons e théorame de Denjoy :

Soit fe DZ(TI); o(f) = a¢g, alors i1 existe un homédmorphiéme hEDO(Tl)
tel que f = h’_l_ 0 Ry 0. 0.

2) Proposition générale :(d'Arnold)

Soit £€ 0%(TY), o(f) = cg Q. Alors, st s(R,0 7) = p(f),

on'a e 0.

51 cette proposition est démontrée, on en déduit facilement la propesition

11.5. car si p(f0) = p(fy ey = P(Ryup @ F, 1) = a ¢ alors b'-b = 0,

donc h‘l(a) = {b}.

3} Mous alions démontrer la proposition générale (d’_‘Arnold) dans le cas
p_a.rticu]ier ot f=h o R, © h'l (Dans. netra situation, fa,,b est analytigue,
- donc d*aprés le théoréme de Denjoy, nous sommes dans le cas) (et pour
le cas génsral, voir § 4, chapitré_ ITI).
St p(Rof) = 4f) =q , Px. of ;-Rus"annule.
De méne, pour tout h eD°(T1),
p(hlo Ry0foh)= dR af)=q ,doncho Riofoh-R_
s’annule aussi. Donc R,of=ho R o 1 s'annule, ¢.a.d.
(R, 0 flo (he R“oh°1)'1 a un point fixe. Si donc f = he R'u oL, on

tirouve que Rk a un point fixe. D'olt A = 0. QED
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Remargue.

Pour & # 0, ja] < %«,—‘,, 1a fonction h_ : R — R, b+ p(fa,b) est celle
dans Je contre-exemple du cours de J.L. Verdier & HanoV (1-2/1977), elle
n'est pas différentiable.

C'est une “fonction de Lebesgue" 3 monotone continue et localement constante
ay voisinage des rationnels {v. dessin 1}

Donc nous avons ie dessin 2 suivant :

-9

: 2

S
— 2B — :
":j/,_ "?“./////f
/?E“" - & .
7 / . _

=l -/

1 o «4Q
(1) 3 {2)

Pour a # 0, Ja| < %;
h, : [0,1] — [0,%] et k = [0,1] - Int h;l(a) est un Cantor.

V. 1. Arnold a montré que si |a] — O, m(Ka)' (1a mesure de Lebesgue de K_)
k) — off0,10) =1

Hermar a montré que pour tout a # 0, |a] < %T—, _dn a m(K,) > 0 (Voir chapitre III). -
'H'er:man nous a encbré dqnﬁé .1es ré§u1_tats su'iv.an'ts ; .

Pour 0 <rg w"rw,('sigﬁifie éha]ytiqué) "pour tdut g—e Q, le fermé

F;/q = {fe Dr(Tl) ,l_p(f)\‘ = g-} est connexe et d'intérieur non vide dans Dr(Tl);

De plus, l

roo Ferly o8 Bt ey
Op/q {fed’ (T°) | f Rp} = {g "0 Rp/q 6g | g€d (T )}
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-1
i

. r )
est un fermé contenu dans la frontiére de Int (F;jq) dans D {77}.

Comme Int (F;'qj # (et méme connexe), on peut construire dans Int (F;'q)
des chemins analytiques non constants t€f[a,bje ftE:Dw(Tl) vérifiant

of

t . SR . ,
3 ¢, mais tels que ft ne soit C'-conjugué a ia rotation Rp/q

t€[ab), puisque (F)9 # R .

POUr aucun

- ro_ _ v |
De pius, 1touvert U = p/quQ Int (Fp'q) aest dense dans D {77} et si r 2;1J
u" contient 1'ouvert dense des difféomorphismes structureliement stabies.

$1 te@,b:j Hft DO(Tl)'est un chemin continu avec _p(fa) # p(fb), on

doit s*atiendre & ce qu’en général la fonction ﬁfi[é,ﬁ]'&~ff(ft) reste constante
sur uyn intervalle d'intérieur nen vide chaque fois que g{ft)é;a.

On a cependant le théoréme suivant, qui généralise 1'étude de 1'exemple
d°Arnoild (voir chab IIY § 7).

I

Thtoreme : Si 3<r = wet tela,b] ~ f e‘Dr(Tl) un chemin de classe £

t
avec o(f,) # oify) alors m {t€[a,b] | f, est ¢™2. conjugué & une rotation
irrationnelle} > 0.

e theoréme est trés fort dans la mesure ol i1 n'exige aucune hypothése de géné-
*icité sur le chemin considéré. Remairauons que pour un chemin génériqusz, le
cuisplémentaire de cet ensemble de mesure positive contient un ouvert dense
{valeurs de t pour lesquelles ft est structureliement stable 1}. On voit bdien

e conflit entre les notions de mesure et de catégorie et ta difficulté qu'il

¥y a & définir ce qu'est un difféomorphisme “général®.

Reférence : - M. R. Herman : Théseisur la conjugaison différentiable des difféo-
morphismes du cercle & des votations. A paraitre
aux publications de 1'I.H.E.5. n® 46,
- M. R. Herman : Mesire de iebesgue et nombre de rotation.-
Lect. Notes math. 597. Springer Verlag, berlin 1977,
p. 271.293.
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Chapitre 3.

THEOREME DE DENJOY ET THEOREMES D'HERMAN

Reppelions que nous avons noté

0%Td) = (f : & — R | f homdomorphisme de R de Ta forme Id @ » 4 1-perios
dique}, 4

'D1ff° (Tl) = {f Tl-—a T1 | f homéomorphisme du tore & une dimension T1
conservant 1‘orientation (c.d.d. isotope & a 1'identité)},

D?(Tl) f;».Diffg (Tl) est le revétement universel.

Dans ce chapitre nous étudierons FS = {fe DO(TI) avec p(f) = a €6}.

5L
Lemne III.1. (Jacobi).

51 x,€ Tl, {R: (xo)} est dense dans Tl pour o d¢d.
{Donc pour un champ de vecieurs sur T2 dont les orbites soni des droites

de pente irrationnelle a , chague orbite est dense dans le tore Tg),

Démonstration.

5t a€® il est clair que i'orbite est finie.

Si ofQ, les R"(x } sont tous différents, car

R:(xé) R (x,, ) = R" "(xg) = X, = (n-m)a est un entier,

mais « ¢ @, donc n=m. L‘ensemble des Rz(xo)_a donc un

point d'accumilation sur le compact 11, c.a.d. Ve > 0, Inm, v £ m,

'|R {x4) - R" wt %o )l < g Mals R, conserve la mesure de Lebesgue sur 11.

on en déduit que |R|n m[(x ) ~ x ] < gy pu1sIR2|" mi(x Rs” mi(x §i< € s

donc X, Rln ml(x Y, R2 Vs m’(x ),




décomposent T1 en intervalles de longueur < z .
Q.E.D.

§ 2‘
QUE SE PASSE-T-IL POUR £e (T}, p(f) = a ¢@ ?

Lemme I11.2.

soit FepO(TY), p(f) = a ¢Q. Alors pour x_ fixé, on a

f"(xo) t+ k< fm(xo)= +3 = no+ k < ma+ J {(c.d.d. Yes ?“{xo} sur Tt

dans le méme ordre que les R)(x ).

Démonstration :
Puisque £ ™ o5t up homBomorphisme croissant de R (car f est croissant),

1°hypothése équivaut a

£ (%) + k) < F(ER(x)) + d)s
donc &quivaut 3 f"""{xo) thex ti,carfe=iden,
£ +4 £ () + k) = f"(xo) + K +.(gm(f“(x0) + k) =
= Fxg) + k 4+ I (x)) = £7%x,) ¢+ k.
On est donc ramené 3 démontrer gque

fP(uo) + K< xo-n-j = pa+ k<J, (p=n-m.
Puisque p(F) = o ¢9,7 n'a pés de point périodique, c.&.d.

vy, Ly} - v ¢R
Pe fp(xo) - Ky < j-k, on deduit donc que Yy, fp(;') -y < jok,

(car si Jv, fp(y) -y > j-k, alors iyo. fp(yo} - .yoe Z) : Rappellons-nous

une propriété fondamentale du pombre de rotation : ¥y,
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Hin (P(y) - ¥ - pa) == o s Ply) -y - po s -
= Max (fp(y) - Y - pa)s GP.B'p 2 0,. mp + Bp <1,

Donc Max (fp(y) -~ ¥) = pa + Bp < j-k, implique pas < j-k.
Q.E.D.

Corollajre :
soit £e0°(r)), o(f) = o ¢0. 5'11 extste x_ tel que {F(x )} est dense
dans Tj's ators la correspondance f“(xo) — na se prolonge en un homéomor-

phisme g conjuguant f a Ru.'

Donc le probléme est : quand Jes orbites de xo_30nt~e]1es denses 7
Foincaré avait conjecturé que ce n‘est'pas_fdrcément yrai, méue si T est ana-
lytique. Mais le théorsme de Denjoy dit que c'est vrai dés que ¥ est un

difféomorphiﬁme de '[-1 de ‘classe cl

avec Df 3 variation bornée {i!

0%0d le corollaire : toute orbite est dense pour tout champ de vecteurs
¥ sur 72 de classe €2 n"ayant pas de zéros eﬁ 4'crbites fermées {ce
corgliaire généralise le théoréme de Poincaré - Bemdixson).

Nous allons &tudier tout cazli.

§ 3.
Proposition FI1.3.

soit f€0°(T}), o(f) = o ¢ 2. Alors 11 existe une application g : 8 — 8 .
continue monotone non décroissante de la forme g=Id+ ¢, ?eco(Tl)

telle que gof = R,59

Remargues

1) "en général® (dans un sens 2 préciser), g n'est pas un homfomorphisme.

2) L'utilisation d'une mesure de probabilité u invariante par f permet

de me plus parler de l“ardre'des'pointé comme dans le lemme précédent

et clarifie Yes démonstrations :
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Démonstration de ia proposition.

Soit u une mesure de probabilité sur Tl9 invariante par f (Nous verrons dans
T1a suite que, 51 p(f} « o €0, alors u est unique, mais nous n'utilisons

pas cetite propridté). Puisque p(f) = o' ¢Q, f est sans point périodique,
_ : X

donc y est sans masse atuiiique. I1 en résulte que si on pose g(x) =[ du,
‘ ; o Jo
g est une applicatioh continue ; elle est non dicroissante (car u 2 0).
On a g{0) = 0, g{x+p} = g{x) + p si pel (carf du.= 1),
._ E(x) x , 0 &
g(fix)) ~ g(f(0)) j dp = ] d (fip) = [ dis
f(0) 0 0

{puisque u est invariante par ¥) = a(x} - g(0).
Soit ¢ = a{f{0)} - g(0), alors gof = R.og. Mais on a vu qu'il en résulte

que ¢ = o = p{f). Q.E.D.

Proposition I11.4.

Ce g est un homéomorphisme si et seulement si supp u = T1 (ou supp

dé€signe Te support de u ).
Démonstration : g est alors strictement monotone. Q.E.D.

Proposition III.5.

St F = supp ¢ # Tl. alors F est un Cantor (invariant par f) ; c‘est 1'unique
fermé invariant minimal de f. [On retrouve bien Ta discussion du cebut
poﬁr' que g ne soit pas un homéomorphisme i1 faut que les orbites de Xo

sous f ne soient pas denses {c.a.d. i1 existe un fermé invariant # T]'] .

Démonstration :
1) F n*a pas de point isolé c.5.d. u n'a pas de masse atomique, car T n'a

pas de point périodigue.
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. X _

2} Lapplication g(x) =‘] dy donne 1'application g : 1,
0 —

et go f = ﬁm 0 g. Ona g(F) = §(T1) =1let EIF est injective sauf sur

1'ensemble dénombrabie D des extrémités des composantes connexes @e

v} F. Soft M un fermé invariant par T : F(M) = M. On a 9(F(M)) = R_(G(M),
donc (M) = E“(§§M))B c.a.d. g(M) est un fermé invariant par R@

mats = ¢ Q, donc §(M) = TL. Puisque §(F) = T%, G(TI-F) = G(D), GF-D)NG(D) = ¢ ,
et que §|F-D est injective on en déduit que M SF-D.

Mais F n'a pas de point isolég, FD = F, donc si M2F-D, alors MDF, c,a.d.

F est 1'unique ensemble minimal invariant.

3} par hypothése F #'Tl :si IntF #¢ , Fr(lnt'F) serait invariant par f.
Donc Int F = ¢ , ¢.a.d. F est un Cantor {car il n'a pas de point isoié

et 1'intérieur de F est vide).

§ 4. SUITE DE LA DEMONSTRATION DE LA PROPCSITION D'ARNOLD {v. Chap. 11.§ 4).

Proposition 111.6. {d*Arnold) : Soit £eD°T) avec p(f) = oei-g.
Alors o{R, o f} = p(f) dimplique que 1 = 0.

Démonstration :
1} Wous avoiis démontré la proposition dans le cas o f est Co—conjugué d R
o

(¢ 4, Chapitre I1) dsmonstration de la proposition 11.4.).

. . [ |

2) Lemme : Soit feD°(TY), avec p{f) =.a€R-§ ; supposons que f n'est pas
o . N

£ -conjugué 3 Ry» Alors, pour tout ¢ > 0, i1 existe x eR, peE, nflem
{resp. P EE, nlgﬁo N) tels que

a) x = +p < f(x} < x4p,

n
b} (resp. x + pl < f ;(x) <X +e+ pl).

l.IIIIlllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIlIIIIIIIIIIl-
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Démonstration du lemme :
H’aprés Ia'prbposifion I11.3., il existe gt R — R, g = Id + cf eCO(T-l)

q continue. monotone non décroissante telle que g f = R, 0 9.

On suppose que g n'est pas un homgomorphisme. Soit F sur Tl_ 1'uniqué ensemhle
fermé minimai invariant par ¥ °(F est le support de 'I'um'qqe me;ure.de'
probabilité invariante par “f‘)': § est constante sur chaque composante connexe
de Tl r{ F 50it D ll“énsem'b'l.e des extrémités de composantes connexes de .Tl- R
Soit kEF—D;-_Come F est un ensemble minimal pour f, {f"{x) | nen}

est dense daﬁs F. Pour tout = > 0, il ex1ste donc nf0efl {resp. n EN)

tel que (resp. x - € < fn(x) < X, X< ?’ (2} < x+ e ). (on a donné ! comme

un intervalie).

En relevant & &, le ]eme_ en résulte.  Q.t.D.

Remarque : '!e 'lemme resto va]able s‘i f est ° —comagué R (dans ce dernier

cas, tout xEE Tait i ffmre).-

2} Démonstration de 1a propontwn lorsque f nlest pas ¢ -consugué a R
pour’ tout e > 0 (‘resp £ < O}, on va trouver 2, avec 0 < 1 Le

{resp p A S 0; te] que "(Rl o f)e Q, donc

,;ﬂ(RJl .f} sé xr(f) &k -Q, _alors. come _ Aap{R o f) est monotone non décrois-
sante. on voit b1en que p(R o f) = p(f) implique A= 0,

Consmérons € > 0 et (R o )", Pour. tout nen, on a (R o )%(x) » e+ £(x)
(voir un Temne dans la démonstratwn de ]a proposition I1.3.). ¢ > © étant
donné,, sojent x et n donnés par 1le iemme précédent. Un a:e+ f (x) > Xtp
et aussi T7(x) < x+n. Comme A €0,e] — (R o f) "(x)c B est continue en i
{(par la continuite de » — (R yof)") et comme (%) = (R boF Y (X) < x4p, i1

existe 3, {par le théoréme de la va]eur intermériaire) tel que (R of) (%)

= x+p, donc p(R of) = R € 9. o

o
La méme démonstration marche 51 e < 0,
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§ 5.
UN EXEMPLE {de Denjoy) :
f: T8~ 1! est un diffeonorphisme de classe €, o(f) = a ¢4 (a. quelconque)

F = supp u # Tl (a1ors-?'n'est pas Co-conjuguée a'ﬁa),
Référence : J. Milnor (Strasbourg 1972),H. Rosenberg (Bourbaki)).

1dée :
1. 17 1
o> U In’ In intervalles cuverts dans le méme ordre sur T! que l1es no ,
n==o
tels que & 10ngueur (In) = ]ongueur-T1 et ?_:'In — In+1 difféomorphisme

nef

de classe C* ; on prolonge ces difféomorphismes en un difféomorphisme de

1

ciasse ¢! de T! (en fait on commence par se dorner les dérivées de T

sur les In)' De fagon imagée, on grossit les points na de fagon que

1'ensemble minimal soit le Cantor complémentaire de U In.
ne @
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Réalisation :

1) On se donne ¢_> 0, ned, tel que I n =1, 1im :'H' = 1.
iy neR n— 4=
(par exemple 2 = 1/(1+n2) T 1, .
' ©o=e n+l

a ¢ § donn&, on pose a = na (modulo %), 0 < @, < 1.

I =(b,c)sur [0,i} ,b,=0=1,b = 1 =&,

n n’"n © : n ST
{m | q.m:;hn}

c = b %, alors longueur I =8 .

" fog o = hoon

Les I, ne # sont disjoints et sont ordonnés sur i comme les °"n £ na(mod 2),

car Sia'?‘u,.alorsb"n._-‘ “z <1, ¢ 5 <1
n p p {m'lﬂm“dp}m f.n {mlu “n} J

donc Cy < bp.

G I_ est dense dans 'I‘.1 carI 2t = 1),
nez N 8 h )

.2) Idée de Construction de f : In - In+1 -qui se prolonge en ? 2TV TV,
I . )

pour avoir un prolongemént ¥, 11 suffit que f s0it lindaire ; pour avoir un
pro‘eongement Cl,, on prend f tel que ie graphe soit comme dans le aessin

(c.4. d. ?ﬂ‘,’ — L dniformément iorsque

X s Sl R
2L s 1) puis on etend par continuite.
n
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Réalisation :
(On définit la dérivée de ).
On définit :
LI b 0,40 {cont’inué avec
2 . . : — C
{1) fi(t)— 1si t —b_ett -
(ii) f;(t)-—-» 1 uniformément quand n — e {on peut faire ga car
L )
h¥l LT
n y
On &tend en f* : R'—-'-*]O,w[ par
f'(t) = 1 pour t E[O,l] S _In
' ne#
f'{t+l) = f'{t) {périodique).
Puis on définit f : B — R par F(t) = bi + [t f'(s) ds.
_ 0 '

Alors, f est un difféomorphisme de classe cl, ft+l) = F{t)+1
(c.é.d. £ =1d t4 , g périodique) car f{tl) = b_l + ftﬂ f‘(s) ds
t+l 1 g
= ¥(t) + fi(s) ds = F(t) + [ fi(s) ds = f{t)+ I j f'{s) ds =
t 0 | nez JI,

f(t) + nezzglz"*l = f(t) + 1.

: . I st o < l-a
Lemme : (I ) = ! Lt "

In+1 translaté de 1 si & 2 1-a.
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Démonstration : 11 suffit de montrer 1'assertion sur f(b") car

fi{s)ds = 2..,-
.In

b
Onaf(b)=b,+ | "Ff(s)ds=b,+ z o1
& 1 jﬂ 1 m l“m <ol
{on regarde les In qui sont avant bn)' .,
1) a, < o (& @l = nn-i-a) (4)
4z0

| oy <apt o dm | agy <opyyl - o | oy <@y = @b Xatd

Rnst
‘car
a} si um<un, 3m+1=am+u < un-i-u = an+1< 1,

b) si < i b Pl
} si %l < Snel et sio 2 a, alors o, 4 <5 %4

) ..‘E.Clm‘!'u » donc IR um+ a , donc @ g = +o-1+a,
(&) “-’i'—'“
: fecg
it Az0
D TP e T I el 3 1 7 P1 F Bpay 7 Dy

|y <ok | oapy <opd”

2) a > l-a { @0 =a +a-1}. Alors,

n+l

o] op<ad = 08 fagy <o U dm] a2l
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En effet, a =a_ + a-l.

n+l n

ler cas : @al < 8430 as oft Gl = u.m-l- a-1 (v. dessin 2)

)

@+ a>a (v. dessin 3).

2eme_cas : 1 __>__'an+1; cas od  “|'1!+‘1 = a
Donc SRl
o) =B+ B g fmi1

Bl
n | agyy < apgd. ERLELWEL

mbopb 4 L g e S,
1% “n+l -1 m+ 1
'=b1+bn+1ﬁ-li - b1=bn+1f1.-
Q.E.D.
o o
G -
U nea
.wm ;3/‘;.-@50
1™ T"m-i-i-

Lemme : p(f) = o .
Démdns.tratibn : On fait les calculs er b, = 0.

Par récurrence : f{0) = Byreees £(0) = [na] + b, (on sait bien & priori
‘que F(0) = b, + entier). En effet,
“_’mﬂ tb, st a <l

f"”(u),=_ f([a]+b,) = fRa]+f(b ) = |
)[nuj + bn-_&l = [(n_+1)n;j + b si a2 l-a.

.
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ponc |£"(0) - na| = [b - @] < 1. Q.E.D.

Exercice : Voir que f' n'est pas a varjation bornée.

§ 6. THEOREME DE DENJOY III.7. :

s ?eiﬁffi ¥.biyly c.a.d. F est de classe c! et DF a variation bornge
{en particulier si 7 est de classe Cz) et si p(f) = a¢Q, alors f est

topologiquement conjugué & R .

Démonstration :

- D'aprés les propositions I111.3, 4,5, il suffit de montrer qu®il n'éxiste
pas d'ensembie minimal invariant {Cantor) # T1 c.d.d. 11 n'existe pas

u In’ ouvert contenu dans le comp1émentairé d'un Cantor tel que
neg '

Tl In —— In+1'

- Remarque fondamentale : $iF:1 - I, de classe Ga

n ntl

B)f i1 — I maisa(l)— 0,z a(l}) =1, donc F! ne peut &tre
=1 ' istee nei '

minorée ni majorée uniformément en fonction de 1€ 2.
Donc T est topologiquement conjuguée i Rp(f) dés gu'il existe une suite
_ _ 9
g i=thie et des constantes C, D telles que ¥x, ¥i, 0 < D <|Df “(x}i <,

| fdrtiori dés qu*il existe une suite 4, == » une constante K teliles que

g
¥x, 110g. Df ™{x)| < K.
+1

LG L
Mais log DF{x} = £ 1log Df(f'x)) car
i=0

sz(x) = D(F(f(x)) = DF{f(x}) DF(x), etc... (récurrence).
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Donc on est ramenéd 3 montrer que @

5i fe DI(TI), Df & variation bornée, i1 existe une suite q —v+ =

et une constante K tellus que Yx€R,
q,-1

t  log DF (f1(x))} < K-
§=0

1

— [.

Posons & = log Df ; 4§ est périodique. c.a.d. @2 7T

Par hypoth&se, Df est & variation bornée, donc q est & variation bornée.

On se raméne donc 3 montrer le

Lemme fondamen‘_ta] ]

Si @: T1 — R est ‘wne fonction continue & variation bornée et si f € D°{T1),

‘p(f) = a¢Q, alors i1 existe une suite q — += et une constante K telles que
q,"t ;

¥xe®, 1.5 ®(f (x)}| <K (en faii on pourra prendre K = Var{y))-

Démonstration du lewwe fondamental :

2} Inégalité de Denjoy-Koksma.

swmﬁfeD%TH.pﬁ)=a¢q,%eq,%in@mmubn, h"%|‘lz )
q
§: T1 —» R une fonction & variation bornée (méme pas forcément continue},
u  une mesure de probabilité sur T telle que fou = u .

jors on a
a-1 Lk
sep | E Q(E(x)) - qu (§) < Var(}).
xetl i=0 '
b) Fin de la démonstration du lemme fondamental en admettant 1'inégalité
‘de Denjoy-Keksma :

1) Ya ¢ 9, i1 existe une sulte q—= et une suite p, (entiers) telles que

P P
o~ E’-‘- <1 ( <t irriductible) : on prend les réduites du développement en
n \1;)7 A
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fraction continuve de o :

« =[a; al,....an....] =a,+

a_ie}, a; > 0 pour 4 > 0,

P . .
ﬁ; = [ao A al,...,aﬂ] ‘

._1

(voir Khinchin : Fractions continues, Moscou 1935).
9 %+ '

p .
Alors [a~ -2 <
fn

Exeircice : donner une autre démonstration péiﬁ 1a méthode des tiroirs de

Dirichlet.

2) Si $ = log Df, u une mesure de probabilité invariante bar f, alors
w(g) =0 .
En effet, 1'inZgalité de Denjoy-Koksma montre que

-1

. A i
‘é"“’ Z q(?’(x)) converge uniformément (%) vers n((?) Jorsque f —+ =

1
u

fo i - =, 1 In
mais si«¢ = log Df, — £ (f‘(x)) = =~ Yog Df ' {x).
1 I i=0 i %
‘ , q
(1) Supposons que - u{¢} > 0, alors log Bf n(x)r converge uniformément vers +=
G .
donc Df (%) tend uniformément vers 4.

. q
(i1) si u(¢) < 0 alors log Of "(x) converge uniformément vers -« , donc

q
Df "(x) tend uniformément vers 0.

(%) Catte propriété est en fait vrale beaucoup p1us'généra1emént et ne requiert
pas Denjoy Koksma {unique ergodicité des homéomorph smes du cercie de nombre

‘de rotation 1r§-ationnei) voir thése d'Herman et res :rque ci-dessous.
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1
q q q
Mais ¥n, f Df M(x) dx = f (1) - £ "(0) = 1,
e

ce qui contredit (i) et (ii},

Donc  u(g) = 0.

(3) Donc dfaprés 1'inégaiité de Denjoy-Koksma,

q -1

9 2 i :

ona [log DF "(x)| = | £ logDFf (f(x)) - 0] = Var(g)

i=0

Q.E.D.
Remarque : (dont nous n'aurons pas besoin) :
si f€ED°(T1), p{f) = o ¢ Q. alors i1 n'y a qu'une mesure de probabilité
invariante sur Tl par f, car 1'inégalité de Denjoy-Koksma montre que
q-1

> q(f](x)) converge uniformément vers ﬁ(q) pour toutes fonctions |
=0

1
q, -
& variation bornée (les 4, étant comme dans }'inégalité Denjoy-Koksma}.

Nous pouvons démontrer ca directement : Soient u , ¥y deux mesures de
probabilités iavariantes par f : ?& B o= u, ?* My = Wye Rappellions que

si nous posons g(x) = ]x'dp alors g{x) est une fonction croissante et
o

gof=Rog. Donc g, p = §k fou = (ﬁa)ﬂ G c.a.d.

Eiu est invariante par ﬁ;¢:¢a. On peut démontrer facilement qu'alors

§¥p doit &tre la mesure de Lebesgue m (grdce & 1a théorie des séries de

Fourier). Donc g, = g, Uy = m.

Mais u et uy ont. méme support F et g|F-C est injective ; D étant dénombrable

et u, o n*ayant pas de masse atomigue, on obtient 1a conclusion : y = vy
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Démonstration de 1'inégalité de Denjoy-Koksma :
- P X
1) & quoi sert |a ql< Ez
Lemme : Soit o, = fe (mod 1), 0 < a; < 1.
Alors i1 existe un et un seul ay (1 <'i < q) dans chaque'inter\r‘alle
K, X1 0 < & < q-1).
9" -q
En effet, on peut supposer que 0 < o < .,% <1 . (ona le méme raisonnement
q

pour - }_2'..‘: a - % < 0).
q i s
Alors 0 < fa = 1 %_< i/qz < 1/g {car i < q) ; Puisque % est frréductible

les %P- (mod 1) {0 < i < q-1) sont tous distincts at partagent donc [0.1]

en intervalles de 1ongueu¥'%— 3 1"inégalité précédénte dit que chacun de

ces intervalles contient un et un seul point &_i

2) Nous découpons le cercle en morceaux de ‘ignguéur% : on choisit Yo

quelconque, on considére g‘(yo) ; puis on prend ¥ys yz,...,y -1 tels que 1'in-

q
. o cf X
tervalle @(yk),g(yk+1[]a1t 1a longueur-é- {9 est la fonction g(x) =f du).

0
Puisque g o f = Ru 0 g, ie dlagramme suivant ast commtatif :
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D'sorés le lemme précedent, il y a un et un seul point ﬁ; (Glygd)e 1 # 8,

dans T°intervalle ['g'i(yk.), §(yk.ﬂ)] » denc i1 y a un et un seul point
j i
?i(y.o) dans 1'intervalle B’k.“ yk_+1].
i 0N

Yie1
[ Ay = g(ykﬂ} - g(yk) =% 3 posons y = X {en sa rappelant qu®it a &té choisi

Yk quelconque).
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g-1 g-1 1

s i x)) -aqe g}l =17 4f () -a f (t) du(t)] =
i=0 i=0" 0

g-1 5 yk +1
e (gif)) -q j ity au(t)] =

§=0 ¥

(

[

(q - t@(f (x)) - gt)) du(t))| <

A

k A . _
z qai[y (QUF (%)) - (t)) du(t]
yki

a-1 8
r et sup | (F (x)) -q(t)] = Varlg).
i= 9 =

tc@k;yg+ﬂ

i~

Q.E.D.

Neus avons donc démontré Te théoréme de Denjoy. Sacksteder a généralisé

ce thémréme : 5 G est un sous-groupe de type fini du groupe D1ff (T }

avec ensemb1e de Cantor m1n1ma1, aiors i1 existe un point X sur ce minimal

et i1 existe un élément g eG tel que x soit un point fixe hyperbol1que pour g.
(Réf. Sacksteder : Foldations and pseuabgruupsg Amer. J. Math. 87 (1965}

p. 79.102).

5§ ce groupe n'a qu'un générateur, G = {fil i€Z} , on a le théoréme de
Denjoy.

Dfzutre part, i1 existe des sous-groupes (aussi des sous-groupes n'ayant

que 2 générateurs) de Diff“(Tl) qui ent un Cantor invariant minimal.
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{R&f. : Arnold-Bvez : Problémes ergodiques de 1a mécanique ciassique,

Gauthier-Yiliars, Paris 1967).

A 1'aide de ce th&or2me, Remond construit des feuilletages sur des varidtds
dé dimension 3 ayant des ensembles minimaux exceptionnels.

Le theorzme de Denjoy considére la C°-conjugaison dfun glément fe 90(11).
gr;ﬁq?d en 1961 a montré que si f est un diffsomorphisme C° *suffisamment
prbche“ de R, avec o satisfaisant une condition diophantienne et si

p{f) = o, q]ors f est G‘”;conjuguée a Rma I1 a posé la conjecture d*Arnolid :
11 existe ACT' - /2 de mesure de Haar 1 tel que si fe D'ifff(’ﬁ‘lj at

Ep(f} =a €A, alors f ést'tm-conjugué i ﬁd’

Hermann a d&montré cette conjecture :

Thécréme fondamental d°Herman :

soft £€b7(T)) avec r 2 3. Alors 11 existe un ensesble A C k-Q,

m{R-A} = O {m est la mesure de Lebesgue} tel que si o{f) =a €A, i1 existe

g énr'i"ﬁﬂl) {pour tout 8 > 0} tel que ¥ =g o R;';(‘f) o g“l.

rPour r€R,, nous disons que g est de classe ¢" si eile est de classe g["ﬂ

et 51 elle vérifie une condition d*Hilder d'exposant r-{¥] , c.4.d.

fa{x) = g(y)] < c* |x-y] r-[r]]_ En particuiier si fe€£™ alors g E:C”j

si f est analytique, alors g est anaiytique.

Herman donne une construction de A : a€A si dans son développement en

fraction. continue
- "I log (1+a_i)

' 2,28, Lt

u = L . Yim o Tim -9
— 1 Bta g log {i+a,)
3t A, Foaes Wi 1< < i
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§7. CHEMINS DE DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE.

Nous voulons démontrer ici, 2 condition d'admettre la conjecture d*Arnold
démontrée par Herman et &noncée au paragraphe précédent, un autre theoréme

d'Herman dont nous avons parlé & la fin du chapitre II :

Théoréme 111.8..

seit [a.b] — Br(l'l). (r > 3) un chemin de classe ¢l (c.a.d. si
ER—— ft

f ¢

.(31). {Remarquons que si r <= ., cr{TI,R) est un Banat;h s sirso,

= id + 4, alers t— ¢, est une application [a,b] — cr(Tl,m de classe

c*(Tlgz) est un Fréchet). Si o(f ) # o(f )0 alors m {{ e-[_é_.aﬂ if, est

¢™1°B conjugge & une rotation irrationne]le})> 0 pour tout 6 >0

(m désigne la mesure de Lebesgue).

Remarques i

1) SY on pose E = {tefa.b] | ¥, est GREaA.

conjugude § une rotation
reationneile} , alors E est mésurable : en fait, E est souslinien

{§.e. image continue d'espace topologique métrisabie séparable :
(a? - a2 x oS (1h) ——— pifeS(Th)
(ash) e b1 0 R0 N
et méme borelien) donc i1 est uriversellement (pour toute mesurs de Radon)
mesurable.
2) L'hypothése implique que J = {p(f,) | tela;b]} est un intervalle de

wesure > 0. Liintersection JnA de J avec 1’snsemble A pour lequel est vraie

1a conjecture d'Arnold est dorc aussi de mesure positive. Tout le probléie
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est de contrdler la régularité de 1 application t ﬁ-—bp(ft). L’exemple
artificiel qui suit montre la nécessité d'hypothases de régularité sur

le paramétrage du -chamin de difféomorphismes.

On prend un Cantor € de mesure positive dans E ,1_'_! 0 et une fonction

g : @.1]—*3,_?2_0, de classe C”, j ¢(x) dx = 1, et ff(x) =0 & xel

LBy

{on peut construire une telie fonction & 1'aide du théordme dewWhitney car

X
C est fermé). Puis on pose .y(x) = [ P(s) ds.

0
Ators y*(x) = ¢(x) =0 < xeC. y est de classe Cm, ¥(C) est de mesure

nulle (d'aprés le lemme de Sard) ; en fait v(C) 2st aussi un Cantor
car v est un homéomorphisme (monotone strict puisque E = ¢ ). bonc
vl: [0.1] — [0,1] envoie un Cantor de mesure nulle ¢(C) sur un Cantor
de mesure positive C.

. _ _ -1 1
Soit donc € = [B,1] Int o (@), |a] < TR
ol o, : [0,1] — =&

t - p(Rt°fa)’

f € D"’(Tl), f.(x) = x + a sin 2mx,
(dans 1'exemple d'Arnold 11.4). On a m{C) > 0. Soit ¥ 1'homéomorphisme
considéré précédemment. Alors le chemin
0.1 — oty

'l(t)e fa est continu mais
¢, .

mft tefn,10] ”(R¢-1(t)° f,)e2-01} = m(y(c)) = 0.

t 6—-».R

Proposition 1. ¥g e R, p est une fonction Yipschitzienne en Rch de rapport
de Lipschitz &gal 4 1 c.3.d.

lof) = pRY| < [f-R .
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Démonstration :

Soitf=1d+u+tf.c‘estadire.f-Ra =9q.
z

k . I ise i

Alors, p(f) = 1im 4(f° - 1d) = lim . (atg) (F') =

» #lf) = Jin M ks 4= g T

1 k-1 i A ok .

=a+lim ¢« I (y°f’), donc le(f) = o(R)I < glgl, = IF-R [, Q.E.D.

k — 4o i=0 '
-Progosit'idn 2.
Soit ft = Id + o+, avec
B8] — corh

t o, de classe Cl, et 4, = 0.
o(f,) - o(f)) af

Alors  |—% :  ls¢C= s:pg | 3{3 (x)].

of . 94
(o0 g% (x) est par définition 3-31 (x))-
Démonstration :
te(f,) - n(fo)l0 = le(fy) - PRI, < I - 0 <ClE| Q.E.D.

Proposition 3.
Soit [3,6] — 0°(T!)
t o f,

un chemin de classe Cl. S'i1 existe tyefa,b] avec f

p(..ft) B p(ff:o) i

. af

X £

alors ‘ - = ] = Constante = |Dh|o. :ug ITa (x}|
! »

g h"L R e, heol(Th),

Démonstration :

h ecl, ft est un chemin de classe cl, donc gy = h oft 0 h'l est un chemin
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de classe Cl d'homéomorphismes ; g, = R, €t p(gt) = p(ft). Dtaprés la
0

-
t

< sup | (01
x,t

p(fy) - p(ffo)
proposition 2,‘ 3

t - to

g A, fe
Mais ;{3 = {Dh o ft oh ") ‘tiTT'° h "), d'ol la proposition.

Conclusion :

Sur un chemin d‘homéomorphismesft avec ft Cl

(]
fonction t +f41ft) est Tipschitzienne au point €y

Proposition 4.
soit [a,5] — ol(1h)
t +— ft
un chemin de classe €°.
Alors i1 existe une suite de compact; (&ventue¥lement vides)

D,CD,C ... CD= E D, < [a.b)

telle que tebD & f est o e

-conjugué a Rp(% ) etsite Dk,
- s .'l. ) . 14'5 A d
anr; ft = hy o Rp(ft) 0 ht avec hte c et IDhtIe < k.

Démonstration :

Soit n(t) = sup gnf't‘
RE

le

Q.E.D.

~conjugué & une rotation, la

€ER Y w. Alos t ¢+ ;{t) est une fonction semi-
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continue inférieurement (le supremum de fonctions continues), donc,
chaque D = {t | n(t) £k} est un fermé.
1) D, est compact car D, ferms c [a,b],
2)b=U D, ={t ] n(t) <<=k
k -

Proposition 4" :

Soit f de classe C}, sup IDf‘I€ =k <
ic®

Alors f est C}*S-conjugué & une rotation.

bDémonstration :

L'hypothése implique 1'&quicontinuité des £ ; on en déduit :
(1} f est alors Co-conjugué & une rotation :

a) Cas p(f)eQ : c'est Denjoy trivialisé (pour avoir la conclusion du théoréme

de Denjoy, i1 suffit en effet qu'il existe une suite Ny — += teile que les

n. f
f ' soient équicontinus : en effet, ou bien 11 ex’ste un Cantor minimal invariant

K, ou bien f est C°-conju§ué d une rotation ; s'i1 existe ¥, alors 11 y &
urs composante connexe de Tvig qui est un intervalle ouvert non vide U tel que 1a

n,; .
longueur de f ](U) —+ 0, cé qui contredit 1'squicontinuits).

b) Cas p(f} € Q{p(f) = g) : alors {?)q a un point fixe dans-Tl,'et définit dong
e e s s A oy .

un &lément de Diff [0,1] dont les itérés sont &quicontinus : mats i1 n'existe pas

de sous-groupe non trivial de Diff [@,i] qui soit équicontinu {pts fixes),

donc f9 = Rp et T est conjugué & une rotation; (rappelons que dans ce cas
q-1
1 N A lie )
h== £ (f-iB i
R (- q)__qu1 est C7 )

{2) IT reste & montrer que dans le cas od p(f) = e 2@, co-conjugué = Cl*em

conjugué :
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¥ _ ja) est bornée dans c*e, donc 11 existe

N 1 n-1 £
La suite hn ke 20 (

¢ne sous-suite qui converge vers h : Tl — Tl de classe t} {d'aprés
le théordme d'Ascolf qui impligue la compacité de 1'inclusion de

¢ dans cl).

Lemme : hof=Ruoh.'

En effet,
TRt TR, U o 0 7% s Sy A (R
55 (i) o feg (T (f ) =5 B (F - (1),

1 n-l" i ..
R, © hn w 'r? ’Eﬂ (fF -{i-1)e),

hof =Reh =1 " - (r-1)a ~id-q] = LB -id-ng,

mais f'-id-na est uniformément borné (propriété du nombre de rotation),

done hof - Rmoh = 0. 0.E.D.

Lomne ¢

h est un difféomorphisme de classe CI {c.3.d. Db ne s'annulz pas).

sinon , en dérivant hc:i*l"*i = Ria o h, on a (-Dhofﬁi).i)f‘i = Dh.
Mais f est CO-conjugué 2 R af®, les -l (2) sont denses dans 1! puisque
Dk est continu, on en déduit que dh = G, et donc gque h n'e :t pas un

homgomorphisme. 11y a bien une contradiction. Q.t.D.

temme : hecl*®

Gw caicule : [Dh{x) - Dh(y)} = |Uimite uniforme de

LG e -0l e Kk eyl 0.E.D.

La proposition 4' est ain's".i dém'onf.rée ainsi que la partie = de la proposi-

tior 4. La partie ¢« de ia propo’éitim 4 est &vidente. \
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La démonstration du th&oréme III.8:d’apré&s le théoréme fondamental d'Herman
11 existe un sous-ensemble A de R vérifiant m{R-A) = 0, tel que si p(ft)E A,

: r=-1-8 :
ft est C conjugud & Rp(ft).

5140 s {e(f,) | tefa,b]} , on a m(AnJ) = m(J) > 0. Soit t avec ;S(ft)eAﬁJ:'
ft est alors cr-l-ﬂ conjugué {pour tout 8 ) & Rp(ft) et est en particuﬁer

plee ' :
_s conjugué & R"(ft) sir> 3.

On en déduit que t€D {celui de la proposition 4), c'est-a-dire p{D} DANJ
{ p désigne ici 1'application t ¢ ﬂ(ft}').

Donc 1im m_{n(Dk})r z m{Afd) = m(Jd) > 0.

Rt oo

: of
Or, plbk : Dy ==+ J est lipschitzienne de rapport (k+1)C, ol C = qu Iﬁil(x)[.
e

‘Ceci vient de Ja Proposition 3 car [Dh| < k implique |pa! (',< k+1), car {3
existe xGTI tel que Dh{x) = 1.
Kais alors 1 existe un compact BCE:,bj et un entier k t2ls que
1) o(B) € A
Z) BCD,
3) m(p(B)) = 0.
EOn peut prendre (pour k assez grand} 8 = p—l(A)ﬂDk

p{3) = ANp(D,) de mesure > 0],

Joric m(B) > _(E%ITC m (p(B}) > 0 {i1 ¥ a lieu de démontrer ceci, par exemple

en prolongeant DIDk & R en une fonction lipschitzienne de rapport (k+i)C).

R&f&rences :

= M.R. Hermam :

1) Thése : Sur la conjugaison différentiabie des difféomorphismes

du cercle 3 des rotations (& paraftre aux publications de 'I.M.E,S. n° 49).

e
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2} Mesure de Lebesgue et nombre de rotation. Lect. Notes in

Math. 597 Springer Verlag, Berlin (1977}, p. 271-293.
3) Conjugaison c"'des difféomorphismes du cercle pour presque tout

nombre de rotation (CR Acad. Sc. Paris, série A t. 283 p. 579-582).

- P. Deligne : Les difféomorphismes du cercle (d'aprés M.R. Herman)

séminaire N. Bourbaki, 282me année 1975/76 Février 1976 Exposé 477.
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Chapitre iv.

BIFURCATION DE HOPF.

§1.

On considére un champ de vecteurs xlldépendant d'un paramtre réel p

sur B {on suppose que Xu gst assez régulier).

On suppose {%) 1‘'existence d'une orbite périodique r variant cantinﬁm&ﬁg
avec . :
Soit w ¢ 1'u . On considére une hypersurface Pu transverse a 1“u en \-4’ ai.‘;
voisinage de w. I1 existe un voisinage ¥ de w dans Pu tel que ¥ xoesv? TEof-
bite issue de Xq reste dans un voisinage tubulaire de r; pour t € [§.f];. :
T &tant 1%instant de premier retour sur Pm . T existe et est une fomction

réguiiére de Xg T= T0 pour

£5 W snaeay eyd 5] ¢ ._
o =¥ (Ty @55 T puinnode de r,). Soit Qgﬁ 1'ap

plication de Poincaré, définie sur up voisinage de w dans Pﬁ; % = %(0) e x(T} ,
Le comportement asymptotique des trajectoires quand t -« {par exemp]e)

sera connu si 1'on connait le comportement de @g,steﬁﬁ n—o

On dit que T'orbite r“ est (asymptotiquément} stable si ia distance

Y
d(eu(x

0).w) ~> 0 quand n —e . E% on dit que ry est instable s'11 existe

€ > 0 et un voisinage V de w dans Pu tels que ﬁxoezv, i1 existe a tel que
di"st_(o;'(xo) M) > e

2" 1 dont Jtorigine est en

Dans la pratique, on prend pour Pu un hyperplan
w et on obtient une appiication @u dgéfinie sur un voisinage de 0 d_ansERn'1

vérifiant 2 (0) = 0.

%)
upposons que X  ait une orbite périodiquer .
o ' “Ha
51 pour g = 1'application de Poincaré défin : plus bas & une dérivée
en son point fixe qui n'admet pas 1 comme valeur g gpre, 1'existence d'une
orbite périodique ru pour X g ¥ ¥oisin de ‘io’ est une simpie conséquence

du théoréme des fonctions implicites.




Appiicaticn de Poincaré

d'une orbite périodique.




T

s Jovw

Nous savons (d‘aprés la théerie classique) que :

1) si D¢u(0) = Lu & un rayon speciral < I, alors € est un point

fixe (asymptotiquement) stable,
2) 5t L“ posséde des valeurs propres de module ptus grand que 1 et

aucune valeur propre sur le cercle unité, slors 0 est instable.

Supposons gque pour tout p < 0, Te specire de L'1 soit dans‘{iE:Cl |z] < 1}
(donc O est stable) :

trois cas génériques surviennent Torsque p traverse 0,
s1 0 devient instable pour p>0 :

1) une valeur propre réelle passe par I transversalement au cercle
|z| = 1.
~ 2) une valeur propre réelle passe par -1 transversalement au cercle
iz] = 1.
3} un couple de valeur. propres complexes conjugudes traverse trans-
verzalement le cercle iz] = 1.

p>o

e

Y
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On veut savoir ce que deviennent Tes orbites 7

{n va, pour simp!ifiér, se placer en dimension 1 pour 1'é&tude
des cas 1) et 2) et en dimension 2 pour 1‘Etude du cas 3.

En fait, on 8 un théor2me {th&or’me de la vari&té centrale)
qui permet de ramener le probléme de la recherche des ensembles invariants par
@3.:16&, iun prob]éme.en:d%mension 1 pour les cas 1°, 2) et & un probléme
én dimension 2 pour le cas 3). {Réf. (z) : Iooss : Variétés invariantes et
systémes dynamiques, Séminaire de Nice 1875 : qﬁe]ques erreurs dans les
majorations).
Le cas 3) correspond ¥ ce qui est appelé bifurcation de Hopf pour les applica-

tions.

5 2.
CAS ler :
La valeur propre simple qui s'&chappe peut &ire supposde de la forme

AMuj = I+p {car %%.| # 0, et puisque ). passe transversalement au cercle
r g

fzf = 1, on peut toujours se ramener 3 cette forme par changement de paramdtre
{s}). Alors,

ep(x) = (I+u)x + axa

+ otulx|? 1x1%1. (nep).

{‘une manidre géndrique, o peut supposer que 3#0, On se pose alers la question
de savoir 51 @: @ des points fixes. On a :

e:(x)'w LS nax2 + 0(u|x|2. |x|3)s

{%) Voir aussi Hirsh, Pugh, Shub : Invariant manifolds, Lect. Motes in Math.
583, Springer Verlag, Beriin 1977.

(s Plus généralement, on pourrait prendre comme paramétre la différence

A<l (méme s’i) n'y a pas %rdnsversa?ité)..
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et si 1'n veut x = éﬂ(x} avec |x| voisin de O et y voisin de 0, on s'apergoit
qu'il suffit de résoudre : ¢u(x) = X, pour avoir tous les points fixes
non triviaux.
Donc @
x = {I+u)x + ax2 + xzf(x,u)
x = G est l1a solution triviale
wtax+xf(x,u} = O donne une solution non triviale (par le théoréme
des fonctions implicites) :
x(u) = - £+ 0(u?).
On veut savoir Ta stabilité de ce point x(u) z par changement de

e N
coordonnées x = x{u) + X, on &

Lz ]
—
>
e
]

x(u) + ¥, (X)
T %) = (1t + 2ax(u) + o?))¥ + 0([¥]%)
(1-us0(2NX + 0(1%[%).

£
—

o
e

1}

shable
RSl

Puisque 1—p+0(u2) < 1 pour u > O petit, x(u) est donc un point fixe stable
pour >0 et instable pour u<0. On a donc un Echange des stabilités entre

0 et x{y)} quand u traverse 0.
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§ 3.

CAS  2&me :

La valeur propre simpTe de Doﬁ(O) peut s'8crire
Au)e-(141).

On a :

2+ b+ ofu]x|Zx1%),

ou(X) = =(14p)x + ax
a(x) = (-1)"(14) " + 0([x|),

On ne peut obtenir un point fixe de 6:. voisin de O pour u voisin de 0, que
51 n est pair. |

Pour n=2, on a

'DS(X) = (1) [~ (14u)x + ax? +.bx3j+ al-(lh)x +

+ ax? + 5x3% + b(-1) (1) 3 + 0(u[x|2, [x]Y).

= (10)%x + (i) wf - 2 (brad)x> ;'0(g|x|2,|x|4)

= (1+u)2x - 2(b+ad) + o(ujx}?, leqjc

Donc les points fixes non triviaux de &ﬁ(x) sont d&finis par :
x = ()2 - 2(b+a%) x3 + xPE(u.x}, X O,

ou par : 2ﬁ+u2 - 2(b+a2)x2 +'xf(ﬁ9;) = 0.

Par 1= théorémg'des fonctions implicites, on peut résoudre en y :

w = (braf) 4 00,

Donc si b + a2 > 0, x(u) = :1-,(b+a"",)"j'/2 ! S 0{u),
sib+a’<0 x(u) = i(—b—azj'llz(—u)llz + 0(n).

Soit ii(u)} % (bﬁxz)'ll2 W2 0(u) ; alows
¢, (600 = -(b+a?) V2,12 4 00y < x(u),

donc on a up couple de points périodiques d'ordre 2 pour @u :




Pour voir 1a stabilité de ces points, on fait le changement de coordonnées

x = x(n) + X ; alors

W2(x(u) + XY = ¥, = ((1)? - 6(bre?) xow? + o(fu ¥k

« (1+ 20 - 6p + O([u]¥/%))X

= (1 -4p+ 3 (Iu]wz))')\i .

|
LIl

711

bea"v 0

e ——

Donc ce point est stable si u > 0 et fnstable si u < 0.
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Lt
Cas déme :

2, qu'on identifie & €.

On est dans R
Par changement de paramétre, on peut supposer que :
#,(2) = AMu)z + 0tizl?). ot Au) = (La) 2710 ()
On cherche & simplifier Qu'en chargeant de coordonnées a2fin de faire apparattre

simplement les ensembles invariants.

D'abord on fait formellement ce qui suit (on ne considére pas la convergence)

) .
g —t .
wu wu
Q‘
[N —_— Y . i}

On &crit ¢

@H(z) = Mu)z + ay5(u) 24 agq(u) zZ + aoz(u)'iz + 0(}|z|”} ,
et on cherche ¥, de la forme

#u(z) =z+ ﬂéo(u) z° ¢+ ?11(p) 7z + ‘62(") 72,

Alors,

2= @) =2 - gt 22 - Vg0 20 B - Yoyl 22 4 (]2,

donc

@ (z') = -q;uo@v(Z) = ibur_i(u)z + 'i+;':=2 a;4(x) 2174 0([2{3)1

Sl i<j ; 1270 1 4d o ar113
A "
(Wyz + e ;5(u) 27 2 + .i+§=2 LAY R Y MY LA L T ARSI
:(2*) = an)z* - v a(u) 247 34
" u) {u) o j30) 207 29 4




: 2 ede 3 4 a0t T2t T o

I agi{u)
f4juz W f4§=2
Le coefficient de z"l E‘j dans cette expressiorn est
!i:!("i ‘5‘&1 }-‘j) 4+ aijo

'Si on pose (formeliemant)

o a
3.” ,-_ X A3 :3 =P

an peut exclﬁre le terme 213z

'3 dans )“{z‘\ pais on veit fuciiement quion ne
peut pas faure cela par exewple pour i=2, j=1 (le demominateur Sera 0 pour u=0),

ou p]us genéralement, pou. {=j+1. Si pour tout autrn 1.5, on peut faire ¢a,
".c°est-a dire si A(G) n est pas racine de E’unité, un changement de coordonnées
formei nous raméne au cas oa' '

8 (z) 220 (I?izg, avec

{r) = {1+p) e?iﬁef“) + ;’S (n) rk, série formelle & coefficients s {w)e €.
i kep K - P
Scus cette forme, ¢, transforme un cercle izj:@ cste en un cercle | z| a csie.

24w ht.l {r}

St on écrit au(f)- 9,(r) e )

EPN

g,(r) = Ixy '4 -.;ﬂu' u rk, b (r) = s{u) + £ 2 {u) r¥
u AL i =1 K

séries formelles & coefficients réeis; la recherche d'un cercle invariant

|z] = rolu) de ¢, se raméne & la résclution de 1'&quation S, (r) = r.

&R général a, (G) ¥ 0, et cette dquation a uné soluidon r = r (u) = . 4ﬁ? + 0{]u])
*1
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A I (")

X ) P@‘h- ““9"‘

"-“"‘;:

. <0
Solution pour u > 0

Remarquons que la restriction de Qu au cercle 2] = ro(qo n‘est autre que la

rotationvd'angie hu(ro(mo).

Cependani, i1 est bien connu en mécanique céleste que la série formelle donnant

u

On se contente aldré d'effectuer le changement de varfabies dé&fint par 1°appiication

*u obtenue en ne gardant que les premiers
par exemple, si_xg_# 1 pour 1<14<5,on

& o (2) = Az + au) 2°F + 0(]2]5).

¥ ne converge pas en général, méme si @u est analytique.

o, >0
Solution pour u < 0

termes du développement formel ;

peut se ramener (par un Y, poiynomia1)

fziz P)




S'i1 n'y a pas le terme 0(|z|5}: alors, comme nous 1'avons vu, e, aen
général un cercle invariant |z| = roiu} ; nous cherchons donc une courbe
fermée invariante au voisinage de ce cerele. 51 on identifie un voisipage
tubulaire du cercle jz| = r (u) au produit TIxe, une telle courbe est le

1“*? % assaz proche de ¢ (dans une topologie

graphe. d'une appiicatfon y:T
de Lipschitz par exemple}. La formu]e:@u {graphe y) = graphe (3;gy))f§1t
de °u un opérateur E; {non 1inéairé) sur 1'espace de ces applications ;
Si on choisit bien cet;espace,';; est une contraction, et posséde dgn; un
point fixe par le théoréme é%éssique du méme nom ; ce point fixe donne la

courbe invariante cherchée. (voir Rueile-Takens).

~Bien entendu, la restriction de @ﬁ i cetta courbe nest plus & priort

conjuguée & upe rotation.

Conclusion pour le champ de vecteurs X, :

ler cas : échange de stabiiit: enira 2 orbiies péricdiques.

28we cas 1 Si b+a2 > 0, apparition d'une orbite périodique stabla de période

2

environ double de 1'orbite périodique initiale (si b+a®™ < 0, disparition d'une

telle orbite péricdigue instable).

3éme cas : St ay < 0. apparition d'un tore invariant stable de'dimension deux.,

3i Gy > 0, disparition d'un tore invariant instable de dimension deux.

§_5. Problémes :

Les indications du paragraphe précédent permettent de répondre 2 la quastion
suivante : que se passe-~t-i1 "en gén&ral" lorsque, dans une famille d‘3quations
différentielles auﬁonomes{ﬁ), une crbite périodique'asymptotiqueméht'stab!é
perd sa stabilité (le lecteur remarquera que, si A{(0) # I, Ja persistance

(%)
"Equation différentieile” autonome et "champ de ve:teurs" sont synonymes pour

nous.
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d'une orbite périodique pour y voisin de 0 est une -simple conséquence du
théoréme des fonctions implicites}.

Les mémes démonstrations {dans le cas plus simple od Qu est dans un groupe 3 1
paramétre de difféombrphismes) nous disent &galement ce qui se passe “en
général" lorsqu’un &quilibre stable perd sa stabilité (le cas classique de
bifurcation de Hobf esf celui od apparait une orbite périodique stable pour
1'&quation différentielle ; voiE 3 ce propos Tes récentes démonstrations

topologiques de Alexander et Yorke}.

Remarquons que dans ces deux cas, le mot “en géréral” a une signification

trés forte : i1 suffit qu'un nombrz fini dfégalités ne soient pas vérifiges,

La question suivante;eﬁt'nétureﬁiement g
que se passe-t-il "on géngral" lorsqu’un tore invariant stable de dimension
deux perd sa stabilité ?
Ici,.au‘contraire, 1a sigrification & donner au mot "en général® est beaucoup
moins claire (voir.dans'ié chapitre précédent antagonisme entie mesure
et catdgorie dz Baire pour défiﬁir une &quation différentielle “"généraie” sur
le tore de dimension deux).
S$1 au moment ol le tore invariant cesse d‘dtre attractant il‘exjste sur ce
tore des orbites périodiques, 11 se peut quiun tore invariant ragulier. cesse
d'exister pour 450 ; la descriptian'prééise du champ de vecteurs pour u>0
petit est sans doute trés compliquée en généra] (attracteurs étranges voir
1 exposé de R. Bowen dans le séminaire de Berkeley sur la turbulence en 1976,
Lect. Notes 615,'Springer).

Etant donnés Tes résultats du chapiire précédent, le cas ol, pour p = 0,
1a- restriction du champ de vecteurs X au tore 1rvar1ant est quasi-périodique
(avec périodes rat1oneiiement 1ndépendantes) ne peut étre regardé comme excep-

tionnel et doit étre étudie,
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‘Envue des théories déterministes de 1a turbulence hydrodynamique
{Landau, Ruelle et Takens) nous cherchons si dans certains cas 11 apparait
pour pu >>0 un tore invariant de diménéion 3 asymptotiquement stab1e 8
ce problame a &té &tudié dansl[@henciner?looss':‘bifﬁrcatiohs de tores invariants,

& paraitre dans Archives of Rational mechanics and analysis 1579].

Supposons pour simplifier ode 1¢&quation différentfe!ie considérée scit
dans &4. D'apras 1’hypothése, i1 existe une courbe fermée r transverse au-
champ x sur le tore de dimension deux T 1nvariant par X $ et 1 app11cat1on de

Poincaré f0 est conjuguée & une rotation d'angle irrationnel o ;'_

Supposons que la restriction 2 ra du_fibré'hbrm31 de T, dans ®? soit triviate,

c'est~2-dire {somorphe & rxnz'“ TlxRZ.'

L'appt 1cat1on de Poincaré s *ztend en une appi1cation de premler retour

Fo R oA XY — r X Rz déf1n1e sur un voisinage Ty x'V’de Ty X 0 dans T, X Rz

Le probléme devient aiors le suivant In ccns1dére une famille a8 1 paramétre

1x-'.ff’dans Tlx& ( v’voisinage-de G dans 2 .

d'épplications réguliéres de T
im suppose que, pour y < < 0 petit, F laisse invariante (gaobalement, une courbe
fermée r“ Tingajrement asymptutiquement stable pour u < O, variant continﬁment
avec 1 , et coTncidant avec T1 = 0 pour u = 0.

On suppose Gue, pour y = 0, la restriction dé b, 8 T, = T; x 0 est 1a rotation

R« irrationnel, autrement dit on a le diagramme commutatif

1 Fo

T xy 0 o 1ig?

{9,x) oo (fo(e ﬁx)n "op -x))
| |

J J

1

T

x D ~—-5¥*> Tlx )]




avec f (6,x) + 6+ o + 0(}x})
e (e,x) = A (e)x + 0([x[%),
Aj(e) € 2(8%,8%).

On suppose enfin que, pour n>0, Fu ne possdde plus de cercle tnvariant asympto-

tiquement stable proche de 1x0.

lére question : (persistance).

1
Fu posséde-t-elle encore une courbe ferm&e invariante proche de T xO.

(non asymptdtiquemeht stable par hypothése) pour w>0 petit ?

2éme question : (bifurcation).

Sous quelies condifions apparait-il pour u > 0 petit un tore de dimension deux
invariant par En et aSymptotiquement stable sur Tequel la restriction de Eu soit
homotope & 1'fdentits ? {ce dernier point pour que le tore corresponde effecti-

vement & un tore de dimension 3 invariant par le champ Xu).

3eéme question : Quelle est la situation “g&nérale" ?

Remarque : Bien entendy ces questions peuvent &galement étre posées lorsque

1

la restriction 2 T x0 de F, n‘est pas une rotation R , mais par exemple un

difféomorphisme structurellement stable.

Le probléme fondamental est le suivant :
e rdle joué par la dérivée en 0 dE%(O) de T'application de Poincaré dans la
bifurcation de Hopf est joué ici par 1'application “skew-produit"

6, : Thel —7lp?

(383 — ={o+a, Aj(0)x)




- B4 -

{famille d'appiications linBaires au-dessus d'une rotation irrationnelle).

Alors que sous les hypothéses du théorgme de bifurcation de Hopf {existence
d'unepaire de valeurs propres imaginaires conjuguéeé de‘module %)d?o(0}
laisse globalement invariants les &1éments d'ume famille 3. un parqméfre d'ellipses,

so peut trés dien, sous nos hypothises, avoir une orbite denmse.

Mais cette propriété de de (D) est fondamentale : on peut en effet considsrer
que 1a familie des courbes r (invariantes par @ ) donnée par ie théordme de pi-
furcat1un de Hopf n'est autre q'un "déploiement® dans la direction w0 (ou p < 0}

da cette famnlle d’ellipses laissées invariantes par deo (0).

Cect se voit bien si on compare le cas d'une familie d'app]icationsa ‘1indaires
dont le specire vérifie les h)no+héses du théorame de hirurcatxon de Hopf

au cas “"général® ou le théoréme s'applique {voir figures).

CAy  bihg AR
CAS LINEAIRE

Chy "o Cai ipr i
CAS “SENERAL™
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Une théorie de perturbation analogue & celle de¢ la bifurcation de Hopf |
doif. commencer par supposer que Go Taisse invariant les é]émgnts d'une famille
4 un paramétre de tores de dimension deux entourant TlxDA'Ceci est en parti-
culiar 1e'cas_si‘A0(e) peut &tre rendu &gal d une rotation indépendante de L
par un changement de coordonnées. Cette derniére condition équivaﬁf d 1'exis~
tence d'une application du cercle dans GL(Rz), & +— H(8), teile que Ta

matrice H(e+u}'1_A(a) H(é) soit indépendante de o.

Le prob}émé est analogue, en plus compliqué, au probleme de conjugaison
dun difféomorphisme du cercle & une rotation : par exemple, si les
ratrices A(8) sont assez proches de Ta matrice constante C = Rotation d'angle B
on peut montrer & 1°aide du théorame de fonctions implicites de Nash-Moser
{rendu c” par F. Sergeraert) que, si « n'est paé trop bien approché par les

nombres rationnels et si 1e_coup1e (a:8) vérifie certaines hyputhdses dio-

phantiennes, i1 existe une matrice constante D proche de Id et une application
a +— H(e) de Il dans GL(RZ) telles que
A(8) = D.i {ota). C.H(e)"L.

Décider'quand B = 0 demanderait un analogue du nombre de rotation
{comparer A f = RA o'gj"q R& o_ g'l, _ou, s1 a¢@, A =0 équivaut 3 p(f) = ¢ ).
Bans le cas ol A(s) = RB on peut, moyennant certaines hypoth2ses techniques

de nature diophantisnne, frouver un théor2me de bifurcatien (voir Chenciner-looss).

Mais ceci ne_représénte en aucun cas ia "situation généraie".
La théorie des familles & un paramdtre d'équations différentiables est bien

riche |
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