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I - 1nvropuction

Nous $tudierons edssentisllement 1sg probleme de Cauchy pour une
équation hyperbolique quasilingaire & ung varisble d'espace : 11} 8'agit de dé&terminer

ulx.tl pour x g, tea*. vérif'ianf\;

' Ay L u
(8) (1) 3t +  alu) > " D
@ ulx,0) = g{x)

Pour les motivations, voir 1'axpos é n®1 de C. Bardos [1] et surtout
la remarquabla.udge a8u point de Gelfand [5].
Ls généralisation oy cas deo plusisurs variables d'espace est bien

comprise grace au travail de Kruckov (voir len exposés n® 6.7,8 de C. Bardos[‘l]) H

pPar centre, le ces des systeimos est besucoup plus corioce.

"complexité” da la fonction a(u) (par exemple nombra et nature de ses points critiques

si elle est suffisamment dérivable) et la “‘comé:lexité' de la solution de & (structure

générique des chocs en particulier).

i

Par exmzplé. 8i afu) & 2t ung constante, 1'équation (1) est linéaire

et les solutions dg (@) 8'écrivent
ulx,t) = ¢(x-at)
la donnée initiale 8@ propage sens re dgéformer d la vitesse a, ce qui reviasnt & dire

Que u reste constante sur las cerectéristiques (d'équation (x,-xol = a(t~t5)) i en



. ! o w
narticulier, une discontinuite de ¢ (ou de %;] se propage ls long dss.

caractéristiques de 1'équation (1).

S1 alu) est linéaire on retrouve 1' équation étudiée dans
1'exposé n° 1 [3] {limite de 1'équation ds Burgers lorsque’la viscosité
est nulle) ; méme si ¢ est tras régulidre, (&) n'a Pas de solution regu-
liere sur R x R+ tout entier : 11 apparait dés discontinuités (chocs) qui

ne se propagent pas le long des caractéristigues de (1.

Ce cas est cependant encore assez simple : le théordme de Lax
[7] ramdne la résolution de (&) (mis sous forme 'conservativa » voir
plus loin) & la recherchs des minima absolus d'une famille de fonctions de u
paramétrées par t et x'; on en déduit (Golubitsky et Schaeffar [4] [11]) la

structure des chocs pour "presque toute donnée initialevi&dﬁR).

Si a(u) est quelconque, la situation est encore plﬁs complova,
ainsi que nous le constaterons sur des exemples ; pour une description

de ce quil peut arriver génériquement, voir GucRenrdeimer [5].



T - .CDNDITfDNS DE SAUT ET CDNUITIGNS-D'ENTROPIE’

II.1. PROBLEME DE CAUCHY LOCAL

$
S$i une fonction ulx,t) dérivable dans un ouvert § de R x R+ vérifie {1;

dans cet ouvert, le graphe de 'u dans est une surface réglée dont les génératrices

sont des droites de la forms u = Ugs X = X = a(uo)(t-to) ; en effet, on vérifie

immédistement que u est constante lelong ges'courbes intégrales dans Q de 1'équation
4 ox

différentielle Pl alulx,t)).

En particulier, s'il existe un voisinage ouvert Q de R x{0} dans
R x R+'sur lequel (65 admet une solution dérivable, le graphe de cette solution

est la portie situge eu-dessus de R de la sufface (S)C RxRxR® d’éguation
(3) S(x,t,u) = ?(x - afult) ~u =0
Si ¢ et a sont dérivables, g%(x.t,u) =,—ta'(u)qx(x—é(thJ -1

Si de plus ¢ est bornée, il en est de méﬁe de u, donc de a‘'(u),
ce dui montre (thioréme des fonctions implicites) 1'existence d'un temps to 20
tel que la partie de (S) au-dessus de R x [b.to[ soit un graphe : il y a donc
existence et unicité d'ume solution dérivahle de‘(€3 pour tout temps t < LO.

La projection (K} sur le plan (x,t) de la courbe (Z) d'équations

S{x,t,u) =0
(4)
3s _
-B‘E(x:t:u] = D

est le contour apperent de (S) sur le plan (x,t) ; c'est aussi 1'enveloppe de

a

la famille des droites d'équation X=X = a[q(xo)]t, paramétrées par xOGER (figure 1).

Une équation paramétrique de (K) est donc

..1‘

a'[¢(xDJJ ¢'(xc)

(59
a[w(xoll

a'(w(xo]l ¢'(xcl

-l
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REMARQUE

Méme si (S) n'est pas un graphe, elle peut apparaitre
coéme une solution généraliséa de (&) de la maniére suivante : ay liey
de chercher u = ulx,t), on cherche z(x,t,u) qui s'annule si u est solution

de (éﬁ 3 on est amenés & résoudre

3z 9z
7 oy + alu) X

z(x,0,u) = @(x} -y

=0

L'unique solution de cette équation linéaire est Bien entendu

z(x,t,u) = g(x~-a(ult) - u

II.2. PRUBLEME DE CAUCHY GLOBAL ; CONDITIONS DE SAUT

Ce qui précéde nous améne d chercher des solutions de
(65 sur R x R ayant certaines discontinu1tes {chocs). Le produxt de deux
diStPlbUthnS n'étant pas touJours défini, la notion de solution au sens
des distributions n'est & priori bas définie pour une équation non lingaire.

On s'en tire dans le cas présent en &crivant (éﬁ sous la forme

{é?y (1) 3% +-§; t(u} = 0 (forme conservative de (1))
(2) ulx,8) = ¢(x)
et en l'interprétant de la maniére suivante :
+ o0
Vg : R xR —> R, C 3 support compact,

/f . Yoy gy » L FlUlx, D)) gix,t) dx dt = O,
at ax
RxR

c'est a dire

(8) ‘[ (ulx,t) ~§(x t) + fluix, tl) (x t)ldx dt+ /ﬁu[x.D)g(X,O)cx = U
RxR R

On peut aussi introduire la 1-forme différentielle
wlx,t,u) = udx - flu)dt
et remarquer que si 1 R xR —» Ra, défini per 1(x,t) = (x,tyulx,t), est le

graphe d'une solution dérivable de (1'), on a dfi%u) = 1% du = 0.



Un peut alors montrar gue u = ulx,t) est solution de (1')

8u sers des distributions (on dit aussl solution faible) si et sgulement si

(8) vi 1acet dérivable par morceaux dans RxR*. ‘[ i*y = 0.

{

Ce nouveau point de vue rend trés intuitive 1la démonstratior

des conditions de sautde Rankine-Hugoniot (voir Gélfand [3] ) o

Soit (C) un segment de courbe réguligre dens Rfo+ ;3 soit
(xo.tOJ €(C) ; on suppose qu'une solution faible.u=u(x,t) de (1') est
définie dans un voisinage Q de (xo,tDJ. et continue dans le complémentaire
de (C) : on suppose de plus que les limites de ulx,t) lorsque. (x,t) tend
vers [xo’ta) d'un cdté ou l'sutre de (C) existent et valent ?espectivement

u_ et u, (supposés distincts) ; alors 1la pente de (C)} en (xo,tOJ vérifie
Flu ) - flu)
o gx - + -

(R.H.) Ot [XO'tO)

Figure 2.




La démonstration revient a écrire -/; w = 0 pour un lacet

comme celui trecé sur la figure 2,'puis & faire tendre ¢ vers le point
{xo,to) tout en s'arrangeant pour faire tendre vers 26ro lg rapport~§

{voir figure 2).

L'exemple qui suit semble montrer qu'étant doinge une fonction
¢ assez régulisdre, (£') admet une unique solution dérivable dans le complé-
mentaire de certaines courbes de choc, et vérifiant (R.H.) sur la partie non

singulidre de ces courbes : nous verrons cependant qu'il en est rien.

2
Exemple : f(u) =‘§— » ¢[x) décroissante.

Figure 3.
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On peut voir que pour "presque toute” ¢ décroissante la condition
(R.H.} définit une unique courbe (C) difféomorphe & une czmi-droite ;
- on obtient donc une solution faible de (éﬁ) dont le graphe est contenu

dans (S) et ogont les seules discontinuitags se produisent le longde (€)

(voir figure 4).

Figure 4,

.

1
NN

rd

e

t

) V) s




REMARQUES :
(:) On voit sur ce type d'exemples que les discontinuités

de ¢ ne se propagent pas en général suivant les caractéristiques (droites
d'équation X=X = F‘(u)(t—tol. u fixé) ;

Par contre, les discontinuités de~%§ se propagent suivant
les caractéristiques : on peut le voir par un raisonnement analogue & E
celul qui fournit (R.H.) (passage & la limite lorsque u+,u_——>uJ, ou
bien directement en écrivant que de part et d'autre d'une ligne de dis-
continuité de %%, les accroissements infinitésimaux de u sont les mémes
(continuité de u).

~

(:) Tout ce qui précéde se généralise immédiatement aux

équations~%€ glu) + %;-f(u) = 0 ; l'exemple suivant (Gelfand [3] )
montre que deux équations de ce type ayant les mémes solutiunS'C1 n'ont

pas forcément les m8mes solutions faibles :

u2 J u2 P u3
‘(i) “""""*‘(‘é——)"ﬂ, fii)'é’g("é‘—l‘*-é‘;[g-'3=0

en effet, la condition (R.H.) s’écrit suivant les cas

u? - u2 u3 - u3
dx L1 T = dx - 2 + -
S -

Le modelage de 1'équation a donc une importance décisive,

mais cecl est du ressort des physiciens.

(:) Enfin, la condition (R.H.) ne suffit pas A& assurer
l'unicité de la solution de (£') (si elle existel.: la notion de solution
faible n'est donc pas assez restrictive 3 voici un exemple suggestif tire
de L. Brun Eﬂ

I1 existe une infinité de solutions faibles de 1'équation

2z
§%~+ %;% (%—) = 0 telles que u(x,0) =20 ; un exemple d'une telle solution

non triviale Uy, est donné sur la figure 5 ( « est un paramdtre réel arbitraire).
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.En changeant la donnée initiale, on peut construire d’autres

exemples (Lax Eﬂ 3.

Figure 5.

w

7 e
pgnte L0 = 0
’ [+
pente L1 =-§
4
pente Lz —+2

I1 faut donc une condition supplémentaire pour sélectionner
la solution "physique” (hum !). Dans le cas présent, les solutions du
type Ua » o # 0 sont éliminées par des considérations de stabilité (voir
plus loin), - |
o Remarquons que si a # 0, le graphe de u# n'est pas contenu
dans (S) ; en fait, dés qu'il existe une composante connéxe de 1l'ensemble

des points de continuité de u ne contenant aucun point (x,O), i) est &

priori possible que le graphe de u ne soit pas contenu dans (8) ;



11

Ce phénoméne se produira effectivement pour la solution de (&)
que nous allons sélectionner, sauf dans le cas ol f"{u) ne s'annule

jamais,

3. UNICITE ET STABILITE ; LES CONDITIONS D’EﬁTROPIE

Suivant Oleinik [9] . remarguons qu'un théoréme d'unicits pour
(é;J decoule immédiatement de 1'existence de majoraticns du type

suivant

( Yu,v solutions de (1'), v Xy%, €R, ¥ toem“, Ve > O,

11 existe 51. EZE R tels que
(10)

j(xz 5 ,
' x bt ) - vix,t Mdx - (ulx,0) - vix,0))dx | < ¢

\ ! 51

Bien entendu, une telle inégalité sur R entier serait insuffisante

puisqu'on intégre u-v et non pas [u-v].

Pour obtenir (10}, on écrit (9) }{ ixm = 0 pour u et v,

1

en choisissant le lacet X astucieusement (figure 8},

Figure 8.

(£,,0) g2 (€,,0) .
I\,i S S ks rx . . , }I
¥ 90‘6u 616Udt06 us,?
. 8,8
% %2
S L G
6 (1) 5.1 (0t
Y ©




Il vient par différence (avec un léger abus de notation)
)[ (u-v) dx - (f(u) - F(v)) dt = 0
3

c'est-a-dire
X : £
(1) 2 z
(U(x.tOJ - v(x.tOJde - (ulx,0) - vix,0)) dx
Xy £,

-

= / (u=vldx - (flu) - f(v))dt + [. (u-vlax - (F{u)-T(v))dt
)

,51X . 22(

L'idée d'Oleinik est de choisir 615 et 626 solutions us

1’equation différentielle

dx flulx,t)) - flvix,t))

(12)
ulx,t) - vix,t)

 dans un ouvert 2 od ulx,t) - vix,t) est différent de 0 et dérivable

(si f est 2 fois dérivable, on peut aussi prolonger par g% = F7(ulx,t}}.

Pour majorer les contributions au second nembre de (11) venant

du complémentaire de Q, on est amenés & faire 1'Aypothése suivante

La solution u'(fesp. v) est dérivable en dehors d'un nombre
() fini de points et d'un nombre fini de courbes réguliéres ;

en chaque point (sauf dventuellement un . nombre fini)

d'une de ses courbes de discentinuits, u (resp. v] admet

des limites u;.u+ (resp. v_iv, ] de part et d'autre de la

courbe.

Commengons de plus par supposer que l'intersection des
courbes de discontinuité de u avec celles de v est réduite & un nombre
fini de points.

On entcure chacun de ces points ainsi que les points excep-
tionnels mentionngs ci-dessus d‘'un disque assez petit pPour avoir une majn-

ration



o
(13][1‘ (u-v)dx + fluj-f(v)ldt | < %.
U a,
A oo _ :
// si a, est un segment dans le i°"° g
w! iapdte * » .

‘ces disques 0,.

it ekt
[ aad Ay W

b Dans un ouvert ol u et v sont différentisbles, les courbes inté-

grales de (12) sont des graphes de fonctions x(t) ;

Si on ne rencontre pas de discontinuité de u ou v, on peut
donc joindre la droite t=t0 a la droite t=0 par une telle courbe intégrale.
Si on renéontre un des disques Di’ on prolonge la courbe intégrale par un

segment aiCZDi, et on continue (voir figure 7).

Les probleémes commengent lorsqu'on remcontre un point oug

par exemple v est continue et u discontinue (le point A de la figure 7)

-

ung facon d'étre sir que 1'on peut atteindre t=0 par des morceaux de

courbe intégrale de ({12) est d'éviter la situation représentée sur la

figure 8, gqui correspond (via (R.H.)) 3
Figure 8. FlU) -F(v) Flu)-Flu,) Flu,)-4]
(143 - < < :

u_ ~v u_-u, u, -V

{au point AJ).

Jr de u

Il est donc naturel d'introduire la condition suivante, dite conditic

d'entropie d'Oleinik, qui évite exactement cette situation



Si u, < wu_ (resp. u_< 4,) le grephe ce f est au-dessous
(£l (resp. au-dessus) du segment Joigrant les points

u_,Flu_)) et (u ,flu )],

21 (E) est vérifiée per ulresp.vi en tous ses points de
discontinuiteé (sauf éventuellement un nombre finiJLXJ. et si les hvpothéses%
aui précédent sont satisfaites, il n'y a plus d'cbstructicn & construire
5;6 et 62‘ de facon que le second membre de (11) soit majoré par e ,
ce gul cémontre (10) pour ces solutions u et v vériflant (¥ (11 Faucrait
en fait traiter aussi le cas o0 1'intersection ces courbes de discontinuités
e ; 2t de v n'est pas finie : on s'en tire en remplacant u et v par des

sulutions éaprocnées et v pour lesquelles cette intersection est finie

(voir dleinik [§] ).

REMARQUES

(:) On déduit de ce qui précéde quse si u,v sonﬁ deux
sclutions raibles de (1') vérifiant (¥ et (E), on a u(x.tol = v(x,tD)
pour -out point (x,toJ de continuité de u et v tel qua x1 < X s’xz deés
Jue u{x,0J) =v(x,0) pour tout point (x,0) de continuité-de u et v tel que

F1 < X g 52, ol 51 et 62 sont définis sur la figure 9 :

>

(,.0) (£,.0)

g
\¥ 2

X = x1+A(t-td)
f(u)-f(v]l

X =x2-A[t»to)> A = sup Y

A 4 T T
(x1,t0) [xz.tol
(Comparer a la proposition 3 de 1'éxposé n® 8 (1] .
vitesse finie de propagation).

(x) ‘par abus de langage nous dirons simplement dans ce cas que ulresp.v)

vérifie (E).
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s

(?> (£} implique en particulier la condition (gquivalente 3 (E) si +

@3t convexe)

fFlu_J-Fflu )
(E') f'lu ) < < f'(u ) (siu < u;
+ u_-u, - + ~

(forme infinitésimale de la condition au voisinage de u_ et u_i.

Il 2st clair que la démonstration précédente s'eppligue aveu (£°)

3 la place de (E) si on suppose v proche de u, ce qui démontre la stafijind

de solutions vérifiant 0¥} et (E') (donc a fortiori Of) et (E)).

(') exprime que les caractéristiques de 1'équation (1') "rentrent”

dans les courbes de discontinuité de u au cours au temps [(Figure 10)
Figure 10.

E') vérifie ) . £' violg

r ©) ¢

Un peut voir directement{%glfand [ 3] ] que (E'i entraine la

stabilité des solutions de (19 du type

ulx,t} = u_ six-ct <0 flu) = flu)
{avec c = N—
u, -~ u
ulx,t) = u, si x=ct > 0O + -

)

En effet, si utv est une solution de (1'} prochle de u, on a

en pregmiére approximation, pour v petit,
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| @ = ' lu ) six-ct < 4

a = F'(u+} si x-ct > Q
ot la solution est

[ v sonstante sur les caractéristiques de pente f'(u J si x-ct < g

v constante sur les caractéristigues ds pente F'{u,) si x-ct > Q3

51 u vérifie (E'), et si v(x,0) tend vers O lorsque (x| — +e, i3

&st clair que v(x,t) tend vers O uniformément en x lorsque t = tes,

(::::) Une solution u de (1') vérifiant 8 verifie (R.H.) et (£) le
1ong <'une courbe lisse ce discontinuité si et seulement si clle vari-

fie 1'indgalité de Kruckov ci-cessous (voir exposs ne s [1])

(K) VRER. signe (u-k) x vy v (reu) - k) =1

2 . cqy 8
< signe (u_~k) x [ (u_-k) 3t ¢+ (Tl - fk) 2.

VU est la 1-forme dH, H{x,t) &tant une gaquation de la courbie de

discontinuité considérée qui vérifie

1 dHZo

2) H croit en passant du cots U au cdtg u, .

3 d
T et 5% sont les champs de vecteurs standard dy plan (x,t).

Ceci conduit & une définition plus restrictive de 1a notion de solu-
tion faible de (1'), oo 1'égalité (8) est remplacée par une famille
d'inégalités (exposé n°6, définition 1 (1.

Le théoreme d'unicits Pour ces solutions faibles est démontré dans

1'exposé n° 8 [ﬂ .
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.

(:) Lo demonstraticn gécmétrigue d'Qleinik s'sclairs si on traas-
mose 1'égquation
Scit gEEZURZJ ; siu et v sont deux «clutions de (1') telles Jue
ui<,9)=v{x,0) presque partout pour 51 £ X = &, et sl (support de gj N (t=7)

Cif,+&,] . on déduit de (8) 1'égalité
i 15]) ‘ [-ﬂi {(u-vj + 28 {(F{u) - Fiv)) ] ax dt = ¢
. at’ ax”’
RxR

Flulx,t)) - FIvix,t))
u{x,t) - vix,t)

Posons F(x,t)== (discontinu :)

{15} devient
{1 9 J <
116) l];xq*[zg% + F. 5% ](u-v) dx at = 0

Four muatrer que u=v presque partout cans un domaine O gu plan
tel que O N(t=0) C:[§1.£2] » 11 suffit de meontrer que Vo fenctica 55

a support dans D, 1'éguaticn

;) 3%, . 2
(17) 5% " F. X vl

=

a une solution g & support dans D

Jans le cas présent, on prend pour D un demaine siont 1’intersectiocon
avec R x R est limitée par les droites xre ii + AL, x = gé’- At,
ot A = sup:{F[x.t)l
{comparer & la remarque (:) et remarquer que les cafactéristiques de (17)
dx

sont les droites d'équation 3t - F(x,t)) : cn se pose alors le problame

de Cauchy pour une donnée initiale nulle sur BD‘f\(t > 0).

L'équation (12) est une é&quation hyperbolique linéaire dont le
coefficient F est discontinu 13 ol u et v sont discontinues {on suppose
f non linéaire). La condition (E) assure gque le problame de Cauchy considéré

n'esthpas surdéterminé (voir la figure 8 du § 12 de éélfandvﬁﬂ ).



,(E;) Soient u,v deux solutions faibles de (£) qui vérifient (¥ et (e,

telles que u(x,0) et v(x.0) soient dans L1(RJ:

Soit xi(tJ. 1 €2, une partition dénombrable de R x {t} telle que

ulx,t) - v(x,t) soit de signg constant dans [ki{tJ, Xi+1(t)]

soit e > 0 fixé.

La méthode utilisée dans 1la démonstration d'Dleinik nous permet

a’associer a xi(tJ une partition Ei(t) de R x {0} (en intégrant” appro-

ximativement” 1'équation différentielle g% = fiﬁé_s_fill) de fagon que
’ (t) El {t) c
vi, (ulx.t) - vix,t)) dx - (d(x 0)-v(x,0))dx| < ;TET:En

xi(t) Ei[t)
On a alors

) Xj4q (8]
RIVOGE) = vix,t)[dx = & sgn, (u-v) (Wlx,t) - vix.t)) ox
‘ i x4 (t) '

z Ei+1( )
b fu(x ) - vix, D)fdx * e
&, (t)

jpfu(x,OJ “v(x, OJ]dx + €

Cette inégalits, valable pour tout €. NOus montre que

(17 bis) vt, j(lu(x.t) - v(x,t)Idx s/([u(x,o)-v(x,o)l dx,
R R

€e qui s'exprime savamment en disant que l'ensemble des "opérateurs solution”

de [é%) forme un semi-groupe de contractions dans L
Réciproguement, nous allons montrer que cette propriété'équivaut
ciiocs

a (E) (voir B.K. Quinn [ﬁi} )t siu est une salution dont un des.

ne verifie pas (E), 11 existe Yne solution v telle que (17 bis) ne soit

pas vérifis.
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Cuitte & faire une trans:ation sur les cemps, on DRUC. suppaser

<w wow 2nt=0 un choc ne véritiant pas (£).

Soit v(x,0) définie comme sur la figure 10 bis : v a un
~alier v(x,0) = k au voisinage du choc x = §(0) de ulx,0), et les graphes

e u x,0) e% vIx,0) ne s'intersectent pas.

figure 10 Bis

'ﬂ'/’ ﬁ

-

— e ) g
/ '
[ xed(t) M = |

Rec do @ - 1 Y o«
wWeolou b (E) Wy g-

X 1

Si t >0 est assez petit, v(x,t) n'a pas de choc et les graphes de

ulx,t) et v(x,t) ne s'intersectent toujours pas. On a done

{ (t) R
L [utx.t) - vix,t) [dx = Jow WIE) - vix,t)) dx -fx. (ulx,t)-v(x,t))dx
4143

en géduit 0{€3]

D.IO. o
ot 3

lu(x.t)-v(x.t)ldx) = l'[t)(u_(lftJ,t]fvtl(t).t))t/' ngu(x.t)-v(x,t)ldx
R - o0

+o

- 1'(t)[u+(1(t),t)-v(X(t),t3J-}q %;[u(x.t]-v(x,t))dx
{t)

OV 0) (u_-K) - (flu_)-F(K))
+ P0) (u,~K) - (f(u,)-f(K)) >0

ce qui prouve notre affirmation.



IIT - VISCOSITES

Dans 1l'exposé n° 7 [1] est démontré un théoreme d'existence

pour (é“) lorsque f est C2 et qELm(R]r1L1(R).

La solution u est obtenue comme limite au sens des distributions

pour e de solutions u, de l'équation parabolique
2
: Ju ) 37U
(Pe]' 5t " 8xf(u) ) ax2

IIi.41. Un Exemple :

Nous commencerans par un cas trés simple qul aurait pu nous

servir & retrouver @éé conditions (R.H.) et (E) (Gelfand [3] }

On cherche une solution de (1') de la forme.

(18} ulx,t} = u_si x -ct <0

ulx,t) = u, six-ct >0

comme limite de solutions ue de (Pe) ; pulsque u ne dépend

que de x-ct, il n'est pas absurde de chercher des solutions de [Pe)

de la forme ug = qlg), £ = ﬁéEE- , ce qul raméne (Ps] 3 1'équation

différentielle (indépendante de € |).

-9, df(g) . dzq
de dE dgz

(19}

S'il existe une solution de (19) qui vérifie

qlg) — u, pour E —» to

%% {¢) — 0 pour [E[-* +00

i1 est clair que u_ = q(g) —+ u défini en (18) pour e — O (simple dilata-

tionl.
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-n commence par intégrer une fois (19) pour obtenir

el
dg

(21) -cq + flg) + K =
La derniére ligne de (20) s'éerit alors
eu_ v flu ) + K =0

-cu, 4 F[u+J + K =0
qui détermine K & condition que (R.H.) soit vérifiée.

I1 reste & trouver une condition nécesseirs et suffisante d'existence
d'une orbite allant de u_ a u,_ (orbite Hétéroclinique) pour 1'gyuation
(z2) 29 = o(q),

d§
od ¢(q) = -clg-u_) + flq)-flu_ ) = -c(q-u+1+f(ql-f(u+)

La premidre condition est que le champ de vecteur &(q) ait 1la
bonne direction en u_et v, c'est adire ¢'(u) >0 et $'(u,) €0 dans

le cas oU u+‘< u_ ; on retrouve la condition de stapbilité (£').

La deuxidme condition est qus ®{(q) n’ait pas de zéro pour ‘g

entre u_ et u_ ; on retrouve exactement la condition (E) d’Dlelnik.

REMARQUES :

(:) 51 on remplace dans (Ps] le deuxitme memBre par une autre
viscosité, on peut ne pas trouver de limite ou trouver uné limite différente :
reprenons l’exemple de Gelfand (II.2 remarque(::) ; on obtient une solution

faible de 1'équation (ii) comme limite de 1*équation

?-le{- u—a-! = §- -._....32u ‘
3 ax u 8x2

On a vu qu'une telle solution n'est pas une soclution faible de

1'équation (A7) Pgdd . 0.

at  Yax
(:) On peut remplacer la méthode de viscosité pPar un processus

aux différences finies.



- III.2. LOIS DE CONSERVATION SUPPLEMENTAIRES (D'aprs Lax [8] ) :

Nous allons montrer maintenant que si une solution.u de (1°) est
1imite au sens des distributicns de solitions u de fPel.-alle vérifie la
condition {E)} (pour (R.H.] c'est évident). Le lecteur comparefa avec

1'exposd n® .7 [{] , le lien étant feit par la remarque (:) de II.3.).
Soit .U(u) une fonction C1 3 81 F(u) vérifie

(23) ~f°(u) UM (u) +«+ F*(u) = 0, on a

(24)§ Pour toute solution u des (1') de classa C1,

oU(ulx,t)) . SSFlulx,t)) | 4
at ‘ ax

Il est fecile de vérifier qu’on a déterming ainsi toutss les lois de

conservatioh suppléﬁentaires vérifiéas par les solutions C1 de (1°}.

THEOREME (Lax) :

Si u est une solution de (1') limite dans L” de solutions u, de (PSJ, et

si U{u) est convexe, on a (pour F déterminé comme ci-dessus)

{25) 3 U(u;:.t]) + 3F(:ih-t)) £ N (eu sens des distributions)

DEMONSTRATION :

en multiplient (Pe) par U!(uel. on obtient

W (u)  F(u ) R ST
@8) 5 T - el
2 (u ] Bu : au
mats ——of . = UtCu ) (=52 + Ul (u ) —=F
2 E ax L 2
X ox
2
2”u
2 U'(u ) —£ . si .U{u) est convexe.
€ 2 .
ax
06 a donc
AUty aF(u) 22Uy, ]
(27) + £ o<e — qui tend vers 0 au sens des distri-
. ot ax - ax2

butions. CQFD.




APPLICATION On commence par remarquer qu'en passant & la limite au
sens des distributions, il suffit de Supposer quelU est continue (et

convexe) ; on applique alors le théaorame svec

0 si u < k
U, (u) =}
K u-k si u >k ’
0 siuc<k
Fk(ul = 3
flul-f(k) si u> k

En utilisant (R.H.) on voit alors que les inégalités

? tJK(u] 9 Fk(uJ :
Y + 3x < 0 (kgR) équivalent a (E).
IN -~ LE CAS UNIFORMEMENT CONVEXE.

IV.1. Le Théoréme de Lax

Le but de ce parasgrapie est de démontrer le théoréme de Lax (voir [7] )
qui dans le cas od f"(u) ne s'annule Jamais, exhibe 1a solution de (é?) 50UsS

une forme qul permet d'étudier la structure générique des courbes de dlscontlnu1té.

S

Les notations sont celles du paragraphe I (avec afu) = friul)l.

Soit ¢ : R2 b R l'application définie par

(28) @ly,t) = (y « tf'(ply)),t, oly))
X ’ &

c'est 1'application "caractéristique” de Guckenheimer Bﬂ ).
¢ définit un difféomorphisme de Rx&+'sur (S), ce qui explique que,
si w = u dx - f(uldt, on ait

4% = ¢%duw=o0.



+ A
Pulsgque RxR est contractile, 1l existe F : RxR*.~» R telle que

wa = d? ; calculons F :

o e = (gly) + tFT Qi) g (vigly)ddy + (iy)f (g(y)) - flely)) dt

& o
dy ot

11 vient FUy.t) = tg0y) £9(4(y)) - f(qiy)) + gly)
N | |

AF ' " '
5y = TIQ ) Frigiy)) ¢ g (y)

n,
donc g'(y) =c{(y] s supposons F{0,0) = 0, on obtient
N

Yy
Fly.t) = tlqly) f'iqly)) - Fleply ) + /'t’f(s) ds
: 0
On remarque que F=F 0%, oUF : RXR xR — R est dé
x-tf' (u) '
tluf'(u) - flu)) «+ f (f(s]ds
0

finie par

]

(28) F(x.t,u)

Calculons

(30) dF(x,t,u) = w +[u - ¢ x-t Froun] . [=dx + #'(u)dt + tF7 (u)du]

On en déduit que

1) sur (8), dF(x,t,u) = w (c'était fait pour ga !)
2) 81t >0, &(x,t,u) = oefr(u) [u-qgx-tFrun] = o
Ju ' ¢
‘8utrement dit, si f"(u) ne s'annule jemais (par exemple si f est

_ Strictement convexe), %% {x,t,u) = 0 est une équation de (S) pour t > O.

Remargquons enfin que, si 3¢, £"(u) 2 ¢ > 0 pour tout u, et sl ¢ est

3F

;“bornée» au[x,t,u] tend vers +w siy — +o , vers - si y — -w pour tou-

Souple (x,t) fixé ; en effet, t f"(u) reste positif et borné inférieurem

ar tc, alors Que u - @(x-tf'(u)) se comporte comme u ; on en déduit que

*:t. la fonction u — Fix,t,u) a un minimum.

On est alors en mesure de prouver le

~24..

ent

i
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THEOREME :
Soit. ¥ une- fonction C2 uniformément convexé(XJ,~$uune fonction

dérivable et bornée ; 1'unique solution de (£') vérifiant (R.H.) et (E) est

donnée par e

UER

COROLLAIRE :

Le grephe de u est contenu dans (S) f{en particulier, si f et P

sont analytiques (C7), u est snalytique (% en dehors des choes).

DEMONSTRATION DU THEOREME :

Cherchons & priofi*une telle solution u da {€) dont 1le graphe
soit contenu dans (S), définie ici par g% (x,t,u) = 0, et supposons de plus

que u véfifie la condition (3¢ du paragraphe II.3; alors le long d'une‘;‘

courbs de discontinuité de u, on a dF (x,t,u ) = df (x,t,u ) (c'est exactement

(R.H.}).

’Dans le cas générique (figures 3 et 4), on a u_ =, a 1'origine
du choec, ce qui montre que tout au long de la courbe de discontinuité, on a
FOGt,u ) = Fix,t,u, ).

Pour une solution vérifiant les hypothéses pfécédentes les points
de discontinuité sont denc des‘points‘[x,t)GZR X R+ pour lesquels la fonction
u =—» F(x,t,u) a deux points critiques.ayant méme valeur critique.

La fonction min F(x,t,u) posséde cette pfopriété (1'ensemble de
ses points de discontinuisgzist l'ensemble de Maxwell de la famille de fonctions
u = F(x,t,u) paramétrée par (x,t) dans la terminologie de Thom) ; pour cette
fonction ce gui précéde montre que (RH.) est vérifié ; quand & (E), qui se
réduit gl(E') dans le cas convexe, elle est évidemment vérifiée ; 11 ne reste

Plus qu'a invoquer 1'unicité démontrée dans le parsgraphe 1I).

Gm
(x) i.e. dc, Yu, F"(u) > ¢ > O



Pour prouver le théoréme sans hypothése de régularité sup u,""

voir Lax Eﬂ .

REMARQUE Interprétations géométriques de la condition (R.H.) et de la

fonction F(x,t,u) (d'aprés Thom)

Figure 11.

)ﬂ((‘:lcy < (‘7},, l-.)
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La Figure 11 représente les deux surfaces (S) et (G;x t ],
) "o’ "o

la derniére étant engendrée par les droites (x—xo] = f'(uo)(t-to), usuy

lorsgue Uy varie.

La trace de (Gt N ] sur lg plan t=0 sera notée (0\< " ).
*“o “o’o

) est X=X = f'(u](t-to), celle de (ox t )

L 'équation de [G;
o’ ‘o

o' Yo .
est x = x_ - th'(u) s L'aire &f comprise entre o(xo.to)) 1l'axe des u,

ct les segmonts u=u_, u=u_ vaut &= x (U ~u )=t (Flu)-Flu)) ; la
condition (R.H.) traduit la constance de cette aire lorsque (xo.to) parcourt
une courbe de discontinuité de u et que u;,u; sont les valeurs de u de

. part et d’asutre de caette courbe (figure 12).

Figure 12 Figure 13.

L'interprétation de F(xo.to.u) est analogue (figure 13)

F(X “t »u

o' ’o 23 - F(xo'to’u1) est 1'aire ?1Witée par le graphe de e (oxo‘to)’

t y ik a x - ' . v - . ]
et les segments x Xq to f (u1), X = X to f (uz)
Le fait gue, si f est uniformément convexe, les seuls points critigues
de F(xa'to‘“) correspondent aux points d'intersection de {Ox + } et du graphe
o' o

de crvient de ce qu'alors la projection de [Ox t ) sur l'axe des x est partout
. » o )



-.2@ -

IV.2 - STRUCTURE GENERIQUE DES SOLUTIONS DANS LE CAS UNIFORMEMENT CONVEXE :

Les deux réféerences sont B] et 61] .

Soit u - G(x.t,u) une famille de fonctlons différentiables para-

matrées par x,t ; Si cette famille est suffisamment générale (au sens de

Thom BD] ), le comportement local de la surface d’éguation gg(x.t,u) =0
vis-a-vis de la projection v sur le plan (x,t) ne peut &tre que de l'un
des trois types suivants (veir Eﬂﬂ-]

A, Identité B. P11 C. Fronce

Gix,t,u) = u2 , Gix,t,u} = u3+xu Gix,t,u) = uq-tu2+xu

/\
(s )_/

"

7(,

; A
AL e

l

S w”

;uw

Oara—

Oe plus, le comportement C ne se produit qu'en des points isolés

+
de R x R, et le comportement B sur des courbes régulisres de R x R+.

0'ure point de vue global, et toujours pour G suffisamment générale{
il n'y a aussi que 3 possibilités réalisées respectivement en des points

isolés de R x R+, sur des courbes réguliéres, et dans le complémentaire :

E. Ily a 3 valeurs u,. Uys U qui minimisent Gi{x,t.ul.

1

Fo Il y a 2 valeurs u1. u2

3

qui minimisent Gi{x,t,u)

G. Ily a1 seule valeur u, gui minimise G(x,t,u).

1
Dans [11] Schaeffer montre par les technigues usuelles de transversa-
p .

1ité.'qu'il existe un ensembls de premigére catégorie ACLéfﬂn tel que si

\)Yf
,)J)*' ?Gxﬁ,ﬂR) - A {i.e. pour "presque tout ¢ ") la famille de fonctions
~—r &, *
Jw*ké U = F(x,t,u) est suffisamment générale au sens précédent, on en déduit que
(o]

la solution u de (€') est C ul’par* morceaux des gue c\o.E.d(R) - A



Be-plus, Schaeffer montre qu'on peut choisir A de facon que, si (ngd(R) ~ A

le solution u de (&') n'ait qu'un nombre fini de lignes de discontinuita.

Dans [ﬂ Schaeffer et Golubitsky, tilisant les mémes méthodes
et le théoréme de stabilits infinitésimale de J. Mather, montTQAt qu'on
peut choisir A tel que si <f64d3R] - A, la solution u de Eéﬁ) est stable
dans le sens suivant : si v est 1a solution de (1') correspondant a une
donnée initiale v(x,0) assez proche de ¢ dans gf[R), il existe un difféo-
morphisme de R x R transformant 1'ensemble de discontinuité de u en

celui de v.

Illnous reste & donrer la structure des ensembles de discontinuits
des solutfons de (£') dont 1a donnée initiale est dans .d®) - A : 13
suffit de regarder ce qui peutlarrivey a Flx,t,u) :

D'un point de vue ldcal seul le type *"fronce” donne quelque chose
(naissance d'un choc, voir figures 3 et 4}; 11 peut étfa intéressant de

"voir® F(x,t,u) en représentent 1'application (x,t,u) — (x,t,F{x,t,u))

(figure 14).

wn Figure 14.
| | sRel

La e l\oc_\\w'c
Mgzg) ety €loufewtfe
I L F

&u,h}lS:&% “/:")5
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Glotalement, la seule chose qui puisse arriver & une courbe de discontinuite

2st -i'en rencontrer une autre au cours du temps (Figure 15) : c'est le cas ol

3 valeurs u1,u2.u3 de u minimisent Fix,t,u) ; 11 émerge de la collisicn une

unique courbe de discontinuité (et aucun des 3 angles n'est nulj.

Figurse 15

¢ |

Remarquons que si<f€k5ﬁﬁ) - A, 1'6tude géométrique qui préceéds et la

finitude du nombre des lignes de discontinuité montrent la connexité de

1'ensemble des points de continuité de u ; ceci explique que le graphe de u

soit contenu déns‘la'surface (s},




v

UN EXEMPLE DANS LE CAS NON CONVEXE

V1 On considére toujours (£') avec des fonctions f(u), ¢(x} dont lss

graphes sont représentés sur la figure 16

Figure 1B.

\c,otxJ

drewy :

[ I SR

La solution vérifiant (R.H.) et (F) se voit bien en utilisant 1la.

éthode du § 8 de Gelfand [3] et en remarquant que si 1a discontinuité initiale

ﬂ? ne se dédoublait pas, 1'amplitude u

t décroissante de t ; dés que t > 0, la condition (E) serait donc vieclée

Sl vient du choix de a tel que la droite joignanf les points (Q,F(0)} et

(a)) soit tangente au graphe de f au point (b,f(b}), et du fait que Lf

Sse & 1'infini). Ce raisonnement ne serait pas valable si, par exemple,

aleit 0 pour x > 0 et a pour x < 0.

Remarquons enfin que si on augmente un peu a, le choc initial vérifie

he'se dédouble qu'au bout d'un certain temps.

La figure 17 représente le graphs de la solution u(x, t ) pour t >0

Qh pointllles on a représenté la trace sur le plan t= t de la surface (S))

_Tu, du choc serait une fonction stricte-

.
’




1@ figure 18 représente les courbes de discontinuité de u et les

-
LN
-~
P

caractéristiques;’bn constate que
1} - 1'ensemble des points de continuité de u n'egt pas connexe

(et le graphe de u n'est pas contenu dans la surface {S))(XJ

2) - 1'un des chocs a une amplitude u_-~u, cohstante‘(alors que

dans le cas convexe cette amplitude tend vers 0, Lax [6] ).

Figure 17
e XA,

9
[N

, -
; ovcar
N e

(5]

Pour une étude générale, voir Guckenheimer

(x) Si<f est C par morceaux comme dans 1‘exemple considéré, on généralise
(S) eﬂ Prenant des caracterlsthues s'appuyant sur la courbe obtenue 3

Pe
Ertir du graphe de ¢ en rajoutant des segments verticaux Joignant les
v
élgurs de P 18 ou elle est discontinue (ex — _ donne _—1__ )




V.2. Je dois A David Sheeffer les deux remarques qui suivent

(:) L'exemple précédent peut &tre obtenu & partir d'ung donnée initiale

?(xl réguliére (figure 19).

Figure 19.

Vi
A B X

Un chocg seiforme aux alentours de B au temps t1 : dans une premiére
phase, 1'amplituds du choc augmente : si h est assez grand, on peut
obitenir 1e comportementldécrit sur la figﬁre 20 {on a représenté pour
une suite d'instants ti la droite joignant ies points (u~.f(Q~J} et

(u+,F(u+)), ol u_ et Y, sont les valeurs de part et d'autre du choc

au temps ti.

Figure 20, | | = e 21

T,

i

Bidon i oy
dax cher )




Dans Qnsfdeuxiéme gtape, les cgfaptéristiqugs pfovenant de la
partie du grephe de ¥ correspondant & x < A (figure 18) viennent construire
le choe, et 1'amplitude commence & décroitre, ce qui donne la Tigure 21

sur laquelle apparait clairement le phénoméne de 1'exemple étudié dans

V.1,

(:) Les exemples ci-dessus masquent un phénomgne important a cause
de la présence d'un choc de chaque cbté de 1'onde de raréfaction ;

L'exemple suivant (fig. 22 et 23) montre que méme si la donnée de Cauchy

qu) est analytigue par morceaux, la solution n'est en général gue continue

dans le complémentaire des chocs ; 1a remarque (:) s'applique d'ailleurs

pour fournir un exemple analogue avec ?[x) analytiqué.

Flgure 22.

3

L{(u)

Teetv)
|

a
|
L . 5
o‘ L5 : o) a. ‘(-
Figure 23.
{(graphes de u{x,t}) ; question & 10 centimes : trouver le temps
critique)
t petit : ' "t plus grand
“ | L
' . i
REMARRQUE : Pour construire cet exemple, une fonction filu) cubigue

“suffisait déja.
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CONCLUSIONS -
Dans le cas ou f est strictement convexe et ol q~est
analytiaue, le graphe de la solution u est contenu dans la surface

(S) qui est alors analytique 5 on en déduit que u est analytique

dans le complémantaire des chocs.,

L'exemple.précédent montre qu'un résultat de ce type n'a
de vraisemblance dans 1le cas général que si on compte comme un choc

(d'amplitude zéro) 1le bord d'une onde de raréfaction.
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