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ÄÒÁKÆnÈ{Î

x(t) =
(

~r1(t), ~r2(t), ~r3(t)
)

, t ∈ [t0, t1]
¿.ÍÒÑiÈ{ËÃÉ{Î	ïKÇR»sÇRÆ?Å.ËÌÍRÏ�ÍÒ»(ÑlÄ\ó�Åmî(É{Í�ÎnÁmËÌÉ�m
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ËÌÅmïKÆ?Å.»{ïKÂÃÍÒ»{»{Í ∫

L(x(t), ẋ(t))dt
¿=Ô�Åm»sÎ	Ë�Å.î&ÉsÍRËÌËÃÍqËÝõöÂÌ»(ÑnÇRïmÆ?Åm»{Ô���ËÃÍ ­E®
¯�°H®>±²¯�³F´P±U	�ÍÒÎ�ÑlËÌÅ

Ô{Â}µ2ÇÒÆnÍÒ»{ÄRÍ
L(x, ẋ) = T (ẋ)− U(x)
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��á=ßÓþmÚ0×&Û�âXÜ�é�Ú0ß2Ú0ØP�&ã�Ø\ú0þmá=Þ�ØwâÌÚ
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~r1(t), ~r2(t), ~r3(t)
) ÍÒÎ�Ñ

ÎnÁmËÌÉsÑnÂÌÁK»EÔsÉ¶ÈsÆnÁKÊ{ËÃÐRÏ�Í[ÔsÍRÎ�ÑnÆnÁKÂÃÎvÄÒÁKÆnÈ{Î^Å ô ÍÒÄ��fÁKÆ�ÄRÍaÍÒ»
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¿lî(É{ÍÒË�î(É{Í

ÎnÁmÂÃÑaËÃÍ#»{ÁKÏ#Ê{Æ�Í7Æ�ÇRÍÒËiÈ�ÁKÎ�ÂÃÑ?Â}�
λ
ê7ö ÅmÂÃÎaÎ�ÂlË�Å�È�ÇÒÆnÂÃÁ&Ô{Í7ÔsÍ

x
ÍRÎ�ÑxÇRïBÅ.ËÌÍ7ð

T
¿MÄÒÍRËÌËÃÍ#Ô{Í

xλ
ÍÒÎ�Ñ|ÇRïBÅmËÃÍxð 1

λ
T
ê

ëpÏ�È�ÁKÎnÍÒÆ�ÔsÍRÎ�ÄRÁK»BÑ?ÆnÅmÂÌ»BÑ?ÍRÎ Ç0Ñ\ÅmÂ�Ñ Ê{ÂÌÍÒ»§ÍR»BÑ?ÍR»sÔ{É »{ÇRÄÒÍRÎ�Î?ÅmÂÌÆ�Í÷t�ËÃÍçÏ�ÂÌ»sÂÌÏ�É{Ï »{Ám»
ÄÒÁK»(ÑnÆ?ÅmÂÃ»(Ñ�ÍRÎ�Ñ¶ÍR»¯Í-µ�ÍÒÑ�Ñ?Æ�Â ô Â�Å.ËÃÍRÏ�ÍÒ»(Ñ�Æ�Ç�ÅmËÃÂÌÎ�Ç�rcðªËÝõöÂÌ»²ð�»sÂ}s�È�ÅmÆ�Ô{ÍRÎ�ÄRÁKÆ�È{Î¶ÍÒ»�Æ�Í�m
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ÄÒÁK»(ÑnÆnÍ|ËÃÍRÎqÄÒÁKÆ�È{ÎdÔMõÕpÒÑ?Æ�Í�ðxÉ{»�ÂÌ»{ÎcÑ\Åm»BÑdÔsÁK»{»{Ç�Ñ?ÆnÁmÈ�ËÌÁKÂÃ»7ËÌÍÒÎqÉ{»{ÎdÔ{ÍÒÎwÅmÉsÑnÆnÍRÎqÄ�ÅmÆqÄÒÍRÄÒÂ
ÁKÊsËÌÂÌïmÍRÆnÅmÂ�Ñ}ËÌÍ#ÄGósÍRÏ�ÂÌ»æî&É2õ ÂÃËÌÎ[È�ÅmÆ�ÄRÁKÉ{Æ�ÍR»BÑ�ÍR»�É{»{Í�È�ÇRÆ�ÂÌÁ&Ô{Í7ð�pÒÑnÆnÍ7ÑnÆnÐRÎaËÌÁK»sï{¿2ÔsÁK»{Ä
ËÌÅ È�ÅmÆcÑ?ÂÌÍ�ÄÒÂÌ»{Ç0Ñ?ÂÃî&ÉsÍ�ÔsÍ�ËÝõ ÅmÄ0Ñ?ÂÌÁm»íð�pÒÑ?Æ�ÍEÑ?Æ�ÐRÎ#ïKÆ?Åm»sÔ{Í�ÎnÅm»{Î7î(É{Í�Ë�Å�È�ÅmÆ�ÑnÂÌÍ�È�ÁmÑnÍR»�m
Ñ?ÂÃÍRËÃËÃÍ,È{É{ÂÃÎnÎ�Í7ËÌÅ�ÄRÁmÏÓÈ�ÍÒ»{ÎnÍÒÆRê7ø[»�Å�ÆnÍÒ»{Ô{É�ËÃÍ�È{ÆnÁKÊsËÌÐRÏ�Í�ÔsÍ7Ï�ÂÌ»sÂÌÏ�ÂÃÎnÅ.Ñ?Â�ÁK»­Ù\á9Ú0Ø?Ù0Þ �Gê
î|» ÅmÉsÑnÆnÍ�Å ô Åm»(Ñ?ÅmïKÍ¶ÔMõöÉ{»{Í¶Ñ?ÍÒËÌËÌÍ�ÄRÁK»BÑ?Æ?Å.ÂÌ»BÑ?Í¶ÍÒÎ�Ñ�ËÌÅ�ïBÅmÆ?Å.»(ÑnÂÌÍ�î(ÉMõöÍRËÃËÌÍï�fÁmÉ{Æn»{Â�Ñ�¿iÎ�Â
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k = l = 0 0
¬ Í7î(É{Í���ÅmÂÃÑ[À%ÁKÂÃ»{Ä�Å.ÆnÇ#Æ�Í ô ÂÌÍÒ»(ÑxðE»{ÁmÑ?ÍÒÆaË�õöÍ0÷�ÂÌÎcÑ?ÍR»sÄRÍ7Ô{Í7ËÌÅ�r��fÁmÆnÏ�Í�s,Ô2õ É{»æÑnÆnÂÌÅm»{ïKËÃÍm¿
Ô{ÂÃÎ�Ñ?ÂÃ»{Ä0Ñ?ÂÌÁm» �fÁm»{Ô�ÅmÏ�ÍR»BÑ\ÅmËÃÍ�ÍÒ»(Ñ?Æ�ÍÓËÌÍ�È{ÆnÁmÊ{ËÌÐÒÏÓÍ�Ô{Í�Ñ?ÆnÁmÂÌÎxÄRÁmÆnÈ{ÎÂ�fÍÒÑ,È{ËÌÉ{ÎP	aÍÒÑ,ÄRÍÒËÌÉ{Â
Ô{ÍÒÎÓÔ{ÍÒÉ�÷­ÄRÁKÆ�È{Î�È{É{ÂÃÎnî(ÉMõöÉ{»�Î�ÍRïKÏ�ÍR»BÑÓ»Mõ ÅûÈ{ÅmÎ�Ô{Íï�fÁmÆnÏ�Í�ÏÓÅmÂÃÎ7ÎnÂÃÏÓÈsËÌÍÒÏÓÍÒ»(Ñ7É{»{Í
Ñ\Å.ÂÌËÃËÃÍ.êfÓ	Â�÷�ÍÒÆ
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ÆnÍ ô ÂÃÍR»BÑ�ÍÒ»�Í-µ�ÍÒÑ�ðoðs÷�ÍÒÆvË�Å�ËP¼S®>¾6¾�´8Ê21 ÙJÇ�¿ïÇ ¼FÇ ¯�³I´jÔ{ÍÒÎvË�ÅmÄÒÍÒÑnÎjî(É{Í

Ô{Ç�ð�»{ÂÃÎnÎnÍÒ»(Ñ�Ô{Åm»{Î�Ë�õ ´P¾aÈ;®/Ë-´ÀÊW´P¾�»F°@³S®
±²¯�¼I´H¾oÇ�°@³I´H±D»�½H¾xËÌÍÒÎxÄGósÍRÏ�ÂÌ»{ÎxÔ�Å.»{Î�ËÝõöÍÒÎnÈ�ÅmÄÒÍ�Ô{Í
ÄÒÁK»²ð�ïKÉsÆ?Å.ÑnÂÌÁK»ªÈ�ÅmÆ�ÏÓÂwËÌÍÒÎnî(É{ÍÒËÌÎ7ÁK»íÏÓÂÃ»{ÂÃÏ�Â�ÎnÍ�Ë�õ�Å.ÄÒÑ?ÂÃÁK»Mê?Ïsõ ÍÒ»(ÑnÍR»{Ô{Î�ÂÌÄÒÂjÈ�Å.Æ�´P¾aÈ;®�Ë4´
ÊW´P¾�»)°6³S®>±�¯�¼F´P¾qÇ�°@³I´H±D»�½H¾7ËÝõöÍRÎnÈ{ÅmÄRÍ�Ô{Í�ÄRÁK»²ð{ïKÉ{Æ?Å=Ñ?ÂÌÁm» Ô{Í�Ñ?ÆnÁmÂÌÎ7ÄÒÁKÆ�È{Î�Ô�Å.»{Î�ËÃÍ�È{Ë�Å.»
rpÆnÇRÔsÉ{ÂÃÑ1sEÈ�Å.Æ7ËÌÍÒÎ�ÂÃÎnÁmÏÓÇ0Ñ?ÆnÂÃÍRÎ#ÁmÆnÂÃÍR»(ÑnÇRÍÒÎ�Ô{É­ÈsË�Åm»Mê ¬ Í0Ñ�ÍRÎnÈ{ÅmÄRÍ¶ÎÒõ ÁmÊsÑ?ÂÃÍR»(Ñ�ðæÈ{ÅmÆ�ÑnÂÌÆ
Ô{Í
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È{Æ�Â ô Ç�Ô{ÍRÎ�ÑnÆnÁKÂÃÎ�ÎnÁmÉ{Î1m`ÍRÎnÈ{ÅmÄRÍÒÎEÔsÍ�Ô{ÂÃÏÓÍÒ»{ÎnÂÃÁK» vÖÔsÍ�ÄÒÁKËÌËÃÂÃÎnÂÃÁm» �fÑnÆnÂÌÈsËÌÍ0Ñ?Î

(~r1, ~r2, ~r3)
Ô{ÍwÈ�ÁKÂÃ»(Ñ?Î�Ô{ÂÌÎcÑ?ÂÌ»sÄÒÑ?Î�Ô{É�È{ËÌÅm»U	MÈ�ÅmÆrÉ{»�ÈsÆnÍRÏ�ÂÃÍRÆ�È�ÅmÎ�Î?ÅmïKÍjÅmÉ,î(É{ÁmÑnÂÌÍÒ»(Ñ%È�ÅmÆ

ËÃÍRÎMÑ?ÆnÅm»{ÎnËÌÅ.Ñ?ÂÃÁK»{ÎÒ¿Rî(É{ÍqËÝõöÁK»aÈ�ÍRÉsÑrÆ�Ç�ÅmËÃÂÌÎ�ÍRÆMÈ�ÅmÆ�ÍG÷�ÍRÏ�È{ËÌÍiÈ�ÅmÆ�ËÃÍiÄ\ó{ÁKÂX÷aÔ{Í�Ë-ÇfÇ�°�Ê²Ç�±W±D½-´H¾
ÊW´43>®/Ë-Ç65>³��

~r2 − ~r1

Í0Ñ
~r3 −

1
2
(~r1 + ~r2)

	�Î�É{Â ô ÂvÔMõöÉ{» î&ÉsÁmÑ?ÂÃÍR»(Ñ7Ô{É ÆnÇÒÎnÉ{Ë�Ñ\Å.Ñx�
IR4È{Æ�Â ô ÇEÔ{Í�Ñ?Æ�ÁKÂÌÎ�È{ËÌÅm»{ÎP	,È�ÅmÆ�ËÝõ ÅmÄÒÑnÂÌÁK»çÔ{ÂÌÅmïKÁK»{ÅmËÃÍ�ÔsÍRÎ7ÆnÁmÑ?Å.Ñ?ÂÃÁK»{ÎÒê·ø[»íÈ�ÍRÉsÑ7ÆnÇ�Å.ËÌÂÌÎ�ÍRÆ

ÄÒÍÓÔsÍRÆn»sÂÌÍÒÆ,ÅmÈsÆnÐRÎ�ÂÃÔ{ÍR»BÑ?Â}ð�Ä�Å=Ñ?ÂÌÁm»�ÔsÍ
IR4

ð
CI 2

È�ÅmÆxËÝõ ÅmÈ{ÈsËÌÂÃÄ�Å=Ñ?ÂÃÁm»æÔ{Í87�ÁmÈ²�vÔsÍ
CI 2ÎnÉsÆ

IR × CI
t
(z1, z2) 7→ (|z1|

2 − |z2|
2, 2z̄1z2)

ê{ø[» ÁKÊsÑ?ÂÃÍR»BÑ
IR3

ÈsÆnÂ ô Ç�ÔsÍ�Ñ?Æ�ÁKÂÌÎÔ{ÍÒÏÓÂ mpÔ{Æ�ÁKÂ�ÑnÍRÎÒ¿5Ô{ÁK»BÑ[Ë�õ ósÁKÏÓÁmËÃÁKïmÂÃÍq��ÁmÉ�Ë�õ ósÁKÏÓÁ.Ñ?ÁKÈsÂÃÍ 	vÍÒÎ�Ñ[Ë�Å�ÏÀpRÏ�Í�î&ÉsÍ#ÄÒÍRËÌËÃÍ,ÔsÍ�Ë�Å
ÎnÈsó{ÐRÆ�ÍEÈsÆnÂ ô ÇÒÍÓÔ{Í�Ñ?Æ�ÁKÂÌÎxÈ�ÁKÂÌ»BÑ?ÎR¿;�fÁmÆnÏ�ÇRÍ�Ô{ÍÒÎ,Ñ?Æ�Â�Åm»{ïmËÌÍÒÎxÁKÆnÂÃÍR»BÑ?ÇRÎ�Ô{Í�rpÑ\Å.ÂÌËÃË�Í�ðs÷�ÇRÍ's\ê
ø�Í,È{Æ�ÍRÏ�ÂÌÍÒÆ|ïmÆnÁKÉ{È�Í�ÔMõöó{ÁKÏ�ÁKËÌÁKïmÂÃÍaÔ{Í,ËÝõöÍRÎ�È�ÅmÄÒÍ�ÔsÍRÎ�ÑnÆnÂ�Å.»{ïKËÃÍRÎ^ÁmÆnÂÌÍÒ»(ÑnÇRÎ}ð�Î�ÁKÏÓÏ�ÍÒÑnÎ
Ô{ÂÃÎ�Ñ?ÂÃ»{Ä0Ñ?Îq��Â�ê Í.ê�Î?Åm»sÎ,ÄRÁmËÌËÃÂÃÎnÂÃÁK»B	}ÍÒÎ�Ñ,Ô{ÁK»{Ä�ÂÃÎnÁKÏ�ÁKÆnÈsó{Í�ð�ÄRÍÒËÌÉ{ÂiÔ{Í�Ë�Å�ÎnÈsó{ÐRÆ�Í�È{Æ�Â ô ÇÒÍ
Ô{ÍxÑ?Æ�ÁKÂÌÎ�È�ÁKÂÌ»BÑ?ÎÒ¿�ÄmõöÍRÎ�Ñ1mCð
m`Ô{ÂÌÆ�Í

ZZ 2 ¿5Ä\ó�Åmî(É{Í,ÄÒÁKÏÓÈ�ÁmÎ?Åm»BÑ?Í�Ç0Ñ\Åm»BÑ�ÆnÍÒÈ{ÆnÇÒÎnÍÒ»(Ñ?ÇÒÍ#È{ÅmÆ|ËÃÍ»{ÁmÏ7ÊsÆnÍ7ÅmËÃïKÇRÊ{Æ�ÂÌî(É{Í�Ô{Í#Ñ?ÁKÉ{Æ�Îaî(ÉMõöÍ-µ�ÍRÄ0Ñ?É{ÍR»(Ñ�ÍR»�É{»{Í7È�ÇRÆ�ÂÌÁ&Ô{Í#Ô{ÍRÉ&÷�Ô{ÍÒÎxÄ4�.Ñ?ÇRÎaÔ{É
Ñ?Æ�Â�Å.»{ïKËÃÍ[È�ÅmÆ�Æ?Å.È{È�ÁKÆ�Ñ|ÅmÉ�Ñ?ÆnÁmÂÌÎnÂÃÐRÏ�Ímê
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collision
1-3

g équateur= triangles
 aplatis

orientation directe

orientation rétrograde

L + (équilatéral direct)

(équilatéral rétrograde)L
-
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L+ 0
|^Ú0é�ÜmØnÿR×�Ú\à4z��&Â,ËÝõöÁK»!ÎÒõ ÂÃ»(ÑnÇRÆnÍÒÎnÎ�Í ð Ô{ÍRÎ ÁKÆnÊ{Â�Ñ?ÍÒÎ È�ÇÒÆnÂÃÁ&Ô{ÂÌî(É{ÍÒÎ�ÅmÊ{Î�ÁKËÌÉ{ÍÒÎò��ÄÒÍçî&ÉsÍ
»{ÍÑ��ÅmÂÃÑ�È�Å.Î�À%ÁKÂÃ»{Ä�Å.ÆnÇ 	G¿�ÄÒÍÒÑnÑnÍûó{ÁKÏ�ÁKËÌÁmïKÂ�Í�Ô{Í ô ÂÃÍR»BÑ ZZ 3 ÍÒÑ¶ÍRÎcÑ�ÆnÍRÈsÆnÇRÎ�ÍR»BÑ?ÇRÍÖÈ�ÅmÆ
ËÃÍ[»{ÁmÏ#Ê{ÆnÍ[ÔsÍ[Ñ?ÁmÉ{ÆnÎvÍ-µ�ÍRÄ0Ñ?É{ÇaÈ�ÅmÆvÄ\ó�ÅmÄÒÉ{»¶ÔsÍRÎ�Ä4�.Ñ?ÇRÎ�Ô{ÉEÑ?Æ�Â�Åm»{ïmËÌÍ�ÍÒ»�É{»{ÍaÈ�ÇÒÆnÂÃÁ&Ô{Ímê

�õ ÅmÉsÑnÆnÍ�È�ÅmÆ�ÑR¿^À%ÁmÂÌ»{ÄRÅmÆnÇæÄRÁm»(Ñ?ÆnÅmÂÌ»BÑ�Ë�õ ó{ÁmÏÓÁKË�ÁKïmÂÃÍ�ÏÓÅmÂÃÎEÂÌË[ÅmÉ{Æ?Å.ÂÃÑ�ÅmÉ{Î�ÎnÂxÊsÂÌÍR» È{É
ÄÒÁK»(ÑnÆ?ÅmÂÃ»{Ô{ÆnÍÓËÝõöó{ÁKÏ�ÁmÑnÁKÈ{ÂÃÍ.¿�Â�ê Í.ê%ËÃÍÓÑpì&È�ÍEÔ{ÍEËÌÅ¶ÑnÆnÍRÎ�ÎnÍEÔ{ÇRÄÒÆnÂÃÑnÍ�È�ÅmÆ�ËÃÍRÎ,ÑnÆnÁKÂÃÎ,ÄRÁmÆnÈ{Î
Ô�Å.»{Î�Ë�õ ÍÒÎnÈ�Å.ÄRÍ�mÝÑ?ÍÒÏÓÈsÎot�ÂÌË�Å ô Å.ÂÃÑ|ÂÃ» ô ÍÒ»(Ñ?Ç�ÍÒ» Í�µ2Í0Ñ}ËÃÍo�mØ\á=×9ã�Ú{��á.ß5å(Ümé�Ú0ß�ÛÝÜmâ&ÍR»Ö¼9½���×
Í0Ñ�ÄRÍ�Ô{ÍÒÆn»{ÂÃÍRÆÒ¿lÂÃÎnÁKÏ�ÁKÆ�È{ó{ÍEÅmÉíïKÆnÁKÉsÈ�Í�ËÌÂÃÊ{ÆnÍÓÎnÉ{Æ7Ô{ÍÒÉ�÷íïKÇR»sÇRÆ?Å=Ñ?ÍRÉsÆnÎ

ZZ ∗ ZZ
¿	ÍRÎcÑ

ÂÃÄRÂ	Ê{ÂÌÍÒ»ûÈsËÌÉ{ÎaÆnÂÃÄ\ó{Ímê�ºi»²ð�»2¿�Î�ÂiË�õ ÁK»æÄRÁm»{ÎnÂÃÔ{ÐRÆ�Í�ËÌÍ#È{ÆnÁKÊsËÌÐRÏ�Í#Ô{ÍRÎaÑ?Æ�ÁKÂÌÎ[ÄÒÁKÆnÈ{ÎxÔ{Åm»{Î
Ë�õ ÍÒÎnÈ�ÅmÄÒÍm¿sË�Å�»sÁmÑ?ÂÃÁK»EÔMõöÁKÆnÂÃÍR»BÑ\Å.ÑnÂÌÁK»�Ô2õ É{»EÑ?ÆnÂÌÅm»{ïKËÃÍ�Ô{ÂÃÎnÈ�Å.Æ?ÅRQÃÑ�¿�ÅmÂÃ»{ÎnÂ�Ô{Ám»{Äaî(É{Í[ÑnÁKÉsÑ?Í
ÄÒÍÒÑnÑnÍÓÑnÁKÈ�ÁKËÃÁKïKÂÃÍ�t�Ë�Å�Î�È{ó{ÐRÆ�Í�È{ÆnÂ ô ÇRÍ�Ô{Í�Ñ?Æ�ÁKÂÌÎxÈ�ÁKÂÃ»(ÑnÎ�ÍRÎcÑ�ÍR»çÍ-µ�ÍÒÑ,ÆnÍRÏ�È{ËÌÅmÄRÇÒÍ�È�ÅmÆÉ{»ûÔ{ÂÌÎ�î(É{Í�È{Æ�Â ô Ç�Ô{Í7Ñ?Æ�ÁKÂÌÎaÈ�ÁmÂÌ»(ÑnÎ�Å.È{È�ÅmÆcÑ?ÍR»{Åm»(Ñ,ð�Î�ÁK»ÖÊ�ÁmÆnÔM¿�Ä.õ ÍÒÎ�Ñ6mpð
mpÔsÂÌÆnÍ7È�Å.ÆxÉ{»
ÍÒÎnÈ�ÅmÄÒÍxÄRÁK»BÑ?Æ?Å.ÄÒÑ?ÂÃËÌÍ.ê²õ�ÁmÑnÁK»{Îvî&ÉsÍxÎnÂ2ËÌÍ[»{ÁmÏ7ÊsÆnÍ[Ô{ÍaÄÒÁKÆnÈ{Î�Ô{ÇÒÈ�ÅmÎnÎ�Í,¾�¿sËÝõ rCÍRÎ�È�ÅmÄÒÍaÔ{ÍÒÎ
�fÁKÆ�ÏÓÍÒÎ1saÔ{Í ô ÂÃÍR»BÑ�ÎnÂÌ»sïKÉ{ËÌÂÃÍRÆ���Ä-�K»{Í�ÎnÉ{Æ|É{»�ÍÒÎnÈ�Å.ÄRÍ,È{ÆnÁ ú ÍÒÄÒÑ?Â}�	ÄRÁKÏ�È{ËÃÍ0÷�Í�Ô{Åm»{Î|ËÌÍxÄRÅmÎ
Ô{É¶È{Æ�ÁKÊ{ËÃÐRÏ�ÍaÔ�Åm»sÎ|ËÃÍaÈ{Ë�Å.»U	0ê
øiõ ÅmÉ{Ô�ÅmÄÒÍ�ÔsÍ,À%ÁmÂÌ»{ÄRÅmÆnÇaÍRÎcÑ�ÏÓÅm»{Â}�fÍRÎcÑ?ÍaÔ�Å.»{Î|ÄÒÍÒÑ�Ñ?Í�»sÁmÑ?Í�t
¼�	rÑ?ÁmÉsÑqÔMõ ÅmÊ�ÁKÆ�ÔM¿KÂÃË{ÅmÔ{Ï�ÍÒÑiÎnÅm»{ÎqÔ{ÂÃÎnÄÒÉ{ÎnÎnÂÃÁK»�ËÝõöÍ0÷�ÂÃÎ�Ñ?ÍÒ»{ÄRÍ�ÔMõ És»�Ï�ÂÌ»{ÂÃÏ�É{Ï ÄÒÁKÏ�ÏÓÍ

ÅmËÃË�Å.»(Ñ�Ô{ÍÖÎ�ÁKÂTS�ÁKÆ�ËÝõöó{ÂÌÎcÑ?ÁKÂÃÆnÍæÅ­ÏÓÁm»(Ñ?Æ�Ç�î&ÉsÍÖÄRÍÖ»2õ ÍÒÎ�Ñ È�ÅmÎ¶Î?Å.»{Î�Ô�Åm»{ïmÍRÆRê ¬ Í0ÑnÑ?Í
ÍG÷sÂÃÎ�ÑnÍR»{ÄÒÍ�»{Í�ÎnÍÒÆ?ÅûÔ2õ�ÅmÂÃËÌËÃÍÒÉ{ÆnÎ#Ô{ÇÒÏÓÁK»BÑ?Æ�ÇRÍ�ÆnÂÃïKÁKÉ{Æ�ÍRÉ{Î�ÍRÏ�ÍR»BÑ�ÄRÁmÏÓÏ�Í�ÄÒÁK»{Î�ÇRî(É{ÍR»{ÄRÍ
Ô{Í�Ë�ÅûÄÒÁ&ÍRÆnÄÒÂ ô ÂÃÑnÇ�î(ÉMõöÍR» ¼ ����×�È�ÅmÆ�ø�ÍRÁK»sÂÌÔ�ÅVUrÁK»{ÍRËÃËÌÂ^î(É{Â|Ô{ÇRÄÒÁKÉ ô ÆnÍæðÖÄÒÍ È{ÆnÁmÈ�ÁKÎ
ËÃÍ¶Æ@�mËÌÍ�Ï�Å ú ÍÒÉ{Æ�Ô{Í¶Ë�Å�ÎnÍÒÏÓÂ mpÄÒÁK»(ÑnÂÌ»(É{Â�Ñ?Ç�ÂÌ»²�fÇÒÆnÂÃÍRÉ{Æ�Í¶Ô{Í¶Ë�ÅÑ�fÁK»{Ä0Ñ?ÂÃÁK»{»{ÍÒËÌËÃÍ�Ô2õ�ÅmÄ0Ñ?ÂÃÁK»
��ÈsÆnÁKÈ{Æ�ÂÌÇ0Ñ?ÇÓÊ{ÂÃÍR»çÄRÁK»s»&É{Í�Ô{Í�Ë�Å¶ËÌÁm»{ïKÉ{ÍÒÉ{ÆqtrÄRÍÒËÌËÌÍ'mpÄÒÂdÈ�ÍÒÉsÑ#Ê�ÅmÂÃÎnÎnÍÒÆ�Ê{Æ�ÉsÑ\ÅmËÃÍRÏ�ÍR»BÑ�ô
ÄÒÁKÏÓÏ�ÍwÔ�Åm»{ÎlËÝõöÍ0÷�ÍRÏ�È{ËÃÍjÔMõöÉ{»{Í�ËÃÂÌïK»{ÍwÊsÆnÂÌÎ�ÇRÍvî(É{ÂsÄRÁK» ô ÍRÆ�ïKÍ�É{»{Â}�fÁKÆnÏ�ÇRÏ�ÍÒ»(Ñ ô ÍÒÆnÎiÉ{»{Í

�



Ô{Æ�ÁKÂÃÑnÍiô�Ï�Å.ÂÌÎdÍRËÃËÌÍ�»{Í}È�ÍRÉsÑ�ÅmÉ{ïKÏ�ÍR»BÑ?ÍRÆwÊ{ÆnÉ{Î�î(É{ÍRÏ�ÍR»BÑ^È�ÅmÆjÈ{ÅmÎnÎnÅmïKÍað�ËÌÅ,ËÌÂÃÏ�Â�ÑnÍ·ñ*	WS
��	dÔMõ ÅmÉsÑ?Æ�Í[È�ÅmÆ�ÑR¿sÂÃË�Ô{Ç0Ñ?ÍRÄ0Ñ?ÍaËÌÍ ô Æ?ÅmÂ2È{Æ�ÁKÊ{ËÃÐRÏ�Ím¿�î(É{Â2ÍRÎcÑ^ÄRÍÒËÌÉ{Â�Ô{ÍRÎ�ÄÒÁKËÌËÃÂÃÎnÂÃÁm»{Î,tsÉ{»

ÄRÅmËÌÄÒÉ{ËjÇRËÌÇÒÏ�ÍR»(Ñ?ÅmÂÌÆ�Í
∗
Ï�ÁK»BÑ?ÆnÍ�î&ÉsÍ�ËÌÁmÆnÎnî(É{Í�ÔsÍRÉ�÷íÄRÁKÆ�È{Î

~ri(t)
ÍÒÑ

~rj(t)
¿	ÎRõ Å.Ñ�Ñ?ÂÌÆnÅm»BÑ

ÎnÉsÂ ô Å.»(ÑxË�ÅEËÌÁKÂ	Ô{ÍÀõ|ÍCX�Ñ?Ám»M¿�ÍÒ»(ÑnÆnÍR»BÑ,ÍÒ»ÖÄÒÁKËÌËÃÂÃÎnÂÃÁm»�ð�ËÝõöÂÌ»{ÎcÑ\Åm»BÑ
t0
¿MÂÌËÃÎ ô ÇRÆ�Â�ð�ÍÒ»(Ñ�Ô{ÍÒÎ

ÍÒÎ�Ñ?ÂÃÏ�Å=Ñ?ÂÃÁK»{ÎvÔ{ÍxËÌÅ��fÁKÆ�ÏÓÍ�t

|~ri(t)− ~rj(t)| ∼ α|t− t0|
2
3

Í0Ñ
|~̇ri(t)− ~̇rj(t)| ∼ β|t− t0|

− 1
3 .

��És»{Ô{ÏÓÅm»#Ï�ÁK»BÑ?ÆnÍÒÆ?Å|ÔMõ ÅmÂÌËÃËÃÍRÉsÆnÎrÉ{»{Íjî(É{ÂÃ»W��ÅmÂÃ»{ÍwÔMõ Åm»{»sÇRÍÒÎiÈ{ËÃÉ{ÎrÑ\Å.ÆnÔ�î(É{ÍvËÃÍRÎ%ÏÀpRÏ�ÍRÎ
ÍÒÎ�Ñ?ÂÃÏ�Å=Ñ?ÂÃÁK»{Î ô ÅmËÌÍÒ»(Ñ#È�ÁKÉsÆ#Ô{ÍÒÎ7ÄÒÁKËÌËÃÂÃÎnÂÃÁm»{Î,ÔMõöÉ{»í»{ÁKÏ#Ê{ÆnÍ�î(É{ÍÒËÌÄÒÁK»{î(É{Í�Ô{ÍEÄÒÁKÆnÈsÎ7Í0Ñ
Ô�Å.»{Î	És»#ÍÒÎnÈ�Å.ÄRÍjÔ{ÍjÔsÂÌÏ�ÍR»{Î�ÂÌÁK»�î(É{ÍÒËÌÄRÁm»{î(É{Ímêmø�ÍwÈ{ÆnÁKÊsËÌÐÒÏÓÍdÍÒÎ�Ñ	î(É{ÍjÄRÍÒÎ	ÍRÎcÑ?ÂÌÏÓÅ.ÑnÂÌÁm»{Î
ÂÃÏÓÈ{ËÃÂ�î(É{ÍR»BÑdË�ÅxÄÒÁK» ô ÍÒÆnïmÍR»{ÄÒÍ[Ô{Í|ËÝõöÂÌ»BÑ?ÇRïmÆ?ÅmËÃÍvÔMõ�Å.ÄÒÑ?ÂÃÁK»ÓÅmÉ ô ÁKÂÌÎ�ÂÌ»�Å.ïKÍ^Ô{Í|ÄRÁKËÃËÌÂÃÎ�ÂÃÁK»{ÎÒêBëpË
ÍÒ»�ÆnÇRÎ�É{ËÃÑnÍ7î(ÉMõöÉ{»�ÄGó{ÍÒÏ�ÂÌ»æÏ�ÂÌ»{ÂÃÏ�ÂÃÎnÅm»(Ñ}Ë�õ ÂÃ»(Ñ?ÇÒïKÆ?Å.ËÃÍ,ÔMõ ÅmÄÒÑnÂÌÁK»�È�ÍRÉsÑx»2õ#p0Ñ?ÆnÍ�ÅEÈ{Æ�ÂÌÁmÆnÂ
î(É{Í�Ë�Å¶ÄRÁm»{Ä�Å=Ñ?ÇR»{Å.Ñ?ÂÃÁK»çÔMõöÉ{»ª»{ÁKÏ#Ê{ÆnÍÓÈ�ÍÒÉsÑ6mapÒÑnÆnÍ�ÂÌ»�ð�»{ÂdÔ{ÍÓÎnÍRïmÏÓÍÒ»(Ñ?Î�Ô{Í�Î�ÁKËÃÉsÑ?ÂÃÁK»
ÆnÍÒËÌÂÃÇRÎ�È{ÅmÆ^ÔsÍRÎ|ÂÃ»{Î�Ñ?Åm»(ÑnÎ^Ô{ÍxÄRÁmËÌËÌÂ�ÎnÂÃÁK»OS
¾�	�ÍR»²ð�»2¿�»{Í�Î?Å.ÄGó�Å.»(Ñ�È�Å.ÎxÄRÁm»{ÄRËÃÉ{ÆnÍ7Ô�Åm»{ÎaËÌÍ#Ä�ÅmÎx»sÍCX�Ñ?Ám»{ÂÌÍÒ»M¿�ÂÃË	»Mõöó{ÇRÎ�ÂÃÑ?Í�È{ÅmÎ�ð

r`Ñ?ÆnÂÃÄGósÍRÆ1sÓÍR» ÆnÍÒÏÓÈsË�Å�YRÅm»(Ñ#ËÌÅ��fÁKÆnÄÒÍ�»{Í�X�Ñ?ÁK»{ÂÃÍR»{»sÍ�ÍR»
1/r2

È�ÅmÆ#É{»sÍ�ra�fÁKÆnÄÒÍ��fÁKÆ�ÑnÍ�s
ÍÒ»

1/r3
È�ÁKÉ{Æ�Ë�Åmî(É{ÍÒËÌËÃÍ�ËÝõöÂÃ»(Ñ?ÇÒïKÆ?Å.ËÃÍ�ÔMõ ÅmÄ0Ñ?ÂÃÁK» Ô{Â ô ÍÒÆnïKÍ�ÅmÉ�÷ ÄRÁKËÃËÌÂÃÎ�ÂÃÁK»{ÎÒêjëpË���ÅmÉ{ÔsÆ?Å

Å.Ñ�Ñ?ÍÒ»{Ô{ÆnÍ�î(É�Å.ÑnÆnÍ�m ô ÂÌ»{ïmÑnÎ�Åm»{ÎÓÈ�ÁKÉ{Æ�î&ÉsÍ ÆnÍRÈsÆnÍR»s»{ÍR»BÑ�Ô{ÍÒÎ�ÆnÍRÄ\ó{ÍÒÆnÄ\ó{ÍRÎEÔ�Åm»{ÎÓÄRÍ0ÑnÑ?ÍÔ{ÂÃÆnÍÒÄÒÑ?ÂÃÁK»Mêºõ|ÁKÉ{Î Å ô ÁK»{Î�ËÌð É{»{ÍÖÊ�ÍÒËÌËÃÍûÂÃËÌË�É{Î�Ñ?ÆnÅ.Ñ?Â�ÁK» Ô{ÍÖËÌÅò��Å�YÒÁK»�Ô{ÁK»(Ñ À%ÁKÂÃ»{ÄRÅmÆnÇ
Ñ?ÆnÅ ô ÅmÂÌËÃËÃÍ�t�ÂÌËMÔsÇ-�fÆnÂÃÄGósÍm¿5Å ô Å.»{ÄRÍ�Í0Ñ�Ë�Å.ÂÌÎnÎ�ÍaÍR»�ÎnÉsÎnÈ�ÍR»sÎ}Ô{ÍRÎ|î(É{ÍRÎcÑ?ÂÌÁm»{Î|ÎnÉ{Æ|ËÃÍRÎ�î&ÉsÍRËÃËÌÍRÎÂÃËMÆ�Í ô ÂÌÍÒ»{Ô{Æ?Å�ê�êÃê{ÎRõöÂÌËMÍR»�Å�ËÃÍ[Ñ?ÍÒÏÓÈsÎRê

ã °DZ=¦}��¢C´�¦��ûµ¶ q«C±}¬�·q�s¸�®r�}�s��¤¥«C�M�{¨��{¸�¨&°}¢`©�·l©�¨E�, q°|��¢c���, l©s��±w©�«C��¢
±��\[ª©s q±�«c��±�¹

ø�ÍRÎiÈ{ÆnÍÒÏÓÂÃÍRÆnÎlÆnÇÒÎnÉ{Ë�Ñ\Å.ÑnÎiÎnÉ{ÆiË�Å[Ï�ÂÌ»{ÂÃÏ�ÂÃÎnÅ.Ñ?ÂÃÁm»7ðaó{ÁmÏÓÁKËÃÁKïmÂÃÍYðs÷�ÇÒÍ|È�ÁKÉ{ÆiËÃÍ�È�Á.Ñ?ÍR»BÑ?ÂÃÍRË
»{Í�X�Ñ?ÁK»sÂÌÍR»�ÎnÁK»BÑjÁKÊsÑ?ÍÒ»&ÉsÎvÈ{ÅmÆ%] ÂÃËÌËÃÂÃÅmÏ_^xÁmÆnÔ{ÁK»�Ô`^�Ö�ÍR» ¼ ��aTaaÔ�Åm»{ÎwËÝõöÂÌïK»sÁKÆ?Å.»{ÄRÍ^Ô{Í
ËÌÅ�»{ÁmÑnÍ�ÔsÍÓÀ%ÁKÂÃ»{Ä�ÅmÆ�ÇmêMëCËÃÎxÄÒÁK»{ÄÒÍRÆn»sÍR»(Ñ,ËÌÍRÎaÁKÆnÊ{Â�Ñ?ÍÒÎxÈ�ÇRÆ�ÂÌÁ&Ô{ÂÃî(É{ÍRÎ�ÅmÊ{Î�ÁKËÌÉsÍRÎq��ÍÒÑ�»{Ám»
Ï�Á&Ô{É{ËÃÁÓÆ�ÁmÑ\Å=Ñ?ÂÌÁm»U	vÔ{É�ÈsÆnÁKÊ{ËÃÐRÏ�Í�Ô{Í#ñaÍÒÈ{ËÌÍÒÆ���Â�ê Í.ê�ÔsÉ�È{ÆnÁmÊ{ËÌÐÒÏÓÍ�Ô2õ É{»�ÄÒÍR»BÑ?ÆnÍoðs÷�Ím¿
ÅmÉsî&ÉsÍRË�È�ÍRÉsÑEÎnÍ ÆnÇÒÔ{É{ÂÃÆnÍ�ËÌÍ�ÈsÆnÁKÊ{ËÃÐRÏ�Í¶Ô{ÍRÎ�Ô{ÍRÉ�÷�ÄÒÁKÆnÈ{ÎP	�Ô�Åm»{Î�ËÃÍ�È{ËÌÅm»Mê{Ø}»{Ô{Æ�Í�Å
ÐqÍÒ»(ÑnÉ{ÆnÍÒËÌËÌÂ�Ô Ð,ÖqËÃÍRÎ�Å�ïKÇÒ»{ÇRÆnÅmËÌÂÃÎnÇÒÎxÍR» ��«�«s¼�ÅmÉ�È{ÆnÁKÊsËÌÐRÏ�Í7ÔsÍRÎxÑnÆnÁKÂÃÎaÄÒÁKÆnÈ{ÎxÔ�Åm»sÎ�ËÃÍ
È{ËÌÅm»Mêsø�ÍÒÎ�ÇR»sÁK»{ÄRÇÒÎ^ÎnÁm»(Ñ�È�ÅmÆnÅmËÌËÃÐÒËÃÍRÎ,tsËÌÍ}È{Æ�ÍRÏ�ÂÌÍÒÆjïKÆ�ÁKÉ{È�Í[ÔMõöó{ÁKÏ�ÁKËÌÁmïKÂÃÍ|Ô{Í[ËÝõöÍRÎnÈ{ÅmÄRÍ
Ô{Í�ÄRÁK»²ð{ïKÉ{Æ?Å=Ñ?ÂÌÁm» ÍÒÎ�Ñ�ÂÌÎ�ÁKÏ�ÁKÆnÈ{ósÍ�ð

ZZ
È�ÁKÉ{Æ4^xÁmÆnÔ{ÁK»2¿vð

ZZ 3 È�ÁmÉ{Æ�ÐqÍR»BÑ?É{Æ�ÍRËÌËÃÂÝê

[Å.»{ÎxËÌÍÒÎaÔ{ÍÒÉ�÷�Ä�Å.ÎR¿�Ám»�ÄRÁK»sÎ�Ñ\Å=Ñ?Í�î(É{Í.¿�ÄRÁKÏ�Ï�Í#ËÌÍ#ÄÒÆ?ÅmÂÃïK»�ÅmÂ�ÑaÀ%ÁmÂÌ»{ÄRÅmÆnÇ.¿MÔ{ÍÒÎxÄRÁKËÃËÌÂ m
ÎnÂÃÁK»{ÎaÈ�ÍÒÉ ô ÍÒ»(Ñ�ÅmÈ{È{ÅmÆ?ÅRQÃÑ?Æ�Í#Ô{Í7Ï�Åm»sÂÌÐÒÆnÍ#ÂÃ»{Ç ô ÂÃÑ?ÅmÊ{ËÃÍ#È�ÁmÉ{ÆaËÌÍ#È�ÁmÑ?ÍÒ»(ÑnÂÌÍÒËl»{ÍCXvÑ?ÁK»{ÂÃÍR»
ËÃÁKÆnÎ�î&É2õ ÁK»�ÏÓÂÃ»{ÂÃÏ�Â�ÎnÍ|Ë�õ�Å.ÄÒÑ?ÂÃÁK»ÓÎ�ÁKÉ{ÎjÉ{»{Í}ÄRÁK»BÑ?ÆnÅmÂÌ»BÑ?Í�ó{ÁmÏÓÁmËÌÁKïmÂÃî(É{Íut�ÅmËÌÁmÆnÎdî&ÉsÍ8ðs÷�ÍRÆ
∗ �1+
01��$%�\<�"*!
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Ë�õ ó{ÁmÏÓÁKË�ÁKïmÂÃÍ�ðæË�Å ô ÅmËÃÍRÉ{Æ ±1 È�ÁKÉ{Æl^xÁmÆnÔ{ÁK» �fÆnÍRÎ�ÈMê
±(1, 1, 1)

È�ÁKÉsÆ�ÐqÍR»BÑ?É{Æ�ÍRËÃËÌÂ¹	0¿
�fÁKÉsÆn»{Â�Ñ}ÄRÁKÏ�Ï�Í�Î�ÍRÉ{ËÃÎ[Ï�ÂÌ»{ÂÃÏÓÅ�ËÌÍÒÎ[Î�ÁKËÌÉ�Ñ?ÂÌÁm»{Î�ÍRËÃËÌÂÃÈsÑ?Â�î(É{ÍRÎ���ÆnÍÒÎnÈMê2ËÃÍRÎ}ÎnÁKËÃÉsÑ?ÂÃÁK»{Î,ÙDÇ�Ì
¿�Ç ¯�°P®4È\ÙW³IùWÁ/´H¾,ÇÒî(É{ÂÌËÌÅ.Ñ?ÇÒÆ?ÅmËÃÍRÎP	aÔ{Í�ËÌÅ�È�ÇÒÆnÂÃÁ&Ô{ÍÓÄGósÁKÂÌÎ�ÂÌÍm¿�Ñ?ÁmÉsÑ?ÍÓÄRËÌÅmÎnÎ�Í�ÔMõöó{ÁKÏ�ÁKËÌÁmïKÂÃÍ
Ô{Â}µ2ÇÒÆnÍÒ»(Ñ?Í�ÔsÍ

0
ÍÒÑ
±1

Ô{Åm»{Î|ËÌÍxÈ{ÆnÍÒÏÓÂÃÍRÆ�Ä�ÅmÎÒ¿�Ô{Í
±(1, 1, 1)

ÍÒÑ�Ô2õ É{»sÍ,ÄRË�Å.ÎnÎnÍ,Å�ìBÅm»(Ñ
É{»sÍ7ÄÒÁKÏÓÈ�ÁmÎ?Åm»BÑ?Í#»(É{ËÌËÃÍ�Ô{Åm»{Î[ËÌÍ�Î�ÍRÄRÁm»{ÔM¿MÁK»BÑaÈ�ÁKÉ{Æ}ÎnÍÒÉ{ËÌÎ[Ï�ÂÌ»{ÂÃÏÓÅ�Ô{ÍÒÎaÁKÆ�Ê{ÂÃÑnÍRÎ}Ô{Í
ÄÒÁKËÌËÃÂÃÎnÂÃÁm»��fÍ-µ�ÁK»{Ô{Æ�ÍRÏ�ÍR»(ÑYÙDÇ�¿�Çf»)ÙJ½�»)³Iù²Áf´jÔMõöÉ{»ÓÑ?ÆnÂÌÅm»{ïKËÃÍ�ÇRî(É{ÂÃË�Å.ÑnÇRÆ?Å.Ë�ÎnÉ{ÆwÎnÁm»�ÄRÍR»BÑ?Æ�Í
Ô{ÍxïKÆnÅ ô ÂÃÑnÇaÔ�Åm»sÎ|ËÃÍaÎnÍÒÄRÁK»{ÔB	0ê
ø�Í�Ñ?Æ?Å ô ÅmÂÃË�Ô{Í,ÐqÍR»BÑ?É{Æ�ÍRËÌËÃÂ�»{Í[ÔsÂÃÑjÆnÂÃÍR»EÎ�É{ÆvËÃÍRÎjÄÒË�ÅmÎ�ÎnÍRÎvÔMõöó{ÁKÏ�ÁKËÃÁKïKÂ�Í|Ô{ÁK»(ÑvÉs»{Í[ÄRÁKÏ�m
È�ÁKÎnÅm»(ÑnÍ�ÍÒÎ�Ñ�ÇÒïBÅmËÃÍ�ð «DS%ÍR»íÈ�ÅmÆ�ÑnÂÌÄÒÉ{ËÌÂÃÍÒÆR¿rË�õ ÂÃÔ{ÍR»BÑ?Â}ð�Ä�Å.ÑnÂÃÁK»ÖÔ{É Ï�ÂÌ»sÂÌÏ�É{Ï Ô�Åm»{Î#É{»
ÄRÅmÎ[ÅmÈ{È�ÅmÆ�ÍRÏ�Ï�ÍR»(Ñ}ÅmÉ{Î�ÎnÂ%ÎnÂÌÏ�È{ËÃÍ�î(É{Í#ËÌÅÓÄÒË�Å.ÎnÎnÍ

(1, 0, 1)
»2õ�Å�È{ÅmÎ}ÍR»sÄRÁKÆ�Í#ÇÒÑnÇo��ÅmÂÃÑnÍ

Ê{ÂÃÍR»�î(ÉMõöÉ{»�ÄRÅm»{Ô{ÂÃÔ�Å.Ñ�ÎnÇRÆ�ÂÌÍÒÉ�÷�Í0÷�ÂÃÎ�Ñ?Í�t�ÂÃË2ÎRõ ÅmïKÂ�Ñ�ÔMõ És»{ÍxÎnÁKËÃÉsÑ?ÂÃÁK»EÑnÆnÁKÉ ô ÇRÍxÂÌ»{Ô{ÇÒÈ�ÍR»�m
Ô�Å.ÏÓÏ�ÍR»BÑ}Í0ÑaÔsÍ#ÏÓÅm»{ÂÃÐRÆ�Í,»&ÉsÏÓÇÒÆnÂÌî(É{Í,È�ÅmÆ/m^ÁKïKÍÒÆ�nwÆnÁKÉ{Ä\òmÍ�ÔÕnYÖ	ÍÒÑ�ö�ÂÃÄ\ó{ÍRË�7�ÇÒ»{ÁK»
Ôn7�Í�Ö{ÅmÉ#ÄÒÁKÉ{Æ�ÎlÔsÍRÎiÅ.»{»{ÇÒÍRÎlÎnÁKÂX÷sÅm»(ÑnÍ�m`Ô{Â�÷�ê>
,õ�ÅmÉ�Ñ?ÆnÍjÈ{ÅmÆ�Ñ�¿=ËÌÅ|Ô{ÇRÏ�ÁK»{ÎcÑ?ÆnÅ.Ñ?ÂÃÁK»,Ô{ÍYÐqÍR»fm
Ñ?ÉsÆnÍRËÃËÌÂ�ÍRÎcÑ^Ê�ÅmÎnÇÒÍxÎnÉsÆ�Ë�Å�Ô{ÇÒÄRÁKÏ�È�ÁKÎnÂ�Ñ?ÂÃÁK»EÔ{ÍaË�õ�Å.ÄÒÑ?ÂÃÁK»�Ô{Í[Ñ?Æ�ÁKÂÌÎjÄRÁmÆnÈ{Î�ÍR»�Î�ÁKÏÓÏ�Í}Ô{Í
Ñ?Æ�ÁKÂÃÎ^ÅmÄÒÑnÂÌÁK»sÎ^Ô{ÍxÔ{ÍÒÉ�÷¶ÄRÁmÆnÈ{Î|Í0Ñ|»Mõ ÍÒÎ�Ñ�Ô{ÍxÄRÍ���ÅmÂÃÑ�È�Å.Î|ïKÇÒ»{ÇÒÆ?ÅmËÃÂÌÎ?Å.Ê{ËÌÍað�És»�»{ÁmÏ7ÊsÆnÍ
ÎnÉsÈ�ÇRÆnÂÃÍRÉsÆ|Ô{ÍxÄRÁmÆnÈ{ÎÒê
ºi»²ð�»2¿9ÁK»�Å�Ô{Ç ú ð^Æ�ÍRÏÓÅmÆnî(É{Çiî(É{Í.¿~ÈsËÌÉsÑ@�mÑ�î(É{ÍqËÝõöó{ÁKÏ�ÁKËÃÁmïKÂ�Ím¿ÒÁm»xÈ�ÍRÉsÑrÍÒÎnÎnÅ9ìKÍRÆrÔsÍ3ðs÷�ÍRÆ
Ë�õ ó{ÁmÏÓÁmÑnÁKÈ{Â�Ímê ¬ ÍÒË�Å Æ�Í ô ÂÌÍÒ»(Ñ7ð�ðs÷�ÍRÆ#ËÃÍ�ÑCì&È�ÍEÔ{ÍEËÌÅ¶ÑnÆnÍRÎ�ÎnÍ�ÔsÇRÄÒÆnÂÃÑnÍ�Ô�Åm»{Î#Ë�õöÍRÎnÈ{ÅmÄRÍ'm
Ñ?ÍÒÏ�È{Î�È�ÅmÆ�ËÌÅ�ÎnÁmËÌÉsÑnÂÌÁK»Mê ¬ õöÍRÎcÑEÄÒÍ�î(ÉMõ ÅÖÈ{ÆnÁmÈ�ÁKÎnÇ�ÔsÍx��ÅmÂÃÆnÍ ¬ ÆnÂÌÎ�ö¶Á&ÁKÆnÍ¶ÍÒ»!¼ ���m¾
Ô#ö�Á�Ö�¿�Ô�Åm»{Î�ËÝõöÂÌïK»sÁKÆ?Å.»{ÄRÍ�ËÌÉ{Â[ÅmÉ{ÎnÎ�ÂxÔ{Í�Ë�Åí»sÁmÑ?Í�Ô{ÍûÀ%ÁKÂÃ»{Ä�ÅmÆ�Çmê�ëpËaÅíÑ?Æ�ÁKÉ ô ÇÖÅ.ÂÌ»{Î�ÂÔ{Í�»sÁKÏ#Ê{ÆnÍÒÉ{ÎnÍÒÎ[ÎnÁKËÃÉsÑ?ÂÃÁK»{Î|È�ÇÒÆnÂÌÁ&ÔsÂÌî(É{ÍRÎ�ÍR»�Ï�ÂÌ»{ÂÃÏ�Â�Î?Å.»(Ñ|»&É{Ï�ÇRÆ�ÂÌî(É{ÍÒÏÓÍÒ»(Ñ}ËÝõ ÅmÄ0Ñ?ÂÌÁm»
Í0Ñ�¿jÈ�ÅmÆ�ÏÓÂ�ÄÒÍRËÃËÌÍRÎgmpÄÒÂÝ¿dËÌÍûü&×�Þ�Û}Ç ô Á&î(É{Ç�Ô{Åm»{Î�ËÃÍ�È{ÅmÆ?ÅmïmÆ?ÅmÈ{ósÍ�ÎnÉ{Â ô Åm»BÑ�êi��Ám» ÎnÉsÄRÄÒÐRÎ
ô ÂÌÍÒ»(Ñ�ÍÒ» ��Å.ÂÃÑ�Ô{Í�ÄRÍ�î&É2õ ÂÃË|ÂÃÏÓÈ�ÁKÎ�Í�Ñ\Å.ÄRÂ�Ñ?ÍRÏ�ÍR»BÑ�ÅmÉ&÷ Ë�ÅmÄÒÍÒÑnÎ�ðÖÈ�Å.Æ�Ñ?ÂÃÆ�Ô{ÍRÎ�î&ÉsÍRËÌÎ�ÂÌË
Ï�ÂÌ»{ÂÃÏ�ÂÃÎ�Í�Ë�õ�Å.ÄÒÑ?ÂÃÁK»7Ô{Í�Ñ?Æ�ÐRÎ3�fÁKÆ�ÑnÍRÎqÄÒÁK»(ÑnÆ?ÅmÂÃ»(ÑnÍRÎiÔ{Í|Îcì&ÏÓÇ0Ñ?ÆnÂÃÍ^Í0Ñdî(É{Í|ÎnÁm»ÓÈ{Æ�Á&ÄRÇÒÔ{Ç|Ô{Í
Ï�ÂÌ»{ÂÃÏ�ÂÃÎnÅ.Ñ?Â�ÁK» È{ÆnÇÒÎnÍÒÆ ô Í�ÄÒÍRÎaÎ�ì&ÏÓÇ0Ñ?Æ�ÂÌÍRÎÒê�ºi»�ËÝõ ÅmÊ{Î�ÍR»{ÄÒÍ7Ô{Í#Ñ?ÍÒËÌÎ[Ä\ó{ÁKÂX÷�¿2ËÌÍÒÎaÏ�ÂÌ»sÂÌÏ�ÅÅmÉsÆ?ÅmÂÃÍR»(Ñ�È{ÆnÇÒÎnÍÒ»(Ñ?Ç�ËÌÍaÈ{ËÃÉ{Î�ÎnÁKÉ ô ÍÒ»(Ñ�Ô{ÍÒÎ|ÄRÁKËÃËÌÂÃÎ�ÂÃÁK»{ÎÒê

ã °DZ=¦}��¢C´ ¦��§µ� d«C±�¬2·i�{¸ ®[¢c��¨ ¬� d±w©&�{·q«C±w©���¨­¦}�!¨f��¤¥¸2©��s«C�q¹

ø�ÍRÎ�ÄRÁK»BÑ?Æ?Å.ÂÌ»BÑ?ÍRÎ|Ô{Í�Îcì�Ï�Ç0Ñ?ÆnÂÃÍm¿5ÂÌ»(ÑnÆnÁ&Ô{ÉsÂÃÑ?ÍÒÎ|ÔMõ ÅmÊ�ÁKÆ�Ô�È{ÅmÆ�Ë�õ ÇÒÄRÁKËÃÍ�ÂÃÑ?ÅmËÌÂ�ÍR»s»{Í��6ÔÕ
¥m�^�m
öxÖ�¿ÍÔ ¬Do Ö¹	|Å
ð�» ÔMõ ÅmÎ�ÎnÉ{Æ�ÍRÆ}ËÌÅ�ÄRÁ&ÍÒÆnÄRÂ ô ÂÃÑ?ÇxÔ{Í,Ë�Å��fÁm»{ÄÒÑnÂÌÁK»{»sÍRËÃËÌÍaÔMõ ÅmÄÒÑnÂÌÁK»2¿5Î�ÁK»(Ñ�Ë�Å�ÄÒËÌÇ
Ô{ÍÒÎqÎ�É{ÄRÄÒÐRÎdÆnÇÒÄRÍÒ»(ÑnÎdÔsÍ�ËÝõ ÅmÈ{È{ËÃÂÃÄ�Å.ÑnÂÃÁm»#Ô{Í�ËÌÅ}ÏÓÇ0Ñ?ó{Á&ÔsÍ ô Å.ÆnÂ�Å=Ñ?ÂÌÁm»{»{ÍÒËÌË�Ívð[ËÌÅ[Æ�ÍRÄ\ó{ÍÒÆnÄ\ó{Í
Ô{Í�ÎnÁmËÌÉsÑnÂÌÁK»{Î�È�ÇRÆ�ÂÌÁ&Ô{ÂÃî(É{ÍRÎ�Ô{ÉªÈ{ÆnÁmÊ{ËÌÐÒÏÓÍ�»{ÍCX�ÑnÁK»{ÂÃÍR»íÔsÍRÎ

n
ÄRÁmÆnÈ{ÎÒê·
}Ç ú ð�Ô�Å.»{Î#ËÃÍ

È{Æ�ÁKÊ{ËÃÐRÏ�ÍvÔ{Í|ñaÍRÈsËÌÍRÆÒ¿KË�õ ÂÃÏ�È�ÁKÎnÂ�ÑnÂÃÁm»#Ô{Í^ËÌÅ,à��.é�ú0Û�ØGÞÝÚ|Þ�ÛÝÜmâOÞÝÚ0ß�ß2Ú
x(t+T/2) = −x(t)ÎnÇÒËÌÍÒÄÒÑnÂÌÁK»{»sÍ,ËÌÍxÄRÍÒÆnÄRËÃÍ,È�ÅmÆnÏ�Â�ËÌÍÒÎ�ÍÒËÌËÃÂÌÈsÎnÍRÎ^ÍÒÑ}ÍG÷sÄÒËÌÉsÑ}ÔsÁK»{Ä,ËÌÍÒÎ�ÁmÆnÊ{Â�Ñ?ÍÒÎ�ÔsÍ,ÄRÁKËÃËÌÂÃÎnÂÃÁm»Mê

À%ÁKÉsÆ�ËÃÍÓÄ�Å.Î#ÔsÍÓÑ?Æ�ÁKÂÌÎ�ÄRÁmÆnÈ{Î�Ô�Åm»sÎ�ËÌÍÓÈsË�Åm»ÖÁKÉçÔ�Åm»{Î�Ë�õ ÍÒÎnÈ�ÅmÄÒÍm¿%ÄÒÍÒÑnÑnÍEÎcì&ÏÓÇ0Ñ?ÆnÂÃÍÓ»{Í
Ô{Ám»{»{ÍxÄRÁKÏ�Ï�ÍaÏ�ÂÌ»sÂÃÏÓÅ�Ô{ÍxË�õ�Å.ÄÒÑ?ÂÃÁK»�î(É{ÍxËÌÍÒÎ^Î�ÁKËÌÉ�Ñ?ÂÌÁm»{ÎvÔMõ�únÿR×�Þ�âOÞ�èRØ?ÚxØ\Ú0â�ÜmÛ�Þ ��ÇÒî&ÉsÂÌË�Å�m
Ñ?ÇÒÆ?Å.Ë�Ï�Å.ÂÌÎ ú õ�Å.Â�Ï�ÁK»BÑ?ÆnÇaÍR»���«�«���Ô ¬ ¼4Ö�î(É{Í.¿5Ô{ÐRÎ|î(É{Í�ËÌÍa»{ÁmÏ7ÊsÆnÍxÔsÍ�ÄÒÁKÆnÈ{Î^Ô{ÇRÈ{ÅmÎnÎnÍ
î(É�Å.ÑnÆnÍ.¿{ÍRËÃËÌÍ¥�fÁKÉ{Æn»sÂÃÑvÔsÍRÎ�ÎnÁKËÃÉsÑ?ÂÃÁK»{Îw»{ÁK»EÑ?Æ�Â ô Â�ÅmË�ÍRÎjÄRÅmÆv»{ÇÒÄRÍÒÎnÎ?ÅmÂÃÆnÍRÏ�ÍÒ»(Ñxß2á=ß�ã�â�Ümß2Ú\à

½



Ô{É�È{ÆnÁmÊ{ËÌÐÒÏÓÍxÎ�È�Å.ÑnÂ�ÅmË�ê ¬ ÍRÎ�ÎnÁKËÃÉsÑ?ÂÃÁK»{ÎR¿{ËÌÍÒÎOp[Þ�ãJ�Fp�á\ã �&ú0ß2ú0Ø�ÜmâOÞÌà9ú\à0¿{Ô{ÁK»BÑ�ËÌÍxÈ{ÆnÍÒÏ�ÂÌÍRÆ
ÍG÷sÍÒÏÓÈsËÌÍ��fî(É�Å.Ñ?Æ�Í�ÄRÁKÆ�È{ÎxÔ{Í�ÏÀpRÏ�Í7ÏÓÅmÎnÎ�Í 	aÅ ô ÅmÂ�ÑxÇ0Ñ?Ç�ÁKÊ�Ñ?ÍR»(ÉÖÅ ô ÍRÄ�ÐqÍR»BÑ?É{Æ�ÍRËÃËÌÂ	ÍR»
��«�«�«÷Ô ¬ maÐ8Ö�¿vÎnÁm»(Ñ�ÔMõöÉ{»{Í�ÄÒÍRÆcÑ\ÅmÂÃ»{ÍæÏÓÅm»{ÂÃÐRÆnÍ ËÌÍÒÎ�Î�ÁKËÌÉsÑnÂÌÁK»sÎE»{Ám» È{Ë�Åm»sÍRÎ�ËÃÍRÎ�ÈsËÌÉ{Î
ÎnÂÃÏ�È{ËÌÍÒÎ�Ô{É¶È{Æ�ÁKÊ{ËÃÐRÏ�ÍaÔ{ÍÒÎ

n
ÄRÁmÆnÈ{ÎÒê

ø�Íæü&×�Þ�Û�¿dÔsÁK»(Ñqm^ÂÌÄ\ó�ÅmÆ�Ô ö¶ÁK»(ÑnïKÁKÏ�ÍRÆcì Í0Ñ�Ï�ÁKÂ^Å ô ÁK»{ÎÓÔsÇRÏ�ÁK»(ÑnÆnÇ¶Ë�õ ÍG÷�ÂÌÎ�ÑnÍR»{ÄÒÍ Ô ¬ m
öxÖqðEË�Åqð�»�Ô{Í�¼K�����s¿�ÍRÎcÑ�É{»ûÅmÉsÑnÆnÍ7ÍG÷�ÍRÏ�È{ËÌÍ7ÔsÍ�Ï�ÂÌ»sÂÌÏ�ÂÃÎnÅ.Ñ?Â�ÁK»�Î�ÁKÉ{ÎaÄRÁK»BÑ?Æ?Å.ÂÌ»(ÑnÍRÎ
Ô{ÍæÎ�ì&ÏÓÇ0Ñ?Æ�ÂÌÍ.ê�ø�ÍæïKÆnÁmÉ{È�ÍæÔ{Í�Î�ì&Ï�ÇÒÑnÆnÂÌÍ�ÍRÎ�Ñ¶ÂÃÄRÂ}ÄRÍÒËÌÉ{Â[ÔsÍ�ËÝõöÍRÎ�È�ÅmÄÒÍ�Ô{ÍRÎ�Ñ?Æ�Â�Åm»sïKËÃÍRÎ
ÁKÆ�ÂÌÍÒ»(Ñ?ÇÒÎ}ÔsÇRÄRÆ�ÂÃÑ}Ô�Å.»{Î}ËÌÍ,È{ÅmÆ?ÅmïmÆ?ÅmÈ{ósÍ�ÈsÆnÇRÄÒÇRÔsÍR»(ÑR¿MÄ.õ ÍÒÎ�Ñ6mpð
mpÔsÂÌÆnÍ�ËÌÍ,ïmÆnÁKÉ{È�Í,Ô{ÂÌósÇRÔ{ÆnÅmË
D6

¿2ð�¼ �ÓÇRËÌÇÒÏ�ÍR»(ÑnÎRê2øiõ ÇÒî(É{ÂÌËÃÂÌÊ{Æ�Í,ÆnÍÒË�Å.ÑnÂ��lÇRî(É{ÂÃË�Å.ÑnÇRÆ?Å.ËrÍÒÑ[ËÌÍ�ó(É{ÂÃÑ}ÎnÁm»(ÑaËÃÍRÎ}È{Æ�ÍRÏ�ÂÌÍRÆ�Î
ÍG÷sÍÒÏÓÈsËÌÍRÎwÔMõöÉ{»{Í,��ÅmÏ�ÂÌË�ËÃÍ^ÔsÍ}Î�ÁKËÌÉsÑnÂÌÁK»sÎdÔ{É�È{ÆnÁmÊ{ËÌÐÒÏÓÍ|ÔsÍ

n
ÄRÁmÆnÈ{ÎwÔ{Í}ÏÓÅmÎnÎ�ÍRÎjÇÒïBÅmËÃÍRÎ

Ô�Å.»{Î�ËÌÍÒÎnî(É{ÍRËÃËÌÍÒÎ�ËÃÍRÎvÄRÁmÆnÈ{Î�ÎnÍaÈ�ÁKÉsÆnÎnÉsÂ ô ÍR»BÑ|ð7ÂÃ»(ÑnÍRÆ ô ÅmËÌËÃÍRÎjÔsÍ[Ñ?ÍRÏ�È{ÎvÇRïBÅ.É�÷�Î�É{Æ�É{»{Í
ÏÀpRÏ�Í�ÄÒÁKÉ{Ê�Íº�fÍÒÆnÏ�ÇRÍ.ê�Ø�Ô{ÏÓÂÃÆ?Åm»BÑiËÃÍRÉ{Æ�ÎqÇ ô ÁmËÌÉsÑnÂÌÁK»sÎiÎnÉ{ÆqË�õ ÇÒÄRÆ?Å.»�Ô{Í^ÎnÁm»ÓÁmÆnÔ{ÂÃ»�Å.Ñ?ÍÒÉ{ÆR¿
¬ ÅmÆ�ËÌÍÒÎY��ÂÌÏlr{¿mËÃÍRÉ{ÆiÈ{ÆnÂÃ»{ÄRÂÃÈ�ÅmËsÔ{ÇRÄÒÁKÉ ô ÆnÍÒÉ{Æ8Ô*��¼4ÖÝ¿BËÃÍRÎdÅxÊ{ÅmÈsÑ?ÂÃÎnÇÒÍRÎaÙ\ü�á=Ø?ú%�mØnÜ0ã�ü&ÞÝÚ\à0ê�ø[»
ÍÒ» ô ÍÒÆnÆ?Å|Ô{ÍÒÎ	Åm»{ÂÃÏ�Å=Ñ?Â�ÁK»{Î�Î�É{ÆrÎnÁK»,ÎnÂ�Ñ?Íqó(Ñ�Ñ?ÈqttsTs�XDXDXxêöÏ�Å.Â�ÅsêöÉ{ÊMêöÍRÎ�s.Ô{Î�ïus.»&Ê�Á&Ô�ìKêöó(ÑnÏÓË
v É{ÍdË�Å�ÏÓÂÃ»{ÂÃÏ�Â�Î?Å.ÑnÂÃÁm»xÎnÁKÉsÎ%ÄRÁK»BÑ?Æ?Å.ÂÌ»BÑ?ÍRÎ�Ô{ÍwÎcì&ÏÓÇ0Ñ?ÆnÂÃÍdÄÒÁK»{Ô{É{ÂÃÎnÍdÎnÁKÉ ô ÍR»(Ñlð|ÔsÍRÎ%ÎnÁmËÌÉ�m
Ñ?ÂÃÁK»{ÎwÎ?Åm»{ÎvÄRÁKËÃËÌÂÃÎ�ÂÃÁK»ÓÎRõöÍ0÷�È{ËÃÂÌî(É{Í[È�ÅmÆjËÝõ ÅmÊ{Î�ÍR»{ÄÒÍaÔ{Í[ÄÒÁKËÌËÃÂÃÎnÂÃÁm»�Ô�Åm»sÎ�ËÌÅ,ÏÓÂÃ»{ÂÃÏ�Â�Î?Å.ÑnÂÃÁK»
ð�ÍG÷&Ñ?ÆnÇÒÏ�ÂÃÑ?ÇÒÎºðs÷�ÇRÍÒÎÂ�`Ûfü�ú\á=Ø?ä0é�Ú�å&Úaù�ÜmØ?Ù\üsÜmâ ��Ô*ö�Å>Ö^t5Ám»�ÎnÍ,ÆnÅmÏÓÐÒ»{ÍxÍR» Í�µ2Í0Ñ[ð�É{»
Ñ?ÍÒË�ÈsÆnÁKÊ{ËÃÐRÏ�ÍvÍR»�ÆnÍÒÎ�ÑnÆnÍRÂÃïK»�Åm»BÑqÉ{»�Ë�Å.ÄRÍ0ÑqÎ�ì&Ï�ÇÒÑ?Æ�ÂÌî(É{Í|ðaÉ{»�ÂÃ»(ÑnÍRÆ ô ÅmËÌËÃÍjÔ{Í�Ñ?ÍÒÏÓÈsÎqî(É{ÂÍÒÎ�Ñ[É{»�Ô{ÁKÏÓÅmÂÌ»sÍ��fÁK»{Ô�Å.ÏÓÍÒ»(Ñ\Å.ËrÔ{Í�Ë�õ�Å.ÄÒÑ?ÂÃÁK»�Ô{É�ïmÆnÁKÉ{È�Í,Ô{Í�Î�ì&ÏÓÇ0Ñ?Æ�ÂÌÍ,ÎnÉ{Æ}ËÃÍ,ÄRÍÒÆnÄÒËÌÍ
Ô{É�Ñ?ÍRÏ�È{ÎÒê�À%ÁmÉ{Æ|És»�Ê{Æ�Í-�iÅmÈ�ÍÒÆjYÒÉM¿ ô ÁKÂÃÆuÔ ¬ ¾>ÖTS�È�ÁKÉ{Æ^È{ËÌÉsÎ^Ô{Í�Ô{Ç0Ñ\ÅmÂÃËÌÎÒ¿ ú ÍxÆnÍR» ô ÁKÂÃÍ�ËÃÍËÃÍRÄÒÑnÍRÉ{Æ�ðÓÏ�ÍRÎ|ÄRÁK»²�fÇÒÆnÍÒ»{ÄRÍÒÎxð�ËÝõöë ¬ ö ��À%ÇÒò(ÂÌ»Ñ��«�«���	�Ô ¬ ¼4Ö%Í0Ñ[ðÓË�õöë ¬ ö À ��ø�ÂÃÎnÊ�ÁK»{»{Í
��«�«K¾�	8Ô ¬ �
Ö�Í0Ñ�ÅmÉ�÷�ÆnÇ-�fÇÒÆnÍÒ»{ÄRÍÒÎ�î&É2õ ÍÒËÌËÃÍRÎ^Ô{Ám»{»{ÍR»BÑ�ê

â��2©� q°|�¯´ µ¶ q«C±}¬2·i�s¸ ®#¢C� �, l©���±w©�«c��¢E¦}�xw\ i�{¬��yw\ i��©�� �2© ¢c· ¤ ¸	Z
©&�{«g¡v°�� ¦}�{zj·q¬2 i¡}«|Z�}�·q°|�,�M��©�°}«C¨�¹

ø�ÍûÈ�Á.Ñ?ÍR»BÑ?ÂÃÍRËaÍR»
1/r2

¿�ÂÌ»BÑ?ÆnÁ&ÔsÉ{ÂÃÑ�È�ÅmÆ¶À%ÁKÂÃ»{ÄRÅmÆnÇ�È�ÁKÉ{Æ�Ç ô Â�Ñ?ÍRÆ�ËÌÍæÈ{ÆnÁmÊ{ËÌÐÒÏÓÍæÔ{ÍÒÎÄÒÁKËÌËÃÂÃÎnÂÃÁm»{ÎR¿ ú ÁKÉ{ÍæÉ{» Æ@�KËÃÍ Ñ?Æ�ÐRÎ�È{ÅmÆ�ÑnÂÌÄRÉsËÌÂÃÍRÆEÅ.É ÎnÍRÂÃ» Ô{ÍRÎ�È�ÁmÑ?ÍÒ»(ÑnÂÌÍÒËÌÎEÔ{Í�ËÌÅ �fÁKÆ�ÏÓÍ
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