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O. Introduction 

Fa i s an t  suite ~t [6],  le pr6sent  art icle en reprend  la p lupa r t  des no ta t ions ;  les 
r6sultats  que nous y d6mont rons  (voir w 1.2) sont  cependan t  ind6pendants  du 
th6or6me fondamenta l  de [6] aff i rmant  l 'existence de courbes  invar iantes  de 
<<bon>> nombre  de ro ta t ion .  

C o m m e  dans  le cas conservatif ,  c 'est  aux orbi tes  bien ordonn6es  (c'est-fi- 
dire ordonn6es  c i rcu la i rement  c o m m e  les orbi tes  d 'une ro ta t ion)  que nous nous 
interessons,  plus pr6cis6ment  aux ensembles  invar iants  d ' A u b r y - M a t h e r ,  ferm6s 
invar iants  min imaux  sur lesquels le d i f f6omorphisme respecte l ' o rd re  c i rculaire  
(et poss6de en par t icu l ie r  un nombre  de ro ta t ion) ;  de tels ensembles  sont  des 
orbi tes  p6r iodiques  lorsque leur  n o m b r e  de ro ta t ion  est ra t ionnel ,  des courbes  
ferm6es invar iantes  ou des ensembles  de Can to r  invar iants  sinon, d 'ofi  le t i t re  
de l 'article.  Une  propri6t6 fondamenta le  des ensembles  invar iants  d ' A u b r y -  
M a t h e r  est de satisfaire des es t imat ions  Lipschi tz iennes  uniformes qui  permet-  
tent  d 'une  par t  de les local iser  (mais con t ra i rement  au  cas conservat i f  nous  
d isposons  ici d ' e s t ima t ions  a p r ior i  sur  la pos i t ion  de tou te  orbi te  r6currente),  
d ' au t re  pa r t  de r amene r  le p rob l6me de leur existence au  cas off leur  n o m b r e  
de ro t a t ion  est rat ionnel .  C'est  donc  essent ie l lement  au probl6me de l 'existence 

* A hen6 Thom 
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d'orbites p6riodiques bien ordonn6es ayant un nombre de rotation p fix6 que 
q 

nous nous adressons: rappelons que celle-ci n'est cons6quence du th6or6me 

(Do ~ -1 usuel des fonctions implicites que si q est assez petit par rapport /~ - 

([8]; (Do est d6fini ci-dessous, w formule (2)); nous traitons le cas g6n6ral 
par une m6thode topologique qui participe /l la lois de la d6monstration par 
Birkhoff du dernier thdor6me g6om6trique de Poincar6 [3, 9] et de la m6thode 
variationnelle utilis6e dans [5, 2, 20, 19]. Le r6sultat topologique sur lequel 
tout repose est une "estimation a priori" g6om6trique, exact analogue de celle 
qui, dans le cas du billard de Birkhoff, affirme que la fonction ~somme des 

longueurs des c6t&,  d'un polyg6ne inscrit de type p prend son maximum d 
q 

l'int~rieur de l'espace (vari6t6 /t coins) de ces polyg6nes. Je remercie John 
Mather de m'avoir convaincu qu'une telle estimation pouvait exister: sans lui 
cet article n'aurait sans doute pas 6t6 6crit. Je remercie 6galement Michel 
Herman pour bien des discussions, en particulier sur les estimations 
Lipschitziennes, et Daniel Bennequin pour une 6coute amicale et critique. 

Les r&ultats dont il est question ici ont 6t6 annonc6s dans 1-11] et [12]. 

1.1. Formes normales 

On consid6re ([6] formule (11)) des families /l deux param&res Pu,, de 
diff6omorphismes locaux de classe C ~ de I/e (identifi6 /l t12) fixant 0, de la 
forme 

P~,, ,(z) = Uu, a(Z) + O({z[ 2" + 3), (1) 

off la famille de ((formes normales tronqu6es, N,,, est form6e de 
diff6omorphismes locaux invariants par le groupe des rotations et peut s'6crire 

Nu,,(z) =z[1  + f (# ,  a, 1212)] e z~i*("'"' I'l~) 

f (p ,  a, X ) = # + a X  +a2(#, a )X  2 + ... +a,(#,  a)X", 
(2) 

g(#, a, X) =bo( #, a)+b~(#, a ) X  + ... +b.(#,  a)X", 

bo(0, O)=cOo, a2(O, 0)@0 , bl(0,0)=~0 , n assezgrand. 

Pour fixer les id6es, on supposera de plus que 

a2(O, O)<0 

bl(0, 0)>0,  

~b~ (0, 0)>0. 
0a 

(~ changement de variables pr6s, 
on peut supposer az(0, 0)= -1) ,  

(3) 

Ceci implique en particulier que qo=22~a~ (0, 0)+bl(0, 0)>0 (voir [6] formule 

(20)); la dynamique de N,,,  en fonction de (#,a) est alors r6sum6e dans la 
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figure 1 qui reproduit la figure 6.1 de [-6]: rappelons que, dans cette figure, la 
courbe C o dhsigne l'ensemble des valeurs des paramhtres pour lesquelles N.,.  
poss4de au voisinage de 0 un cercle invariant sur lequel elle induit la rotation 
Ro~ de nombre de rotation co (co est un rhel proche de e~ 0, voit w 1.2). La courbe 
F, enveloppe des C,~ pour co>coo, est l'ensemble des valeurs des param4tres 
pour lesquelles N.. .  poss6de au voisinage de 0 un (unique) cercle invariant non 
normalement hyperbolique. Rappelons ([6] w que dans une r6gion ~ ,  
complhmentaire d'un voisinage effil6 ~U de la courbe F, la dynamique de P.. .  
~ressemble>> ~ celle de N.,a: ceci signifie que P~,a et N...  ont le m~me nombre 
de courbes ferm6es invariantes et la m6me d6composition en bassins d'un 
voisinage uniforme de l'origine, mais pas en g6n6ral la marne dynamique sur 
leurs courbes ferm6es invariantes respectives. Plus ghn6ralement ([6] w la 
dynamique de P.,. ~ressemble>>/t celle d'une forme normale Nu,., d~s que (/~, a) 
n'appartient pas /t la r6union d'une infinit6 de ~bulles>~ contenues dans Yr. I1 
faut donc consid6rer cet article (et le suivant [-7]) comme une 6tude de la 
dynamique de P.,. lorsque (p, a) est dans l'une de ces ~bulles>>. 

1.2. Orbites bien ordonnOes 

Le passage en coordonnhes polaires z = r e  2~z~ transforme P.,. en un 
diffhomorphisme local de classe C ~ de ql "t x R d4fini au voisinage de 11 "1 x {0} 
([6] formule (3)) qui s'4crit 

Pu.~(O, r)=(0 + g(#, a, rZ)+O(r2"+2), r[1 +f( I t ,  a, r2)+O(r2"+2)]). (4) 

Cette formule d6finit en fait un rel6vement privil6gi6 de Pu, a en un 
diff6omorphisme local (encore not6 Pu, a) du rev~tement universel (R x R de "IF 1 
• R,  d6fini au voisinage de I(  x {0} ; ce rel6vement 6tant choisi, on peut parler 

1 
d'orbites de P.,Q de nombre de rotation co e R lorsque lim -[nl(P~,~(x))] =co 

n ~ + o o  n 

(06 n l(O, r )=  0). En particulier une orbite p6riodique voisine de 0 de P.. .  est de 
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nombre de rotation P-e~ si 7~I(P~,a(X))=TZl(X)A- p pour tout rel~vement xe l t .  
q 

x ~ d'un point de l'orbite. 
Rappelons maintenant quelques d6finitions (voir [13]): 

D6finition 1. Un sous-ensemble M de ~ x l (  est dit Pu,.-ordonn~ si 

1) M est invariant par Pu, a' elz,a- 1, et les translations T+_ 1 (0, r) = (0 _+ 1, r), 

2) la restriction ~ M de la projection rot(O, r)=O est injective, 
3) si (0, r) et (0', r') sont deux OlOments de M v~rifiant 0 < 0', on a 

rcl(Pu, a(O,r))<Tzl(Pu,.(O',r')) et lt~(P~l.(O,r)), < 7r 1 (Ps , .  (0, r')). 

D6finition 2. Un sous-ensemble M de ]r~ x ~ est appeld ~<ensemble invariant 
d'Aubry-Mather de P.,.>> si c'est un fermd invariant minimal de P.,a dont l'image 
r~ciproque M dans P. x P. par la projection de rev~tement est P.,a-ordonn~e. 

On montre facilement (voir [13]) que la restriction de P.,. ~t un tel sous- 
ensemble invariant M est conjugu6e topologiquement ~t la restriction d'un 
hom6omorphisme du cercle ]r ~ /t l'un de ses ferm6s minimaux invariants; en 
particulier un nombre de rotation r6el (resp. 616ment de 31 "~) est associ6 /t M 
(resp./~r) et la structure d e / ~  n'offre pas de myst6re: 

Si le nombre de rotation de M est un rationnel p- h~ est une orbite 
q 

p6riodique ~bien ordonn6e>> de nombre de rotation P, c'est-~t-dire 
q 

(5) 
pour tout rel6vement x ~t ~ x ~ d'un point de l'orbite 
(i.e. pour tout x dans M). 

Si le nombre de rotation de M est o ) ~ l / - I / ) ,  M est ou bien une courbe 
ferm6e, auquel cas la restriction de P., .  est topologiquement conjugu6e ~ la 
rotation R,o , ou bien un ensemble de Cantor sur lequel P.,. est conjugu6 ~t la 
restriction /t son ferm6 minimal invariant d'un contre-exemple de Denjoy. 
Notons que dans ce dernier cas on n'exclut pas la possibilit6 que cet ensemble 
de Cantor appartienne/l  une courbe invariante peu diff6rentiable. 

Munis de ces notions nous pouvons d6finir en toute g6n6ralit6 l'analogue 
pour la famille P.,a des courbes Co, associ6es ~ la famille N.,~ des formes 
normales correspondantes (nous verrons un peu plus loin que dans le cas des 
~bons>> nombres de rotation la d6finition ci-dessous redonne exactement les 
(~o, d6finis dans le paragraphe 1.3 de [6]). 

D~finition3. Si og~R, on appelle Co, l'ensemble des valeurs de (#,a) pour 
lesquelles P.,. possdde au moins un ensemble invariant d'Aubry-Mather de hom- 
bre de rotation r 

I1 est 6vident que Co, ainsi d6fini contient l'ensemble 12,o d6fini dans [6], et 
que 12. ,no~= 12o,no~. Nous noterons (~o ,=((~o, -12o, )cScf ' :  c'est l'ensemble 
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Fig.  2. (co 1 <~Oo<  o~2). (c,~2 n'est connexe que dans le premier cas) 

des valeurs de (#, a) pour lesquelles P#,a poss~de au moins un ensemble inva- 
riant d'Aubry-Mather de nombre de rotation co mais pas de tel ensemble 
contenu dans (ou 6gal ~t) une courbe invariante qui soit le graphe d'une 
application continue de ~1  dans IR. 

Nous connaissons bien la structure de C,~ dans deux cas: 

1) Si c o e R - Q  v6rifie les hypotheses du th6or6me2 de [6] (co-P-[ 
t 

>Cico-co01 )1 \ ql 
= [q[Z+a pour tout rationnel P-q, et Ico-cool<~(C,/~) , nous montrerons 

au paragraphe 2 qu'un ensemble invariant d'Aubry-Mather de Pu,, de nombre 
de rotation co appartient forc6ment ~t une courbe ferm6e invariante 6,o,u,a de 
classe C ~ sur laquelle P~,, est Coo-conjugu6 ~ la rotation Ro,. I1 suit de [6] que 
C o =  C,o est, pour de tels co, une courbe Coo connexe proche de Co,; de plus, si 
co>coo, il existe un unique point ~ , e  Co, tel que ~,o,u,a soit un attracteur (resp. 
r6pulseur) normalement hyperbolique suivant que (#, a) e (~o, se trouve h gauche 
(resp. ~ droite) de 7,o (Fig. 2.1). 

i D a n s  [6]  la condition fait intervenir le coefficient de distortion I~1 mais celui-ci est de l'ordre 
de ko-o~ol; i! suffit donc de changer de fonction 8(C, fl) 
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(DO ~ -1 2) Si (D=P-elI~ a un d6nominateur q <<assez petit>> par rapport ~t - 
q 

pour que Puq, a puisse 6tre consid6r6 comme une perturbation de N~, a, on d6duit 
de [7, 8] que do, est g6n6riquement une r6gion effilbe /t bord C ~ connexe, 
voisine de Co,, du type ~dangue d'Arnold>>, dont l'int6rieur correspond /t des 
valeurs de (#, a) telles que P,, ,  poss6de exactement deux orbite p6riodiques 
bien ordonn6es de nombre de rotation (D, dont une de type col; de plus, si 
(D >(Do, il existe une r6gion 7"o, contenue dans l'int6rieur de Co, correspondant/ t  
rexistence d'intersections homoclines des vari6t6s stables et instables de l'orbite 
p6riodique de type col (figure2.2). En particulier, Co,=7"o, est g6n6riquement 
non vide. En fait, on montre que les deux composantes connexes de Co,n 
= C,o n J f  ne sont pas connect6es dans Co,. 

Dans les autres cas seuls des r6sultats partiels avaient 6t6 obtenus jusqu'ici 
([6] th6or6me 5, et [10] rendu caduque par [6] th6or6me 3): retenons que si 
0<(D-(D 0 est assez petit, C o , ~  a exactement deux composantes connexes 
(comparer /t la figure 1). Nour pouvons maintenant 6noncer le r6sultat princi- 
pal de l'article: 

Th~or~me 1. Sous les hypotheses du th~or~me 5 de [6], s i n  > 8, pour tout (D > (Do 
assez proche de (Do, les deux composantes connexes de Co,n ~ appartiennent d 
la m~me composante connexe de Co,. 

De l'6tude ci-dessus du cas rationnel on d6duira le 

Th~or~me 2. Pour une famille Pu, a gOnOrique, il existe dans tout voisinage de (Do 
des (D>(D0 irrationnels tels que les deux composantes connexes de C o , n i t  ~ 
= Co, c~ 9~ ne soient pas connect~es dans Co, ; pour de tels (D, Co, est non vide. 

La Fig. 2 r6sume le contenu de ce paragraphe. 

2. Es t imat ions  a priori sur (~,~ 

On reprend les notations du paragraphe 3 de [6], en particulier r(#, a), co(/~, a), 
6(#, a). Rappelons que le th6or6me 5 de [6] affirme que C o n  ~ = Co, n ~ est 
contenu dans un voisinage effil6 de C o n o~f de la forme 

r(/~, a) 2"+ 2 = o(16(/~, a)l), (6) I(D(/~, a)-(DI <constante" 3(#, a) 

e t a  le mOme nombre de composantes connexes que Co n  W, c'est-~-dire deux 
dans le casque  nous considOrons (09 >o0).  

De cette remarque et de la d6finition de ~ (rOgion limit6e par F, + et F,-3, 
voir [6] paragraphe 3.1) on dOduit facilement une estimation de la largeur 
horizontale (i.e. en projection sur l'axe des a) du trou existant entre les deux 
composantes (Fig. 3): 

Lemme 1. La distance horizontale Do, entre les deux composantes connexes de 
Co,nJ~f' est de rordre de p~-3 (off po, est d6fini dans le paragraphe 1.3 de [6]). 
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DOmonstration. I1 suffit d'estimer l'intersection de F.2 3 avec le bord inf6rieur 
d'une r6gion de la forme 

r(#, a) 2"+ z 
I09(#, a ) -co l<cons tan te .  $(#, a) -' 

On commence par 6valuer la distance horizontale d o des deux points d'inter- 
section de C~ avec F.23. Un calcul simple, d6j~t utilis6 dans [6, w montre 
que, si F est le graphe d'une application #=#r(a) ,  Fp- est le graphe d'une 
application de la forme it=#r(a)+O([a[P); on en d6duit que d o est de l'ordre de 

n--3 
ao2 , c'est-~-dire de l'ordre de p~-3. Un calcul analogue montre que, si # 
=#c~(a) est l'6quation de Co,, celle du bord inf6rieur du voisinage consid6r6 de 
C,~c~Jg est de la forme p=#c~(a)-O(r(#,a)2");  en particulier, d,o et D o sont 
du m6me ordre, ce qui termine la d6monstration. 

Lemme2.  Si (#,a) appartient d d,oc~U, la distance de a d a~, admet une 
majoration de la forme [a-aol<O(p~-3).  En particulier, dos que n>8,  d~c~U 
est contenu dans l'intErieur ~ o  du ,carrE>> 9 o  dEfini dans le lemme 1 de I-6]. 

DEmonstration. Soit (/z,a)e~F'; on d6finit co' par a =a  o, (i.e. (#, a) est sur la 
m6me verticale que 7o' e F). 

Toute orbite r6currente de P,,~ est n6cessairement contenue dans l'anneau 
A,+(p, a)={z, f .+(#,a,  I zl2)>0} (comparer au d6but du w de [6]). Lorsque 

; / ~ ( n -  3} ,. 
(#,a) est dans ~U, l'6paisseur de cet anneau est major6e par O | ] /v - -~7- -  ~ 

\ l '  -- ! Po' 
O "  n - - 4 - x  = tpo~ ), d'ofi on d6duit un encadrement des nombres de rotation admissi- 

bles pour une orbite r6currente de Pu, a; il suffit en effet de remarquer que 
' r 2 p~,)+O(rZn+2), et vaut g(l~,a, ra)+O(r 2"+z) s'6crit ~o+g(#,a ,  )--g(#o,,,ao,, 

d o n c  ' n - 3  re2~zio co +O(po, ) das que appartient tt A+(#, a). La conclusion suit de 
ce que I%-%,1=0(1~o-co'1) et p 2 = 0 ( % ) .  

La Fig. 3 suite la r6gion contenant a priori l'ensemble do. 

Corollaire. Si les hypotheses du ThEorkme 2 de [6] sont vErifiOes, en particuIier 
_ ~ Cl~176176 
~o- > iql/+a pour tout rationnel pq et I~0-~01<~(C,/~), les ensembles do, et 

C o co'incident. 

DEmonstration. I1 suffit de montrer que Con  ~//'~ Co C~ ~ e~, et donc (Lemme 2) 
que d o n  ~ o c  C,om~o. 

On utilise ~t cette fin l'existence pour tout (#, a) dans D o de la courbe 
translat6e c~o,u, . de Pu,, de nombre de rotation oJ ([6] Th6or6me 1; les 
coordonn6es utilis6es sont 0 et p introduites dans les formules (43) et (44) de 
[-63). 

Supposons que la translation Xo,., a soit non nulle. Aucune orbite r6currente 
ne se trouve dans le voisinage tubulaire de ~o,u,a que limitent p~)(c~,,. , .) et 
Pu,.(c~o,.,a). Rappelons que si  ~o,u,. et son image (translat6e) sont param+tr6es 
par 0, la restriction Pu,.Icgo~,.,. d6finit un hom6omorphisme f(O)=O+o9 
+%,~o.~,~(0) de ql "1 qui est C~-conjugu6 g la rotation Ro~. Si (Oi, Pl)i~z est une 
orbite r6currente bien ordonn6e de Pu,., l'application 0~--,0~+ ~ se prolonge par 
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Fig. 3 

interpolation lin6aire (voir [ 13]) en un hom6omorphisme g (0) = 0 + ~o + ~(0) de 
m~me nombre de rotation. De ce qui pr6c6de on d6duit l'existence d'un e > 0 tel 
que It~,o,u,a(O)-r et donc If(O)-g(O)[>]%[e>O. On d6duit alors du 
Lemme 4.1.3 du chapitre III de [16] que le nombre de rotation de g ne peut 
6tre 6gal ~t celui de f ,  c'est-~-dire ~ 09. Si (p, a) appartient ~t C,o, la courbe 
c~,,u,a est donc invariante, ce qui d6montre le Corollaire (et compl6te en 
particulier la d6monstration du Corollaire 1 du Th6or+me 1 de [6]). 

Remarque. On d6duit de ce qui pr6c~de et de [6] (Corollaires des Th6or6mes 3 
et 5) que le seul fait de poss6der un ensemble invariant d 'Aubry-Mather de 
~bon)) nombre de rotation force Pu,, ~t ~ressembler)) ~ une forme normale; de 
plus l'ensemble invariant en question est forc6ment une courbe C ~ sur laquelle 
Pu,~ est C~ ~ une rotation. 

3. Est imat ions  l ipschitziennes sur les orbites bien ordonn~es 

Nous avons donn6 dans ([6], w 3.2) des estimations lipschitziennes uniformes 
sur les courbes ferm6es invariantes de P~,a lorsque (/~, a) appartient ~ W. 
Celles-ci 6taient obtenues directement ~t partir de l'6quation fonctionnelle ex- 
primant l'invariance de la courbe. Dans le cas d'un diff6omorphisme pr6servant 
les aires et ayant la propri&6 de distortion monotone, les courbes invariantes 
v6rifient 6galement de telles estimations (th6orie de Birkhoff, voir [4, 13, 17]). 
Les meilleures estimations ont 6t6 obtenues par Herman [18] en explicitant 
l'6quation fonctionnelle que v6rifie la restriction du diff6omorphisme ~t la 
courbe invariante; Herman a 6galement remarqu6 que les mfimes estimations 
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valaient pour un ensemble invariant d'Aubry-Mather E quelconque: la 
pr6servation de l'ordre implique en effet que la courbe %' interpolant 
lin6airement un tel ensemble est, ainsi que son image, le graphe d'une applica- 
tion continue de I1 "1 dans R ;  si f d6signe l'application de ~1 dans ~1 d6finie 
par la restriction du diff6omorphisme lorsque cg et son image sont param6tr6es 
par 0, f est un hom6omorphisme de "It a v6rifiant l'6quation fonctionnelle en 
question aux points de l'ensemble invariant. 

Bien entendu, la m6thode n'a rien/t  voir avec la conservation de l'aire, mais 
elle ne fournit de meilleure estimation que la m6thode directe que lorsque 
l 'attraction normale de cg est suffisamment faible; c'est en particulier le cas si, 
comme nous le supposons, (#, a) est dans @0. 

I1 sera commode d'utiliser les coordonn6es (0, p) dans ~2 et (v', e') darts go,, 
introduites darts ([6], formules (44) et (45)); l'application Pu, a d6finit une appli- 
cation d e ~ l x [  1 IF1 - i ,  �89 dans x ~ de la forme 

Pu,a(O, p) =(O + co + ~ ,~p, p + ~ Fl o,,u,a(p) + ~; ~,o,u,jO, p), 
(7) 

O1~l 2 __ , , %II~o,u,,(p)-v +e p+s 'p2+ . . ,  est un polyn6me en p, 

le diff6omorphisme local (#, a)-*(v', e') 6tant explicit6 dans ([6], formules (31), 
(34), et (45)). L'hypoth6se (3) implique r,o > 0. Rappelons 6galement que, co > co o 
6tant fix6, H o , , ,  et ~ o , ,  ont une d6pendance C ~ par rapport fi (#, a) et sont 
born6es en no'rme C k (i~our tout k) sur ~ l  x [ - � 8 9  �89 uniform6ment par rapport 
/t co, #, a darts le domaine consid6r6 (i.e. ~o>co o et (/~, a ) E ~ J .  

Soit ~ l'application de 11 "l dans 1 l [ - ~ , ~ ]  dont le graphe est obtenu par 
interpolation lin6aire ~t partir d'un ensemble invariant d 'A u b ry -Ma th e r /~c l r  ~ 
x [- �89189 de P,,~ de nombre de rotation ~o: 

Lemme 3. Eapplication ~ est lipschitzienne et sa constante de Lipschitz L vHifie 
une estimation de la forme 

L<=21e ' !+] / (2e ' t2+C~:- i ,  off C estune constante. (8) 
T w k \T , ,  o l 

Par un argument analogue d celui de la d~monstration du Lemme 2 on en 
d~duit le 

Coroilaire. Si (l~,a) est dans @~o, tout ensemble invariant d'Aubry-Mather de P,,~ 
de hombre de rotation ~o est contenu dans un anneau de la forme 

2 
[P[<L-<~,o + \~,o--1 + C ~ -  __<0(~2). 

Remarque. Contrairement au cas hamiltonien, nous disposons ici de bornes a 
priori sur la position d'une orbite r6currente quelconque de P,,,: nous avons en 
effet rappel6 au cours de la d6monstration du lemme 2 qu'une telle orbite 
appartient n6cessairement ~t l 'anneau A~+(#, a). Dans les coordonn6es (0, p), la 

] / [ P - ~ r (  a)] 4_ Cz . -2  largeur de cet anneau est de rordre de v - ~  - o~ , off C est une 
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constante et t t=Pr(a  ) une 6quation de E Remarquons qu'on obtient directe- 
ment ~t partir de (7) une estimation de la forme 

Ip]<O (]/[v_~+C1E2 _ ~ 4 +  C2%- 2\ )<O(]/~)=O(po) (9) 
\ V  "~o~ co - =  

en 6crivant que la diff6rence entre la deuxi6me composante de P.,.(O, p) et pes t  
2 n <  n6gative d6s que %,H~,,.,.(p)+C%, 0, si C est une constante majorant 

I~,u,o(O,p)l. 

Ddmonstration de Lemme 3. Que 0 = % , ~  soit une application lipschitzienne 
dont la constante de Lipschitz voL tend vers 0 avec % d6coule imm6diatement 
de ce qu'en posant x = % p  on transforme (7) en 

(io) 
(off Z =/7  + ~,-2 ~) (on oubliera dans la suite les indices ~o, #, a). 

Cette formule est analogue ~t ceIle qui d6crit une application de l'anneau 
conservant les aires et d6viant la verticale, et la th6orie de Birkhoff (voir [17]) 
borne la constante de Lipschitz de ~0=%,~ (en fait de la restriction de ~ ~ la 
projection K de E sur ii-i, mais c'est la m6me chose en vertu de la construction 
de ~) par une constante ne d6pendant que de la faqon dont (10) d6vie la 
verticale, done uniform6ment born6e. 

De plus, si f d6signe l'hom6omorphisme de ~ i  d6fini par 

on v6rifie que 

f(O) + f -  1(0) 

2 

f(O)=O+~o+~p(O), (11) 

1 3Z( f - l ( o ) , l~p ( f - ' (O) ) )  si = 0 + ~ % ,  O~K, (12) 

d'ofi on d6duit ([17]) que les constantes de Lipschitz L i p f  et L i p f  -1 sont 

major6es par 1 + C ~ 1  et done que z,oL est major6 par C ~ 1 ,  
c'est&-dire 

L <  C [ [ ] /~1 ,  off C est une constante et I[ Ill la norme C 1. (13) 

Pour obtenir l'estimation plus fine du lemme il faut prendre en compte le 
fait que Z e s t  une petite perturbation (d'ordre z"~ 2) de H: si Z=/7, tout 
ensemble invariant d'Aubry-Mather E de l'application Pu,, est contenu dans un 
cercle P=Po et L=0.  On calcule, lorsque O~K, 

f(O) + (1 + e')f - a(0) 
2+e '  

' 

=.~_ ~ _ o. %,+~2A(gk(f_l(O)))+z.~(f_l(O),~(f_l(O)))], (14) v 2+e,  eo+2+e,L 
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off A(p) est le polyn6me, commen?ant par des termes en pZ, d6fini par 

z2 A(p) = ~2 H(p) -v '  - (1  + e')p. 

D6finissons M+, M_, L+, L_, m par 

f (y) - f  (x) 
M + = L i p f  = sup > O, y*x y iX  

On v6rifie que 

f -  l (y)  __f - 1  (X) 
M_ = Lip f -  1 = sup 

y,x y - x  

L+ =sup ~ ( y ) - ~ ( x )  >0, 
y*x y - - x  

L = inf ~ (y ) - f f (x )  <0, 
y*x y - - x  

m =sup IqT(x)l > 0 .  
x 

>0, 

(15) 

(16) 

1 
M + = I + % L + ,  M _ - I + , ~ o L  _,  L = s u p ( L + ,  - L _ ) .  (17) 

Suivant la m&hode de [17], c'est-h-dire en choisissant x<y  tels que 

f ( Y ) - f ( x ) - M + - 6  (resp. f - l O ' ) - f - l ( X ) = M - 3 ) ,  on montre imm6diate- 
y - x  y - x  

ment que 

[ .  l + e '  1 + ( l + e ' ) M  
I-f+ (1 + g')f-'-I => sup / m+ -1~2 , M_ (18) Lip 

Quant au second membre de (14), on peut majorer sa constante de Lipschitz 
par 

1 "c~~ ~= + ~ e ,  EIICDAIIoI<_.,IIoLM +zZtlD~IBpI<=,.IIo(I+L)M_ 3. (19) 

Utilisant (9), (15), et ([6], formule (119)), on volt que 

n 

Iz~DA(p)l=12s'p+ ~ ia'/p i-1 < CvZ~lp], 
i = 3  

donc 
[l~Z~DAIipi<=,.llo < Cz2o, m, 

d'ofi on d6duit 
~<1+ CT~mL+Dv~ +1, 

off C et D sont des constantes positives. 

(20) 

(21) 

(22) 
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Le nombre de rotation de E 6tant co, le raisonnement du Corollaire 
(ind6pendant de la majoration du lemme) montre d'autre part que 

m < L  (23) 

(le graphe de ~ recoupe le cercle p=0) .  Rassemblant (18) et (22), on obtient 

sup 

- l + e '  1 t-(1 + e ' ) M _  
M+ 4 M+ M_ 

2+e '  ' 2+e '  
3 n + l  < 1 + C%mL+Dzo ,  (24) 

Deux cas sont / t  consid6rer s6par6ment: 

(ii) Si L=L+,  (24) devient (compte tenu de (17) et de ce que z,o>0 ) 

t 2 m t z ~ l ~ < C  % L + e L + D ' z ~ ,  (25) 

off C'=(2+e')( l+z,~L)C,  D ' = ( 2 + F ) ( I + % L ) D  sont major6es par des 
constantes. 

Utilisant (23) on en d6duit 

�89 %~L z ' , , <  - e  L - D  % - 0 ,  (26) 
et donc 

2~' a / /2~ '~  2 
L<- - - -+  l/ | - - |  + 8 n ' z  "-~ (27) 

- -  Z w 1I \ ' ~  o~ ! - ~o " 

Remarquons que cette estimation est bien meilleure quand e '<0  car la racine 
positive du trin6me constituant le premier membre de (26) est alors celle ayant 
la plus petite valeur absolue. 

(ii) Si L = - L _ ,  (26) est remplac6 par une in6galit6 analogue obtenue en 
remplaqant e' par -e ' ,  C' par C"=(2+e ' ) (1 - z ,oL  ), et D' par D"=(2+e ' )  
�9 (1-z ,oL ). I1 en est donc de marne de (27), ce qui d6montre le Lemme 3. Bien 
entendu, dans ce dernier cas, c'est quand 5' > 0  que l'estimation est Ia meilleure. 

4. Elimination des problemes de bord 

Pour un diff6omorphisme conservatif F d'un anneau ~ l x  [a,b] induisant sur 
les bords des diff6omorphismes de hombres de rotation e, t i e r  distincts (dans 
un rel&ement de F au rev&ement universel N x [a, b] de l'anneau), l'existence 

d'orbites p6riodiques (non ordonn6es) de nombre de rotation - ,  p e<P-<fl,  peut 
q q 

6tre prouvbe par application du th6or6me g6ometrique de Poincar6-Birkhoff/t 
un rel6vement bien choisi de l'it6r6 q-i6me de F. Suivant [3], il suffit en far  
qu'une seule des composante du bord soit invariante pourvu que l'image de 
l'autre par F q soit le graphe d'une application de 11 "1 dans N. 
Malheureusement, d6s que q est <~grand>>, cette derni6re condition n'a aucune 
chance d'&re r6alis6e (y compris pour une petite perturbation d'un 
diff6omorphisme conservant les bords), ce qui rend la m6thode tributaire de 
l'existence de courbes invariantes. 
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Dans  la recherche d 'orbi tes ordonn6es, au contraire,  la localisation a priori  
fournie par  les es t imat ions lipschitziennes permet  le remplacement  de l 'applica- 
t ion originale par  une appl icat ion preservant  les bords,  les orbites cherch6es se 
t rouvant  forc6ment dans une r6gion off rien n 'a  6t6 modifi6. 

Les mames  remarques  s 'appl iquent  /t la s i tuat ion dissipative (comparer  /t 
[9]): nous modifions dans ce pa ragraphe  la restriction /~ l ' anneau "lF~x 
[ -z ,o , r ,~  ] de la famille P.,., (~,a)~@~o, en une famille Q.,~ de p longements  
coincidant  avec P.,. sur un sous-anneau assez grand pour  contenir  a priori  tout  
ensemble invariant  d ' A u b r y - M a t h e r  de Qu,., et avec la forme normale  N., a au 
voisinage des bords. 

Cont ra i rement  au cas conservatif,  les formes normales  Nu, a ne laissent pas 
n6cessairement invariants  les bords  de l 'anneau;  cependant ,  une composan te  du 
bord  ne rencontre son image par  Nu, a que si elle coincide avec elle (cercle 
parall61e) et c'est cette derni6re propri6t6 qui sera fondamenta le  dans le l emme 
topologique  que nous d6montrerons  au pa rag raphe  5. 

Soit f~(p) une fonct ion C ~~ positive, born6e par  1, va lant  1 pour  IPL =3< ~-z,o, et 
4 

0 pour  [p[ 2 >~%,,  et dont  la d6riv6e soit born6e par  - - .  On note Q., .  le 

p longement  de 11 "1 x [ - z ~ , % ]  dans 11 "1 x , d6fini par  

Q..a(O,p)=(O+co+.c~op, p+z~Mo~,u,a(p)+zLf2(p)~o~,u,a(O,p)). (28) 

C o m m e  pr6c6demment ,  cette formule d6finit en fait un rel6vement de Q.,. au 
revatement  universel N x [ - % , z , ~ ]  de 11 "1 x [ - % , z J .  Le lemme 3 et son co- 
rollaire s 'appl iquent  6v idemment  ~ Q., .  (au remplacement  pr6s de la constante  

C' 
C par  - - / i  cause de la mauvaise  majora t ion  de la d6riv6e de O); on en d6duit 

"Cm 

que, si co est assez proche de co 0, et si (# ,a)eN~,  tout  ensemble  invar iant  
d ' A u b r y - M a t h e r  de Q..a de h o m b r e  de rota t ion co est 6galement  un tel ensem- 
ble pour  P.,.. 

L e m m a  4. La famille d deux paramOtres Q.,., (#, a)e@o,, de plongements de R x 
1 1 [ - z ~ ,  z,o ] d a n s  ~ x [ - ~ ,  ~] d~finie par (28) possOde les propriOt& suivantes: 

(a) Pour tout (l~,a) dans ~ ,  rimage Qu,.(N x { + % } )  de chaque composante 
du bord est une droite parall~le ou cette composante elle-mOme; ceci permet de 
donner un sens aux nombres de rotation (rdels) %,. et flu,. des restrictions de 
Qu,a d IR x { -'c~o } et F. x {-co, }. 

(b) Pour tout (l~,a) darts ~ , ,  au, .<co<f lu , . .  

(c) La famille considOr& est une famille de distortions monotones, ce qui 
signifie que l'image par Q.,o de chaque rayon 0 = 0 o  est le graphe d'une applica- 
tion d'un intervalle de ~ d valeurs dans ~ 1 [ - -~ ,~ ]  (comparer d la d~finition de [9]). 

(d) Si (p,a) appartient au bord sup~rieur ( v = p  6) (resp. inf~rieur, v= _p6) du 
carr~ ~ ,  Qu,~(O,p) s'&rit (O(O,p),~(O,p)), avec ~ ( O , p ) - p > O  (resp. ~l(O,p) 
- p  < O) pour tout p dans [ -  z~, z~]. 

(e) La famille Q.,. est jointed la famille de formes normales Tu,. dOfinies par 
Tu,.(O,p)=(O+co+%p, v'+p) par un chemin de families d deux param~tres 
ayant les propriOt& (a), (b), (c), (d) ci-dessus. Plus pr~cisOment, il existe une 



94 A. Chenciner 

famille d trois param&res Fu,a,t, ( # , a ) ~ , ,  t6[0,1],  de plongements de ~ •  
[-t ,o,%,] dans IR • [_~,~]1 1 relevant une famille d trois paramOtres de plonge- 
ments de ]I "a x [ - to . ,zo,  ] dans "IF a x [ 1 1 -~,~],  telle que pour chaque t o dans [0, 1] 
la famille F.,a,,o, (#,a)~o~, air les propri~tds (a), (b), (c), (d), et que F.,a.o= Tu.., 
F.,o,~ =Q.,o. 
Ddmonstration. (a) vient de ce que sur le bord de R • I - g o ,  r,o] les applications 
Qu.. et Nu. . coincident; (b) est un calcul explicite: ~ . , . = ~ o - t 2 < ~ < ~ o + z  2 
=/~.,.; (c) est 6vident sur (28); (d) vient de ce que dans 

n 
t i Tn  ~t(O,p)--p=v'+e'p+s'pZ + ~ a,p + ~,~(p)~,,u..(O,p), 

i = 3  

tousles  termes autres que v' sont d'ordre O(t 4) et sont donc petits par rapport 
~t v' lorsque (#,a) appartient au bord sup6rieur ou au bord inf6rieur de 9,~ 
(auquel cas v' est 6quivalent ~t _+ Ct~, off C est une constante positive); enfin 
(e) est 6vident, il suffit de consid6rer la famille F..~, t d6finie par 

Fu,..,(O,p)=(O+m+ %,p,v' + p + t ( t z  II,~,u,.(p)-v' + t~(p)~,,u.~(O,p))). 

5. Existence d'ensembles invariants d'Aubry-Mather 

Les r6sultats des paragraphes pr6c6dents ont ramen6 la d6monstration du 
th6or6me 1 au probl6me suivant: montrer que tout chemin 7 dans ~ , ,  joignant 
le bord inf6rieur au bord sup6rieur, passe par un point (#,a) tel que Q.,. 
poss6de un ensemble invariant d 'Aubry-Mather de nombre de rotation ~o. Ce 
probl6me est r6solu par la proposition qui suit: 

Proposition 1. Etant donnO m' v&ifiant le (b) du Lemme 4, c'est-d-dire tel que 
2 , 2 --z,~<cn <co+t~ ,  il existe sur tout chemin dans ~ ,  joignant le bord infOrieur au 

bord supdrieur un point (#',a') tel que Qu',a' possdde un ensemble invariant 
d'Aubry-Mather de nombre de rotation o3'. 

Remarque. Si m '=~o_ t~, la proposition est encore vraie mais triviale puisque 
que l'ensemble invariant de Q., . ,  est contenu dans Fun des bords de Jr1• 
[ -%, t j .  
D~monstration. Tout d'abord, il suffit de prouver la proposition pour les ~o' 

rationnels; si, en effet, & une suite (P-~ de rationnels convergeant vers ~o' 
\ r ~ N  

correspond une suite (#.,a.) de points sur le chemin V tels que Q# ....  poss+de 

une orbite p6riodique /~. bien ordonn6e de nombre de rotation P", Q.,. ,  
q. 

poss6de un ensemble invariant d 'Aubry-Mather de nombre de rotation ~o' pour 
tout point d'accumulation (#', a') de la suite des (#., a.). 

En effet, par compacit6 de la topologie de Hausdorff sur les ferm6s de J1 "1 
x [ - t o , , t ~ ,  ], il existe une sous-suite n i telle que les (#.,,a.,) convergent vers 
(#',a') et les /~., vers un ferm6 /~, n6cessairement invariant par Qu',a'. Que ce 
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ferm6 ait toutes les propri6t6s d'un ensemble invariant d'Aubry-Mather, 
l'exception pr6s de la minimalit6, d6coule comme dans [19] de l'existence 
d'estimations lipschitziennes uniformes (ind6pendantes de n) pour les /~, (re- 
marquer qu'il suffit d'utiliser une estimation du type (13)). Quant au nombre de 
rotation de/~, c'est celui de l 'hom6omorphisme du cercle d6fini par f(O)= 0 + co 
+ ~,o ~(0), off le graphe de ~ provient de/~ par interpolation lin6aire (comparer 
~t (11)). Puisque f est limite uniforme des f,, obtenus en rempla9ant ~ par les 
~,, dont les graphes interpolent les/~,,, le nombre de rotation de/~ est la limite 

o9' des P"' (continuit6 du nombre de rotation). I1 ne reste plus qu'~ consid6rer 
qn, 

un sous-ensemble ferm6 invariant minimal de E. 

Dans le cas off co '=-p est rationnel, la proposition 1 est cons6quence de la 
q 

proposition suivante plus pr6cise: 

-- 2 < P  < (D -it- Z2 Proposition 2. Etant donn~s un rationnel p v~rifiant co-z,o ,o, et un 
q q 

point quelconque ~ sur le cercle, il existe sur tout chemin dans @o~ joignant le 
bord inf~rieur au bord sup~rieur un point (ts tel que Q,',a' poss~de une orbite 

p~riodique bien ordonnke de nombre de rotation p- dont l'un des points ait Y~ pour 
argument, q 

D~monstration. Soit Ap,q l'ensemble des suites (0i)i~z de r~els v~rifiant 

(1) ViEZ, Oi+q=Oi+P, 
2 2 (2) r i t Z ,  e ) - % < 0 1 +  1 -Oi<co+%, 

et Mp, q le sous-ensemble des suites v6rifiant de plus 

(3) Vi, j,i ' ,j 'eZ,(Oi+j<=Ov+j')~, lq 

(comparer ~ l'espace des 6tats d'Aubry et l'espace Xp,q de Mather). 
Remarquons que Mp,q est non vide puisqu'il contient au moins les suites 

d6finies par 0 i-- c~ + i p- quel que soit le r6el e. 
q 

C'est dans Ap, q (resp. Mp, q) qu'il faut chercher les projections sur II "~ (ou 
plut6t le rel~vement /t IR de ces projections) d'orbites p~riodiques (resp. d'orbi- 

tes p6riodiques ordonn~es) de Q.,. de nombre de rotation P-. Rappelons qu'une 
q 

telle projection d~termine compl~tement l'orbite (regarder la premiere compo- 
sante de Q.,o(O, p)). 

On munit (comme dans [20]) l'espace N ~  des suites r6elles de la topologie 
produit et Ap,q de la topologie induite; l'injection de Ap,q dans N q d~finie par 
(0~)~zF-,(0 o, 0a .... ,0q_ ~) induit 6galement cette topologie. 

Notons (01a))i~z la suite d6finie par (comparer/l  [20]) 

011)= Oi+io +J0, off (29) 

i0 P+Jo = 1  (on suppose p et q premiers entre eux), 
q q 
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et par r6currence 

On v6rifie que 
Ol j) = Oi + jlo +JJo" 

O~oPi+qJ)=Oi+j, et 

si pi=ri+k~q , O<ri<q, O~=O~')+ki. 

En particulier, l'application (Oi)i~z~--~(Oo, O~ol) . . . . .  0~ -1)) de Ap,q 
injective et induit elle aussi la topologie de Ap.q. 

Si maintenant (Oi)i~z~Mp,q, on a pour tout i 

o, < o?~<= oI~'<=... <= ol ~- 1~< oi~ = o, + 1, 

et l'application (O~)~z~---~ (0o, 0~o ~) - 0 o . . . .  , 0~ -  1) _ 0~- ~), 0 o + 1 - 0~- ~)) 
M~,q au produit R x d ~- ~ de ~,. par le sous-espace de IR ~ d'6quations 

d q - l - =  x=(Xl ,X 2 .. . .  ,xq);Vi, xi>O, ~]xi=l, 
i=1 

V i, m - z~ < k=l~X(i+k)~(D-~-T2} ' 

(30) 

(31) 

dans Rq est 

(32) 

identifie 

(33) 

off les indices (i+k) dans la derni+re condition sont ~ remplacer par leur 
repr6sentant modulo q dans l'intervalle [1,q]. Convexe compact d'int6rieur non 

vide (il contient un voisinage de q, q , . . . ,  dans le (q-1)-simplexe, d q- 1 est 

hom6omorphe, comme ce dernier, fi un ( q -  1)-disque. 
Pour une distortion monotone de l'anneau conservant les aires, donc 

d6finie par une fonction g6n~ratrice h (voir [13]), des orbites p~riodiques (ou 
plut6t le rel~vement ~t ~ de leurs projections sur ~1) peuvent atre obtenues en 
maximisant la fonctionnelle de Birkhoff-Aubry, W: Ap,q---*Kt_, d6finie par 

q--1 
W((0,),~z) = ~ h(Oi, Oi+ 1), (34) 

i=0 

et on v6rifie ([2, 13]) que le maximum est automatiquement atteint dans 
l'int6rieur ~/p,q de Mp,~, ce qui signifie que l'orbite p6riodique correspondante 
est bien ordonn6e. 

Nous n'avons pas ici de fonction g6n6ratrice, donc pas de fonctionnelle, 
mais la d6riv6e de W garde un sens dans la situation g6n6rale. C'est cette 

~(application d6riv6e>>, g~n~ralisant (Oi)i~z~---, c~(~Oo c~W ) 
d6finissons maintenant: . . . . .  a0~-l- , que nous 

Soit 6~,,: Ap, q ~ R  q l'application d6finie par 

6...((O,),a) =(6o.o((O,)~a) . . . . .  ,~,-~ i ((0,),~)). 

b~,a((Oi)iel)=pi--p'i, Off Pi et P'i sont uniquement d6finis par (35) 

Q.,~ :~) =(o,+,, p'~+ ,) 
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(voir [13] figure 4; Pi et P'i sont biens d6finis gr&ce A la condition (2) de la 
d6finition de Ap.q). 

Si (Oi)i~zeAv,q (resp. Mo,q) v6rifie 6.,.((Oi)i~z)=O, il est clair que la suite 
(Oi, Pl)i~z est le rel6vement & ~ x [ - % .  zo~ ] d'une orbite p6riodique (resp. orbite 
p6riodique bien ordonn6e) de Q.,a dans 31" 1 x [ - % .  %,], de nombre de rotation 

-P. La proposition sera donc d6montr6e si on est assur6s que, dans les condi- 
q 
tions 6nonc6es ci-dessus, il existe (if, d) sur le chemin consid6r6 tel que 

oCt ~,,a,(Mp,q) contienne O, off 

Mp,q = Mp,q ~ {(01)/~z, 0 o = ~}, aelR. (36) 

Bien entendu, ceci est vrai si on remplace Q.,. par T.,. (tout chemin du type 
consid6r6 rencontre la courbe d'6quation v '=0) et l'image r6ciproque de 0 
par l'application 5., a correspondante est l'ensemble des suites de la forme 

( e+iP- t  , e e l ,  qui est bien dans l'int6rieur de M~,q, donc de Mpq. 
qllez 

Notons 5,,., t l 'application associ6e par la formule (35) au plongement Fu,~, t 
introduit dans le (e) du Lemme 4. 

Lemme fondamental. Quels que soient (#, a) dans ~o~ et t dans [0, 1], l'image par 
6u,~,~ du bord OMp,q de Mp, q ne rencontre pas O. 

D#monstration. Une suite (0i)~7 appartient & OMp, q~-IR x 9d q- ~ si et seulement 
si l'une des deux situations (non exclusives) suivantes se pr6sente: 

(1) 9i, Oi=Ol 1), 
(2) (2') 3i, Oi+l--Oi=~o--z 2 ou (2") qi, oi+t--Oi=co+z~.  

Si (1) est r6alis6, la suite (0~)i~ z ne peut correspondre & une orbite; en effet, cette 
derniere serait ordonn6e et satisfairait encore une estimation lipschitzienne 
uniforme. En particulier, si deux points de l'orbite (dans ] l ' tx  [ - % , , % ] )  ont 
meme projection sur 31" ~, ils sont confondus. On en d6duirait que ~o F~,,..t(Oi, Pi) 
=(Oi, Pl ) (dans ~ X x E - z ~ , z ~ ] ) ,  donc F.,aa(Oi, Pl)=(Oi, pl), c'est-A-dire une 
contradiction. 

On peut 6galement arriver ~ une contradiction sans parler directement 
d'estimation lipschitzienne en contemplant (comme le fait Mather) la figure 4 
dans laquelle, par analogie avec (35), on d6finit p~, P'i, Pl 1), Pl 1)' p a r  Fu,a,t(Oi, Pi ) 
=(Oi+l,P' i+l)  , et  F tao) ,~(1)]__/jQ(1) rl(1)'] et fi{~)i =,~(a)__pll) ,  ' " , u , a , t ~ i  ~Yi  l - - ~ U i + l ~ k ' i + l l ~  --#,a,t r i  

JR. [-tto ,z~] t 
I t~) Pi-1 ? Pt-1 Pi 
_(1) i = 811) ~(1} 0i-1 ~i-1 0 0i.1 ~i§ 

Fig. 4 

l FI.L,Q.t CIR. [-zu,~w ]) 
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IR. [-l;w,~ ~] 

Pl = -'I: ~0 l ~  
1 I 

Fig. 5.1 

3 

o 
z[ h 

/ 

O~ 0~. 1 

Fig. 5.2 

[-'CW/~ co] 

De 0~_1<01~1<=01=011)<=0i+1 a(1) <- i+~  on dSduit 

p'i>__pl 1)' et pi <=pl 1). 

Si donc  A (~)~ - #  =r s'annule, on a n6cessairement Pi 
=p l  1) et ' (1), �9 (1) Pi=Pi , donc aussl 0i• 1 =0~• 1, et on  conclut comme pr6c6demment.  

Si (2') est r6alis6, on  a pi = -%, .  Par construction, Fu,,,~(P,, x { -%,} )  est de 
la forme R x { p _ } -  ou bien p < - ~ ,  et alors # + t > _ ~ , o _ p  > 0  ne peut 

i fitre nul (Fig. 5-1); ou bien p_ > - % ,  et 3u,,,t<= - z , o -  p_ < 0  (Fig. 5-2); ou enfin 
p = - ~ , ~ ,  auquel  cas l 'orbite appart ient  au bord  inf6rieur et son nombre  de 

2 qu 'on  a suppos6 diff6rent de p Dans  t ous l e s  cas on rotat ion est ~gal ~t o ~ - %  - .  
q 

obtient une contradiction.  En raisonnant  de m6me dans l 'hypoth6se (2") on 
termine la d6monst ra t ion du Lemme fondamental .  

Remarque. Le lemme fondamental  serait faux si on n'avait  pas pris la 
precaut ion de rendre les applications F,,~, t ~jolies>> au bord  (condition (a) du 
Lemme 4): en effet, il est essentiel que l ' image de chaque composante  du bord  
ne puisse rencontrer  cette composante  que si elle est confondue avec elle. La 
Fig. 6 est une tentative de contre-exemple en l 'absence de cette hypoth~se: bien 
que les images des composantes  du bord  soient des graphes, une orbite 
p6riodique bien ordonn6e peut a priori passer par un point  du bord. 
De m~me, le Lemme fondamental  serait faux si on remplaqait  Mp, q p a r  le sous- 
ensemble de Ap,q form6 des suites ayant  un ordre fix6, diff6rent du bon  ordre:  
dans le cas (1) de la d6monstra t ion on ne disposerait plus des estimations 
lipschitziennes uniformes. 

Fig. 6 
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Fin de la ddmonstration de la Proposition 2. A un rdel t et une application 
continue 7: [0, 1 ] ~ o  d6finissant un chemin qui joint le bord inf6rieur de ~o~ 
au bord sup6rieur, on associe l'application continue A~.t: [0,1] x Mp,q--*l( q 
d6finie par 

A,~,t(u, (Oi)i~z) = 6~(u),,((Oi)i~z). (37) 

Etant donn6 c~eN, on note A~, t la restriction de At, , ~ [0,1] x M;,q, qui est 
hom6omorphe/ t  un q-disque. 

De l'hypoth6se (d) du Lemme 4 et du Lemme fondamental on d6duit que 

V?, t, ~, A~,t(~?([O , 1] x Mp, q)) = ~ q  - 0 .  (38) 

La proposition 2 6quivalant ~ l'existence h l'int6rieur de [0, 1] x M~,q d'un point 
dont l'image par A~, t soit 0, il suffit de montrer que le degr6 de la restriction 
de A~, 1 /t ~([0, 1] x Mp, q), consid6r6e comme application /t valeurs dans ]Rq-0, 
est non nul. 

Soi t  t~-"-~Tt une homotopie de 70 5. 71=7 h travers des applications 7t qui 
d6finissent des chemins de ~ joignant le bord inf6rieur au bord sup6rieur, 70 
6tant un param6trage r6gulier du chemin d=O. 

L'invariance du degr~ par homotopie nous famine au calcul du degr6 de la 
restriction ~ (?([0, 1] x M~p,q) de A~,~o,O consid6r6e comme application /t valeurs 
dans ~ q - 0 ;  enfin, ce dernier calcul peut 6tre fait explicitement car il ne 
concerne que les formes normales T.,. d6finies dans l'6nonc6 du Lemme 4: 

On constate que 
A~o,  o(1.4 ' (Oi) iE~)  _~ ((~o . . . .  , (~q - 1), 

(39) 
/ 1 

3~= -~  (u)+--(Oi+ 1 - 2 0 i + 0 ~ -  0, 
T m 

off on a not6 (v'(u),O) l'expression de 7o(U) dans les coordonn4es (v',d) de ~,~. 
Si u o dhsigne l'unique 614ment de [0,1] (en fait ]0,1[) v6rifiant v'(uo)=O, 

o n  a 

Aa - , ,o,o, ,,o,_-(uo, (40, 
q ~ez/ 

qui est bien dans l'int6rieur de [0, 1] x M;,q. 
L'application A~o,o est affine (ne pas oublier que Oiq=a+ip) dans les 

t 1 
coordonn6es v', ~ 0 1 ,  ..., - -0o_  1 (qui remplacent avantageusement u, 01 . . . . .  

To) % 
Oq_ 1); sa d6rivde a pour matrice 

t -1 
m =  -! 

.-1 

1 0 ....... . . . . .  0 1 \  
- 2  1 '"'"... 0 

t 1 - 2 .  1.'""'.. i 
0 1 .'"'"...'""'-. '"'" ~ 

i . . . . . . . . . , . . . .  "",.... "",. 1 
i ""-.. ' " . . . . -2  
o .............. i:::: o " 1  

(41) 
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• 

~ d~a.gona[e x 1 = • = x3 

Ot 
- -  Ayo O( t l lx  Mp.q) 

• 
Ayo,o([O'l lx Mp,q ) 

• 
Fig. 7 

dont on v6rifie quelle est inversible (remplacer la premiere ligne par la somme 
de toutes les lignes et en d6duire que det (m)= -qDq_ 1 oil le d6terminant Dq_ 1 
v~rifie la r6currence Dq+ 1 + Dq = -(Dq + Dq_ 1); conclure que Dq = ( - 1) q (1 + q), 
donc det (m) = ( - 1) q q2 au moins pour q > 3). 

Le degr~ cherch6 est donc +1, ce qui termine la d6monstration de la 
Proposition 2, donc aussi celles de la Proposition 1 et du Th6or6me 1. 

La Fig. 7 repr6sente sch6matiquement l'application A~o,o d a n d l e  cas o/1 
q=3. 

Remarques. 1. Voici une autre d6monstration (trop compliqu6e) de la 
Proposition 2: apr6s d6formation de Pu,, en une famille de diff6omorphismes 
de ]I "1 x I - T o ,  %] pr6servant les bords (comparer au paragraphe suivant), on 
utilise la version dissipative du Th6or6me g6om6trique de Poincar6-Birkhoff 
donn6e dans [-9] et le joli r6sultat de [-14] qui assure l'existence d'orbites 
p6riodiques ordonn6es des distortions monotones de l'anneau d6s qu'existent 
des orbites p6riodiques quelconques. Notons que, dans notre d6monstration de 
la Proposition 2, les hypotheses verticales sont trop fortes ((d) du Lemme 4) 
pour impliquer comme [14] la possibilit6 de remplacer la conservation des 
aires par la propri6t~ d'intersection dans le Th6or~me d'Aubry-Mather assu- 
rant l'existence d'orbites bien ordonn6es dans toute distortion monotone 
conservative de l'anneau. 

2. Un corollaire de la Proposi t ion2 est qu' <<en g6n6ral>> les orbites 
p6riodiques bien ordonn6es vont par paires persistant sur tout un intervalle du 
chemin: en effet, il y a homologiquement une orbite p6riodique passant par un 
rayon d'argument donn+ if, donc homologiquement un cercle dans l'espace 
produit "11 "1 x [ -z ,o  , %]  x [0, 1]. On peut comprendre ce <~cercle homologique>> 
comme la trace des cercles d'orbites pdriodiques de N~,) correspondant aux 
intersections du chemin 7 avec Cp, et il n'est pas interdit de comparer cette 

situation & celle du Th6or6me de bifurcation de Hopf  topologique de 
Alexander et Yorke [-1]. 

Dans les Figs. 8.1 et 8.2, q=3  et on a suppos6 que le chemin 7 traverse 
transversalement et en un seul point la courbe C_v. On a repr6sent6 respective- 

q 

ment la famille de formes normales N~,) et une famille g~n~rique P~,) dans le 
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I \\\ 
(.;~--- 
"-ZT------ /I 

~ orb~tes b~en ordonnees 
/ P de PY(u) 

/ 

~// orbltes b~en ordonn~es 
P de Ny(u) 

/ \  /"', c 
- - -  -r ~ . . . . .  

. . . .  0 ~ 4 -  / - ~  . . . .  
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/ 

[0,11 x T 1 x [-'[:w,z~o] 

I I m--- - - I  I 

Uo=U 1 1 u 0 u 0 

Fig. 8 . 1  

I I I D 

0 u 1 I u 

Fig. 8.2 

cas le plus simple (le seul /~ se produire g6n6riquement pour les <~bons 
rationnels>>, [7, 8]). Ces figures sont analogues ~t celles qu'on obtiendrait en 
consid6rant la naissance et l'61imination d'un couple d'orbites p6riodiques dans 
une famille de diff6omorphismes du cercle traversant une langue de r6sonance, 
la famille de formes normales correspondant 5. une famille de rotations dont 
l'angle varie de fa~on monotone. 

Remarquons que dans le cas d'un point fixe on retrouve la situation de [-9] 
o3, apr6s 8tre n6, le couple de points fixes doit n6cessairement entourer le 
<<trou>> de l 'anneau avant de s'61iminer. Notons pour finir que la d6monstration 
est beaucoup plus facile ici que dans [-3] et I-9] & cause, d'une part, de 
l 'hypoth6se de distortion monotone, d'autre part du fait que pour u- -0  et u = 1 
il n'y a pas d'orbite p6riodique du nombre de rotation consid6r6. 

DOmonstration du Th#orOme 2. Supposons que, pour tout co irrationnel assez 
proche de coo, les deux composantes de Coc~Jug soient connect6es dans C~: 
tout chemin 7 traversant Do rencontre C~, c'est-/t-dire qu'il existe u~ e [0, 1] tel 
que P~,o~ poss6de une courbe ferm6e invariante qui soit un graphe, sur laquelle 
son nombre de rotation soit co. I1 est facile d'en d6duire qu'il en est alors de 

mSme pour tout co=P- rationnel assez proche de coo: en effet, un raisonnement 
q 

analogue & celui utilis6 au d6but de la d6monstration de la Proposition 1, & 
l'6change pr6s des r61es des rationnels et des irrationnels, montre que pour  tout 
chemin 7 traversant D e il existe une suite de points u i e [0, 1] convergeant vers 

q p 
une limite v e t  une suite d'irrationnels coi convergeant vers - tels que 1) P~,,) 

q 
possSde une courbe invariante ~i qui soit un graphe et ait co~ pour nombre de 
rotation, 2) les cgi convergent vers un ferm6 invariant cg de P~(,~. 

Chaque courbe cg~ 6tant un graphe lipschitzien de constante de Lipschitz 
born6e ind6pendamment de i, la limite a encore la mSme propri6t6 et est une 

courbe (graphe) invariant de P~(~) de nombre de rotation P-. Le point 7(v) 
appartient donc/ t  Cp. q 

q 
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Mais dans une famille g6n6rique les deux composantes de t2en ~ ne sont 
q 

pas connect6es dans d r :  cette derni6re affirmation est vraie non seulement en 

C ~ mais 6galement dans le cadre analytique avec une topologie tr6s fine (au 
moins pour une suite de <~bons rationnels>> convergeant vers coo, 1,7, 8]). Pour 
une telle famille, on a donc prouv6 t'existence dans tout voisinage de co o 
d'irrationnels co>co o et de chemins 7 traversant ~ sans rencontrer C~; pour 
de tels co le Th6or6me 1 implique que C~,= (~o,- Co, est non vide. 

Remarques. 1. Dans le cas o~ co' est irrationnel, on peut se demander ce qui 
remplace la latitude qu'on a de fixer g dans la Proposition 2. En suivant 
l 'argument qui fair de la Proposition 1 une cons6quence de la Proposition 2, on 
constate qu'6tant donn6s co' irrationnel comme dans la Proposition 1 et 
quelconque sur le cercle, il existe sur tout chemin dans ~ o  joignant le bord 
inf6rieur au bord sup6rieur un point (ff, a') tel que Q,,a, poss6de une orbite 
bien ordonn~e de nombre de rotation co' dont l 'un des points ait ~ pour 
argument. 

Une telle orbit e contient dans son adh6rence un ensemble invariant 
d 'Aubry-Mather  de nombre de rotation co' auquel elle est homocline (i.e. cet 
ensemble invariant est b~ la fois son ensemble ~-limite et son ensemble co-limite; 
attention aux notations ~ et co qui n 'ont rien/~ voir avec les n6tres). 

Trois cas sont possibles: l 'adh6rence de l 'orbite peut 6tre une courbe inva- 
riante, un ensemble de Cantor  invariant, ou la r6union d'un ensemble de 
Cantor et d'une orbite (les points isol6s de l'adh6rence). Dans les deux derniers 
cas, il peut arriver que l'adhbrence de l 'orbite appartienne encore ~ une courbe 
ferm6e invariante, forc6ment peu diff6rentiable, sur laquelle Q,,,,, induit un 
contre-exemple de Denjoy (comparer fi 1-15]). Bien entendu, les estimations 
lipschitziennes du Lemme 3 6rant valables pour toute orbite bien ordonn6e, 
l 'orbite en question est 6galement une orbite de P,,.,, si co'=co. Une 
cons6quence de tout ceci est que, marne lorsque co est irrationnel, C,~ est en 
g6n6ral <~6pais>> d6s qu'il est non vide. 

2. En renversant encore une fois les r61es des rationnels et des irrationnels, 
on montre l'existence d'orbites homoclines /t certaines des orbites p6riodiques 
bien ordonn6es, et ce sans savoir si ces orbites p6riodiques sont hyperboliques 
(comparer ~ 1-2, 7, 8]). 

6. Ensembles translates d'Aubry-Mather 

G6n6ralisant les courbes translat6es de Riissmann, les ensembles translat6s 
d 'Aubry-Mather  (de translation 2) sont d6finis de la marne far ce sont des 
ensembles invariants d 'Aubry-Mather  de (~-~)-1o p,,, ,  compos6/ t  gauche de Pu,, 
avec l'inverse de la <<translation>~ radiale 

~ ( 0 ,  p)=(0,  p + 2). (42) 

Bien entendu, contrairement/ t  la notion d'ensemble invariant, celle-ci n'est pas 
invariante par changement de coordonn6es. 
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Nous  avons montr6  dans [6] que, si co est un <<bon irrationneb>, il existe 
une fonction diff6rentiable ,~ :  ~ - * I R  telle que, pour  tout  (#, a) dans 9,0, P,,o 
possSde une unique courbe cK~o,,,a sur laquelle ~-I~, , , )oP, ,  a est C*-conjugu6 ~t 
la ro ta t ion  Ro. L 'ensemble  de 1-6] est d'ailleurs bas6 sur l 'existence et les 
propri6t6s de cette fonction. 

Le th6or6me suivant est ce qui reste de ces affirmations lorsque co est 
quelconque.  La diff6rence est 6videmment  que la fonction de t ranslat ion n 'a  a 
priori  aucune propri6t6 de r6gularit6: elle n'est en fait mSme pas d6finie 
puisqu'i l  n'y a pas unicit6 et ne peut donc en aucun cas servir fi p rouver  
l 'existence d 'ensembles invariants d 'Aubry-Mather .  L'int6rSt dynamique  de ces 
ensembles translat6s n'est donc pas claire, et c'est un iquement  dans l 'optique 
d 'un inventaire syst6matique des traits communs  aux familles N, . ,  et P,,~ que 
nous avons inclus leur 6tude. 

Th~or~me3.  Soit co>co o assez proche de coo; pour tout (#,a) dans ~ o ,  P~,~ 
poss~de un ensemble translatk d 'Aubry-Mather  de hombre de rotation co. 

Dkmonstration, Soit R . , .  le diff6omorphisme de "IF 1 • [ -~o,,  r,o] d6fini par  

R~,~(O, p )=(O+co+~op ,  p+fb(p)[~2H,o,~, . (p)+r~f2(p)~, ,~, . (O,  p)]), (43) 

ofa cb: [ - % ,  % ] ~ R  est C ~, born6e par  1, et vaut  1 pour  IP[ < 2 %  et 0 pour  

IPl =~,o. 
2~. 2 �9 ~ % ]  pr6serve les bords  de "IF 1 R~ a coincide avec Q.,~ sur ~7~• 1--3  o~, et 

• 1--T~,zo,]. Si un ensemble translat6 d 'Aubry -Ma the r  de Ru, a contient  un 
point  (0o, P0) tel que IPo[ >2zo~, il est n6cessairement contenu dans le cercle p 
=Po  car, ainsi que Q. , . ,  R.,~ coincide avec une forme normale  sur 
{(0, p), [pl_>_-~%} et on peut  supposer  aprSs t ranslat ion que ce cercle est inva- 
riant, auquel cas l 'aff irmation est claire (comparer  /~ la Fig. 9). Mais  alors son 
n om bre  de ro ta t ion  vaut  co + ro~Po :~ co. 

On en d6duit que tout  ensemble  translat6 d 'Au bry -Ma the r  /~ de R..~ de 
217 2 n o m b r e  de rota t ion 09 est contenu dans ~ x [ - ~  o,, 3 % ]  et est 6galement  un 

tel ensemble pour Qu, a. Enfin, le L e m m e  3 et son Corollaire s ' appl iquant  sans 
changement  aux ensembles  translat6s de P,,.  ou Q. , .  de nombre  de rota t ion co, 
/~ est en fait un tel ensemble pour  P.,. et on peut  remplacer  P.,. par  R . , .  dans 
la preuve du Th6or6me 3. 

On suit main tenan t  la t rame du pa ragraphe  5 en d6mont ran t  les analogues 
suivants des Proposi t ions  1 et 2: 

Proposi t ion 1'. Si co' vOrifie co - z~ < co' < co + r2,, R..~ possdde pour tout (/~, a) 
dans ~,o un ensemble translatk d 'Aubry-Mather  de hombre de rotation ~' .  

Propos i t ion2 ' .  Si co '=p- est un rationnel v~rifiant co-v2<-P<co+zff~ ,  et Y~ un 
q q 

point quelconque sur le cercle, Ru,.  possdde, pour tout (I ~, a) dans ~o~, une orbite 

translat~e bien ordonnOe de hombre de rotation p dont run des points a pour 
argument ~. q 

C o m m e  pr6c6demment ,  la Propos i t ion  2' implique la Proposi t ion  1' par  un 
passage ~ la limite (~, (#, a) fix6) qu 'autor isent  les est imations lipschitziennes. 
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Supposons donc o9'= -pet  notons 3u, ~ l 'application de Ap, q dans R q d6finie 
q 

par (35) apr6s remplacement  de Qu~ par  Ru, ~. I1 s'agit de montrer  que, pour  
tout ~ e R ,  la restriction & M~,q de 5u,. rencontre  la diagonale Aq de Rq: pour  
cel&, en analogie avec le (e) du Lemme 4, on construit  une famille ~t un 
param6tre  Su, a, t de familles & deux param6tres ressemblant ~t Ru,,, et joignant  
Su,.,o(O, p)=(O+oo+ %,p, p) & Su,~,~(O, p)=Ru,.(O, p), 

S.,a,,(O, p)=(O+~o+ %,p, p+t~(p) [ z z  IIo~,u,~(p)+ r~f2(p)(o,,u,.(O, p)]), (44) 

et on raisonne comme dans la Proposi t ion 2, ~t ceci pr6s qu 'on fixe (/~, a) au 
lieu de le faire varier sur un chemin de ~o~- Cette diff6rence vient de ce que la 
pr6servation du bord  de 31 "~ • [ - % ,  %]  par les diff6omorphismes Su,., z permet  
le renforcement  suivant du Lemme fondamental :  

2 ~me forme du Lemme fondamental. Quels que soient (#, a) dans 9,0 et t dans 
[0, 1], l'image par CSu, a, t (associ#e f Su,a,t) du bord ~Mp, q de Mp,~ ne rencontre 
pas la diagonale A q= {(Xx, .. . ,  xq); x 1 . . . . .  xq} de ]R q. 

D#monstration. On suit la d6monstrat ion du Lemme fondamental :  dans le cas 
(1) (3i, 0i=011)), on a vu que, d6j~ sous l 'hypoth6se moins restrictive du (a) du 
Lemme 4, il est impossible que 6u,,,~((0i)~z) appart ienne & Aq; dans le cas (2') 

,17 2 (3i, Oi+ ~ - O i = c o -  ~,), la seule possibilit6 serait 3u,,,t((Oi)i~z)=O (Fig. 9) qui est 

interdite car ~o - z  2 #:P" de m6me dans le cas (2"). to q 

Pi-1 / - 7  
Pl 1 PI*2 

i 0i+1 0i§ 

Fig. 9 

Fin de la d6monstration de la Proposition 2'. Fixons ~elR et consid#rons 
l'application 

Mp, q~Aq,  (45) 
~#, a, t ~ ct 3_ 

~.,.,,((oi),~z) = ~ o ~.,o.,((0,),~). 

O1~1 Aq Z =  (x 1 . . . .  , X q ) E R q ;  x i = O  _~]R q-1  est l 'or thogonal  d e  Aq d a n s  R q, et 
i 

7t: R q ~ A ~  la project ion sur A~ parall61ement & Aq. 
Fixons (#, a) dans ~o~; le Lemme fondamental  sous sa deuxi6me forme dit 

que, pour  tout  t dans [0, 1], 6u, a,, applique ~M~,q~-S q-2 dans A q ~ - { 0 } ~ R  q-1 
-{0}. 
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Si t = 0 ,  6u,.,o est affine e t a  pour  d6rivee, dans les coordonn6es 

10~, ..., loq_~, l 'appl icat ion lin6aire de IR q-~ dans IR q (en fait dans A~-) dont  
"C 2709 
la matr ice  se d6duit de m (formule (41)) par  la suppression de la premi6re 
colonne. De l'inversibilit6 de m et de sa structure (premi6re colonne dans Aq, 
les autres dans A~) on d6duit que la d6riv6e de l 'appl icat ion affine flu..,0 est un 

consid6r6e c o m m e  appl icat ion de ~Mp, q dans • Aq - { 0 }  est de degr~ _ 1 ;  il en 
est donc de mame  de la restriction de 7/.,a, 1 /t OM;.q, ce qui prouve  l 'existence 
d 'une suite (0~)~ Z dans l ' int6rieur de M~,.q telle que 7/.,a,l((0~)i~Z)=0, ce qui 
6quivaut  ~ 3.,.,l((Oi)i~z)=Ju,.((O~)i~z)~Aq, et d6montre  la Proposi t ion  2', donc 
la Propos i t ion  1' et le Th6orame 3. 

7. Conclusion 

Bien des questions sont laiss6es sans r6ponse par  le pr6sent article, en parti-  
culier celle de la structure du couple (C,o, Co) pour  les <~mauvais>) co: la 
compr6hension des bifurcat ions que subit P~,, lorsque (#, a) t raverse C,o <~le 
long)> de C,o passe par  la solution du probl6me si d61icat de la naissance et de 
la dispari t ion des courbes invar ian tes / t  nombre  de rota t ion fix6, d6j& rencontr6 
dans le monde  conservatif.  C o m m e n t  une telle courbe  se transforme-t-el le  en 
ensemble  de Cantor?,  ces ensembles de Can to r  invariants  peuvent-ils ~tre 
hyperboliques?,  rencontre- t -on g6n6riquement des exemples analogues  ~t celui 
de 1-15] off une courbe  invariante  a t t rac tante  peu r6guli6re por te  un contre-  
exemple de Denjoy  (ce qui lui permet t ra i t  de se t ransformer  en ensemble de 
Can to r  invariant  pa r  un processus analogue /t celui de la brisure des connec- 
tions homocl ines  dans le cas p6riodique)?, au tan t  de quest ions d 'analyse qui 
semblent  difficiles. 

Si au contraire  (/~,a) t raverse C,o ~<transversalement>> ~ C~,, la 
compr6hension des bifurcat ions de Pu, a semble plus accessible et l 'existence 
d 'orbi tes  bien ordonn6es d ' a rgument  fix6 ~ (Propos i t ion  2 et Remarque  1 sui- 
vant  la d6monst ra t ion  du Th6or6me 2) est un premier  indice de r6ponse (cf. la 
Fig. 8 dans le cas rationnel). 

Dans  le troisi6me article de cette s6rie nous 6tudierons en grand  d6tail la 

s t ructure du couple (Cp, Cp) lorsque p- est un <<bon>~ rationnel. 
q q q 
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