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De la topologie différentielle 3 la dyna-
mique qualitative, en passant par la
géométrie analytique et la topologie
algébrique, les « singularités » ont bien
des incarnations en mathématiques;
mais cela n’exclut pas une certaine
unité : quil s’agisse des points o la
dérivée d’une application n’est pas de
rang maximal, des points ol un espace
analytique n’est pas lisse, des points ou
un champ de vecteurs s’annule, on est
confronté 4 une situation dont la géomé-
trie ne se laisse pas découvrir par une
simple application du théoréeme des
fonctions implicites (cf. CALCUL INFINI-
TESIMAL - Calcul a plusieurs variables,
chap. 2 et 3).

Issue des travaux pionniers de Mars-
ton Morse, de Hassler Whitney et de
René Thom, la théorie des singularités
des applications différentiables cherche
4 répondre aux questions suivantes :
_ Peut-on décrire les singularités des
&léments d’une famille a / parametres
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« suffisamment générale » d’applica-
tions indéfiniment différentiables d’une
variété N-dans une variété P ?

~ Peut-on décrire de quelle fagon ces
singularités se transforment les unes
dans les autres dans une telle famille
lorsque les paramétres varient ?

Nous envisagerons surtout le cas des
fonctions f A valeurs réelles définies sur
une variété compacte N : généralisant
une partie de la théorie de Morse, les
résultats décrits ci-dessous sont a la base
de la théorie des catastrophes élémen-
taires de René Thom.

Les trois premiers chapitres du présent
article répondent 2 la premiére question
pour /=0 (pas de paramétres) en
montrant que, par une perturbation
arbitrairement petite, toute fonction
peut étre déformée en une fonction dont
tous les points singuliers sont non
dégénérés (fonctions de Morse).

Le chapitre 4 montre que, par une
erturbation arbitrairement petite, toute
amille 2 [ paramétres de fonctions (/
fini) peut étre déformée en une famille
de fonctions de « type singulier fini »
(T.S.F.) : une telle fonction a un nombre
fini de points singuliers au voisinage de
chacun desquels elle s’écrit comme un
polyndme dans des coordonnées locales
bien choisies; c’est précisément de ce
caractére localement algébrique que
vient la possibilité de faire de la géomé-
trie (apres complexification, ainsi qu'on
Pesquisse au chapitre 9).

Les chapitres 5, 6 et 7 décrivent la
théorie du déploiement universel qui

ermet, aprés stratification, de répondre
a la deuxiéme question.

Au chapitre 8, on contemple la
zoologie des petites codimensions
(catastrophes).

Enfin, les chapitres 9 et 10 ébauchent
des liens avec d’autres domaines et des
généralisations. .

Cet article est en connexion étroite
avec les articles CALCUL INFINITESI-
MAL - Calcul a plusieurs variables, TO-
POLOGIE -Topologie différentielle et VA-
RIETES DIFFERENTIABLES.

1 Points réguliers

Parler de la forme des hypersurfaces de
niveau dune fonction différentiable peut
sembler voué a Iéchec en fonction du
théoréme suivant, dfi 3 Hassler Whitney :
Etant donné un fermé F de R7, il existe une
fonction f: R7— R de classe C” telle que
F-10) = F; le caractere C® de f n’est pas,
dans cet énoncé, une restriction plus forte que
la simple continuité.

La dérivabilité intervient par contre de
fagon essentielle dans le lemme de Sard qui,
étant donné une application f :R7-—>R#,
p < n, assure que 'image f(Z(f)) de Pensem-
ble () des points singuliers (on dit aussi
critiques) de /Izpoints ol la dérivée de fn’est
pas de rang p) est de mesure de Lebesgue
nulle des que f est de classe Cr, avec
r>n—p+ 1.Sin < p,ilest facile de voir

ve la conclusion vaut pour f'(R”) dés que
}est de classe Cl. Ce lemme est le seul
théoreme de structure global applicable a
toute fonction C* sur R (ou sur une variété
C”); bien que d’énoncé peu géométrique
(car, méme si f:R— R est analytique,

Pensemble £ (Z(f)) peut étre dense dans R),
il est trés porteur de géométrie : par
lintermédiaire des théorémes de transversa-
Jité' de René Thom dans les espaces de jets;
il permet de faire de la géométrie sur presque
toute fonction C* (dans un sens tres fort qui
apparaitra plus loin).
ne premiére conséquence du lemme de
Sard est lexistence, pour toute fonction
f:N—R de classe C* sur une variété N
de classe C*®, de « beaucoup » de points
réguliers, c'est-d-dire de points @ € N tels
que la dérivée Df (a) soit une forme linéaire
non nulle sur Pespace tangent T,N de N au
oint a. Par Pintermédiaire d’une carte
ocale, on peut supposer, pour I'étude de f
au voisinage de a, que N = () est un ouvert
de R7; le point @ = (ay, ..., @s) est alors
régulier si et seulement si il existe un indice
i compris entre 1 et n tel que :

of
Txs (@) #0.

Dans ce cas, I'application ¥ :{}— R?,
définie par :

W (X1, ooy X)) = (X5 005 Xty Pis Xiady viis X0 )y
ou :

yi = a; + [aij{-;(a)]—l

x [f(x)——f(a) -> 2L @ ak)]

k#ET

vérifie W(a) = a, et D¥(a) est Iidentité,
D’aprés le théoréme d’inversion locale (qui
équivaut au théoréme des fonctions impli-
cites), il existe un voisinage WL de a dans Q
tel que la restriction ¥ | de ¥ & W soit
un difféomorphisme de 9L sur W(L).
Notant ¢ le difféomorphisme récipro-

que (¥ |q)-!, on vérifie que, pour tout
x € éf(‘\lﬁs, d P

(fo@) (x) = f(a) + Df (@) . x—a);

autrement dit, le changement de coordonnées
local @ transforme fen la partie affine de son
développement de Taylor : on dit que le
germe de f au _point a est déterminé par son
jet d’ordré 1. Les définitions précises de ces
termes sont données dans la suite de l'article.

Remarquons qu’une conséquence de tout
cela est qu'un voisinage de @ dans f ~1(f (a))
est une sous-variété de dimension n — 1 de
N. On en déduit également un résultat trés
fort de stabilité : si a est un point régulier
d’une application f: N — R et si g est assez
proche de f au voisinage de a pour la
topologie C! (c’est-a-dire si g—f et si les
a(g — f)/8x;, I = 1, ..., n, calculés dans une
carte locale au voisinage de a, sont assez
petits), il existe b proche de a et un
difféomorphisme @ d’un voisinage U de a
sur un voisinage % de b tel que ¢(a) = b,
et que go@ soit la restriction de £a .

2 Points singuliers non dégénérés

Sur une variété compacte, une fonction a
nécessairement des points singuliers (c’est-a-
dire non réguliers), & savoir les extrémums.
Nous étudions dans ce chapitre les points
singuliers les plus simples (et aussi les plus
courants) ; ainsi que les points réguliers, ils
sont caractérisés par une propriété de stabi-
lité et, comme dans bien des cas, la source
de cette stabilité est une situation de fransver-
salité : rappelons qu'une application f d’une
variété N dans une variété P est transverse
en a € N 2 la sous-variété Q de P, ou bien
si f(a) & Q, ou bien si f(a) € Q et si
P’espace tangent en f(a) a P est engendré par
I’espace tangent en f(a) 2 Q et Pimage par
Df(a) de I'espace tangent en @ aN:

Tra) P = Tf(a)Q + Df{a)T,N.
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Si €: RP— Rr-9 est une équation locale
de Q au voisinage de f(a), la condition de
transversalité équivaut a dire que D( o /')(a)
est de rang p — ¢; on en déduit immédiate-
ment que, si g est assez proche de f au
voisinage de a dans la topologie C! et st b
est assez proche de a, alors g est encore
transverse en b A Q (cf. Transversalité,
chapitre 5 de TOPOLOGIE - Topologie diffé-
rentielle).

A titre d’exemple, étant donné une fonc-
tion f:R7— R de classe C?, considérons
> Papplication :

Df:R2— £L(R7 R) ~ R=.

La transversalité en a ER” de Df 4 la

sous-variété réduite au point O signifie ou bien

que Df (a) 5= 0, ou bien que Df(a) == O et :
det (——aif—— (a)) £0,

axlax,

gui implique que Df est un difféomorphisme
'un voisinage de ¢ dans R# sur un voisinage
de 0 dans L(R#, R).

Dans ce dernier cas, on dit que a est un
{)oint singulier non dégénéré (ou point singu-
ier de Morse) de f. Remarquons qu’un tel
point singulier est isolé et que, si g est assez
proche de f au voisinage de a dans la
topologie C? (c’est-a-dire pour laquelle toutes
les fonctions :

) 22
g—/ axi(g I ax,ax,(g 5))
sont assez petites au voisinage de a), il existe
un voisinage de a sur lequel D'équation
Dg(x) = 0 a une solution unique b qui est
un point singulier non dégénéré de g.
Cependant, contrairement a ce qui se
assait pour les points réguliers en vertu du
ﬁamme de Sard, une fonction f: R”— R de
classe C* peut trés bien avoir tous ses points
singuliers dégénérés (c’est-a-dire non « non
dégénérés »). Le raisonnement suivant,
exemple typique de I'utilisation du lemme de
Sard dans les théorémes de transversalité de
Thom, montre qu'on peut remédier & cela
ar une petite perturbation de f: considérons
a sous-variété (c’est  un graphe!) V de
R7 X £ (R%, R) définie par :

V = {(x, L) € R"'X L(R%, R)|Df (x) + L = 0}.

D’aprés le lemme de Sard, il existe Lo aussi
prés que I'on veut de O tel que tout point
(x, L(g appartenant 2 V soit un point régulier
de la restriction & V de la projection de
R7 X £ (Rn, R) sur son deuxiéme facteur ; on
voit facilement que cela signifie que tous les
points singuliers de f+ Lo sont non
dégénérés.

Ce résultat rend plausible le théoréme
suivant : Soit N une variété comfacte de
classe C* (il suffit qu’elle soit de classe CQ
et soit C*(N, R) I'espace des fonctions C
sur N muni de la topologie C* (convergence
uniforme de f et de ses dérivées partielles
de tous les ordres dans chaque carte d’un
atlas de N); l'ensemble des fonctions de
Morse (fonctions dont tous les points singu-
liers sont non dégénérés) est ouvert et
dense.

11 est honnéte, a ce point, de vérifier que
la notion de point singulier non dégénéré
garde un sens sur une variété : cette question
n’est pas inoffensive car, si la dérivée d’une
application fde N dans R a toujours un sens
intrinséque en @ € N (car c’est une forme
linéaire sur I’espace tangent T,N), la
matrice :

2f

(m(a)), 1<, j<n,

des dérivées secondes de f calculées dans une
carte locale n’a de sens intrinséque que si
Df(a) = 0; il suffit de la calculer aprés
changement de carte pour s’en convaincre.
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En tout cas, la condition qui définit-un point
singulier non dégénéré est bien indépendante
du choix de la carte locale qui sert &
Pexprimer.

3 Espaces de jets
et théorémes de transversalité
de Thom

Cette impossibilité de définir intrinséquement
des dérivées d’ordre supérieur autrement qu’a
travers une inflation de fibrés tangents de
tangents de tangents... a conduit C. Ehres-
man 4 introduire, dans les années cinquante,
la notion de jet d’application, fondamentale
dans le sujet qui nous occupe : la remarque
de base est que, si la dérivée k-ieme de fen
a € N ne peut pas étre définie en général
comme forme k-linéaire sur T,N, la propriété
pour deux fonctions f et g de coincider au
point a jusqu'a l'ordre k (c’est-a-dire d*avoir
en a les mémes dérivées jusqu'a I'ordre k)
dans une carte locale est indépendante du
choix de la carte locale. On dit alors que f
et g ont méme jet d’ordre k en a; la classe
d’équivalence ainsi définie est appelée jet
d’ordre k (ou k-jet) de f au point g, et notée
J*f(a). L’ensemble des k-jets au point a de
fonctions C* sur N est noté JA(N,R); la
réunion disjointe des JX(N, R), lorsque «
parcourt N, est notée JX(N, R). Si N = R#,
Papplication qui & j#f(a) associe le couple
du point a et du polynéme de Taylor de
la fonction X+ f(a+ X) & Tlordre k
en 0 (vérifier I'indépendance du choix du
représentant f) identifie canoniquement
J4(Rn, R) au produit de R” par I'ensemble
Pk(n) des polyndmes & n variables de degré
inférieur ou égal a k (fig. 1), ce qui munit
J4#(R%, R) d'une topologie. Par exemple
J¥(R, R) =~ R¥*1, J2(R2, R) =~ R7, ... On peut
en déduire une topologie sur J¥(N, R) qui en
fait une variété C*, fibrée sur N de fibre
JE(RA, R) o= PKn) (cf. Les espaces fibrés,
chapitre 4 de TOPOLOGIE - Topologie algé-
brique). )
L’application J¥f: N — J*(N, R) qui a x

- associe j&f(x) est alors C*, Par le choix

d’une carte locale de N, cette application
devient :

746) = (i Lo, 1<icn;

8 o
m(x). 1 <1<J<n,--~),

ce qui nous raméne & 'exemple qui nous a
servi de point de départ.

Soit Q la sous-variété de JI(N, R) formée
des jets z de la forme z = j1f (x), Df(x) = 0
écette condition ne dépend que de z). Une
onction f de Morse sur N n’est autre qu’une
fonction telle que 'application jif'soit en tout
point transverse & Q, ce qui explique le
caractére intrinseque de la définition Jocale
du chapitre précédent. Enongons maintenant,
dans le cadre qui nous intéresse, le premier
théoréme de transversalité de Thom, qui
implique immédiatement le théoréme de
densité des fonctions de Morse énoncé & la
fin du chapitre précédent.

Théoréme de densité. Si N est une variété
compacte, Q une sous-variété fermée de
J¥(N, R), I'ensemble des £ € C* (N, R) tels
que jXf soit en tout point transverse a Q est
un ouvert dense.

II est important de remarquer qu’on ne
considére pas dans ce théoréme toutes
les applications de N dans J¥(N, R),
mais seulement celles qui sont « intégra-
bles », c'est-a-dire de la forme j*g, avec
g € C*(N,R); la démonstration est une
¢énéralisation de celle que nous avons faite
a propos des points singuliers de Morse.

Dans I'identification de JYR, R) & R x R¥' = R**2,
donnée par le polyndéme de Taylor al'ordre &, on a:

FoRe) = (e, a + b,

) = (e, a+ bod, 2 ba),

FHRe) = (a, 3+ bod, 2 ba, 2b);
I, s'identifie & I'axe des y et &, au plan (x, y), les
fibres étant les paralléles & Vaxe des y. Dans JA(R, R),
de dimension 4, qui est «au-dessus» des deux
figures ici représentées, la courbe j*A(R) ne ren:
contre plus &,,

Jets d'une fonction quadratique d'une varisble, de la
forme fix} = a + bx*.

4  Points singuliers
de détermination finie
et fonctions T.S.F.

Nous avons vu dans le premier chapitre que,
au voisinage d’un point régulier, une fonction

® est caractérisée, & changement de ‘coor-
données locales prés, par son jet d’ordre 1
en ce point ; nous étudions maintenant les
points singuliers ayant une propriété analo-
gue vis-2-vis du jet 4 un ordre fini. Nous
retrouverons en particulier le lemme de
Morse, 2 la base de si nombreux développe-
ments en topologie différentielle.

L’importance de cette question vient de ce
que, contrairement 4 une fonction C* quel-
conque, une fonction polynomiale est suscep-
tible d’une étude géométrique trés précise.

Les résultats étant purement locaux, il est
commode d’utiliser le langage des germes :
deux applications f'et g d’une variété N dans
une vaniété P définissent le méme germe en
gE N si elles coincident sur un voisinage

e a.

Si P = Rp, Pensemble C; (N, Rp) des
classes d’équivalence hérite de la structure
d’anneau de C* (N, R?) et est appelé Ian-
neau des germes en a d’applications
C® de N dans Re,. Notons en parti-
culier &, = Cy° (R, R) et désignons par
L, CCy (R7,Rn) le groupe des germes
en O d’applications ¢ :R#7— R# vérifiant
@(0) = 0, avec D@(0) inversible ; la formule
cg.f:f o @~! définit une action de L, sur

n-

L’application f+~+j%f(0) de R~ dans
J¥(Rn, R) se factorise en une application de
&n dans JX(R,, R), encore notée de Ja méme
fagon (nous confondrons d’ailleurs dans une
méme notation une fonction et son germe il
n'y a pas d’ambiguité sur le point considéré).
&, est un anneau local dont P'unique idéal
maximal est 'ensemble i, des germes de
fonctions nulles en 0. La formule de Taylor
montre que #l, n'est autre que [lidéal



engendré par xj, .., Xp. Si f€ £,, on note
J(/g) T'idéal de &, engendré par :

of 3

dx1" " O xy

)

apFelé idéal jacobien. Rappelons enfin que,
st 1 et J sont les idéaux engendrés respective-
ment par o, ..., G €t par Bi, .., B, Iidéal
produit 1J ‘est engendré par les o, B,
1<ig<k 1<j<l %\Ious pouvons mainte-
nant énoncer le résultat principal de ce
chapitre, qui est dfi & P. Samuel et & J.-C.
Tougeron.

Théoréme. Soit f, g€ & ; si g—f€
W, J(F)?, il existe ¢ € Ly tel que go @ = f.
‘Autrement dit, 2 changement de coordonnées
local prés au voisinage de 0, g ne différe pas
de f dés que g — f est « assez petit » dans
le sens ci-dessus.

La démonstration est d’un type assez fré-
quent en théorie des singularites : on consi-
dére la « famille & 1 paramétre » de germes
fi=f+1tg—f),t € [0, 1], joignant f2 g,
et on cherche @ € L, tel que @o = identité,
feo @ = fpour tout ¢ & [0, 1]; en dérivant
{)ar rapport a t et en remarquant que
*hypotheése implique J(f¢) = J(f), on
obtient ¢r en intégrant une équation différen-
tielle ordinaire (ce qui ne nous éloigne pas
tellement du théoréme des fonctions
implicites).
emarquant que O est un point singulier
non dégénéré si et seulement si J(f) = M,
on déduit de cette proposition le lemme de
Morse, c’est-a-dire I'existence d’un change-
ment de coordonnées local au voisinage d’un
point singulier non dégénéré (ici 0) transfor-
mant fen son polynéme de Taylor en ce point
tronqué a I'ordre 2 ; on ex rime encore cela
en disant que Je germe de f en un point
singulier non dégénéré est déterminé par son
jet d’ordre 2. On remarque que ce lemme est
valable sur une variété et on le comparera
3 I’énoncé analogue du chapitre 1 dans le cas
d’un point régulier. Ce lemme permet une
compréhension totale de la éométrie -des
hypersurfaces de niveau de _fg au voisinage
d’un point singulier non dégénéré ; d’autre
part, on en déduit le résultat de stabilité
annoncé au début du chapitre 2 : Si  est un
point singulier non dégénéré de fetsigest
assez proche de { au voisinage de @ dans la
topologie C?, alors g a un unique point
singulier b voisin de g, ce point singulier est
non dégénéré (voir chapitre 2) et il existe un
voisinage L de a, un voisinage YV de b et
un difféomorphisme ¢ de W sur U tel que :

pay="5b et go@=f|wu-+gl)—r(a)

Si, plus généralement, étant donné fE &,
il existe un entier & vérifiant J(f) D M} (ce
qui, par le lemme de Nakayama, équivaut
a = dimg §,/J(f) < + o), alors fest
déterminé, & changement de coordonnées
local pres, par son jet d’ordre 2k : en effet,
MIAF) D M2kl ce résultat m'est pas le
meilleur possible, mais peu importe.

Un tel germe est dit de détermination finie
(on dira aussi que O est un oint singulier
de f de détermination finie). En particulier,
la topologie des hypersurfaces de niveau de
f au voisinage de O est 1a méme que pour un
polynéme P! Ce polyndme n’est d’ailleurs
pas quelconque puisque, si P: C"—C
désigne son complexifié, la condition
J(f) D Mk (et donc J(P) D M) équivaut a :
0 est un point singulier topologiquement isolé
de P, d’apres le Nullstellensatz de Hilbert.

En particulier, un point singulier de
détermination finie est isolé; st N est
compacte, une fonction f :N— R n’ayant
%ue des points singuliers de détermination

nie ne peut avoir qu'un nombre fini de
points singuliers.

Considérons dans J§(R", R) I’ensemble Z

formé des jets de la forme z = j*f(0), avec
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dim g &./(0() + M) > k (par exemple, si
n = 1, alors JE(R,R) s’identifie & I'espace
vectoriel de dimension k -+ 1 des polyndmes
A une indéterminée, 4 coefficients réels, de
degré < k et Iy est réduit aux polyndmes
constants); il est facile de voir que cette
condition ne dépend que de z et que f € &,
est de détermination finie si et seulement §'il
existe k tel que j*f(0) & Zx (fig. 1)
L'intérét de cette caractérisation est que 2
est défini par des équations algébriques dans
J¥(Rn, R) ~ R¥ : en effet, pour écrire que
la codimension du sous-espace vectoriel
() + M/ Ml de Tespace J§ (R R)
= £,/ M} est supérieure ou égale a k, on
annule certains déterminants (mineurs) dont
les coefficients sont des dérivées de f en 0,
c'est-a-dire de coordonnées de z = j&f(0)
dans J} (Ro, R).

Remarquons enfin  que, si z = jkf(0)
EXetsip &Ly on a j*(fo ) (0) € 2y ;
on en déduit un sous-fibré & de JX(N, R),
qui, au-dessus d’'une carte locale de N,
s'identifie 3 R#X I € R7 X JE(R7, R)
(voir fig. 1 pour le cas n = 1).

Soit S C C* (N,R) le sous-ensemble
formé des fonctions f telles qu’il existe k avec
JEAN) N & = @ (fonctions de type singu-
lier fini, ou T.S.F. dans la terminologie de
J. Mather). Si N est compacte et si f€ §,
alors f n’a qu'un nombre fini de points
singuliers, tous de détermination finie, et est
donc susceptible d’une étude géométrique.

On peut montrer que, lorsque & tend vers
+ oo la codimension de X dans J§ (R, R)
tend vers + oo, on en déduit, 4 'aide d’un
avatar du théoréme de transversalité de
Thom, que 8 est de « codimension infinie »
dans le sens ot toute famille 3 un nombre
fini de paramétres de fonctions (plus précisé-
ment toute application continue d’une variété
compacte dans C*(N, R)) peut étre transfor-
mée par une déformation arbitrairement
petite en une famille de fonctions T.S.F.

5 Codimension d’une fonction

Nous allons interpréter ce qui précede en
termes de Paction sur C*(N, R) du groupe

.G = Diff N x Diff R, produit du groupe des

difféomorphismes C* de N par le groupe des
difféomorphismes C* de R (changements de
coordonnées C*® a la source et au but). Ce
chapitre 5, sans démonstration, est destiné
a rendre plus intuvitives les définitions qui
seront données au chapitre suivant dans le
cadre des germes.

Soit £ &€ C*(N, R) ; nous dirons que f est
stable §il existe un voisinage WL de f dans
C*(N, R) tel que, pour tout g € U, il existe
un difféomorphisme ¢ de N proche de
lidentité et un difffomorphisme 1 de R
proche de l'identité (et méme, si 'on veut,
égal & lidentité en dehors d’un voisinage du
compact f(N)) tels que g=1 ofo@ L
Autrement dit, f est stable si I'orbite locale
de f sous 'action du groupe G est ouverte.

Le probleme de la stabilité est facile a
résoudre dans le cas d’une action
a:G X M—M de classe C” d’un groupe
de Lie G sur une variété de dimension finie
M : il suit, en effet, du théoréme du rang
constant (qui découle du théoréme des
fonctions implicites) que les orbites sont des
sous-variétés (images d’immersions injec-
tives). Une condition nécessaire et suffisante
de stabilité de m € M est donc la surjectivité
de la dérivée en 1'élément neutre e de G
de lapplication A:G-—M définie par
A(y) = a(y, m)\- ) -

Dans le cas oli il n’y a pas stabilité, notons
S C G le stabilisateur de m et choisissons
une sous-variété S de M contenant m dont
Pespace tangent en m soit un supplémentaire
de espace tangent en m a lorbite G . m de
m. La dimension c(m) de S, qui n’est autre
que la codimension de I'image de DA(e), est

gpge]ée la codimension de m. La restriction
2 G X Sde o aune dérivée en (e, m) de rang
maximum (submersion), et elle se factorise
au voisinage de (e, m) a travers un difféomor-
hisme d'un voisinage de (e, m) dans
gG/E,,, % S sur un voisinage W de m
ans M.
On en déduit 'existence d’une application
C*® de W dans S X G, p > (A(p), Y(»)) telle
ue Zx\%) = p, y(p) = Id pour tout p dans

N aL, f = a(y(p), A(p)) pour .tout
dans QL. L’étude des orbites au voisinage d!é
m se raméne donc a celle de leur trace sur
S. En particulier, toute famille 4 k parametres
d’éléments de W (c’est-a-dire une application

:Rk— U de classe C) s'obtient par
action d’une famille 2 k parametres d’élé-
ments de G a partir d’une telle famille dans
S (fig. 2 pour le cas ot k = 1). Le cas ol
g) est prés d’un paramétrage o : Re(m — arl
de S au voisinage de m est particulierement
intéressant : on obtient un résultat de stabilité
sur la famille o, la famille @ n'en différant
pas modulo Paction du %roufe apres change-
ment de paramétrage (fig. 3).

Dans le probléme qui nous oceupe, M est
remplacé par C°°2N, R), m par_ une
fonction f et G par Diff N X DIiffR.
L'espace " vectoriel ~topologique C”(N, R)
est métrique complet (espace de Fréchet);
le role de l'espace tangent en [Pidentite

fig. 2

La famille S est transverse & orbite locale O(m) de
{élément m (supposé de codimension finie) ainsi
qu‘a I'orbite locale Ofp) d'un point p assez voisin.
On a représenté également une famille & un para-
meétre (courbe) te ¢lr) et la famille & un para-
métre t> 7lclt)) correspondante dans S.

Caractére universel d'une famille transverse.

fig. 3

Stabilité d'une famille transverse.
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fig. 4

TR=RxR

2° projecti
™ Df projection R

Construction de I'application DAle}.

4 G est tenu par I'(N) X I'(R) (en désignant
par I'(V) ensemble des champs de vecteurs
C® sur V); lapplication a est ici
al{@, 9, f) = Yofop-! et la dérivée en
e = (Identité, Identité) de A est I'application
DA(e;: P(N) X F(R) — C*(N, R) définie
(ﬁlg. 4), aprés identification du fibré tangent
TR 2 R X R, par :

nof—Dfo§ = (f, DA()E, m).

Si N = R#% on peut identifier £ & une
application (£, ..., %,,) de R~ dans R7, q &
une application de R dans R, et on a :

DA()(E1y wves Eny 0)(x)

= O + Z a—afl(x)gmx).

f=1

On appelle encore codimention de f la

g)zii(m)ens:on dans C*(N, R) de I'image de
e).

Malheureusement, le théoréme des fonc-
tions implicites, valable dans les espaces de
Banach, est en général faux dans les espaces
de Fréchet! F. Sergeraert a su cependant
adapter le théoréme de fonctions implicites
raffiné de Nash-Moser 4 cette situation, et
il en a déduit le théoréme suivant, formelle-
ment analogue a I’énoncé en dimension finie.

Théoréme de structure. Soit f &€ C”(N, R)
une fonction de codimension finie ¢; soit
S C C*(N, R) la sous-variété linéaire formée
des fonctions de la forme :

[+ Z Aifi, (M, Ac) € RS

i=1

ou fi, .. fc engendrent un sous-espace
vectoriel de C”(N, R) supplémentaire de
Pimage de DA(e). 11 existe un voisinage W
de fg dans C®(N,R) et une application
C*® (dans un sens facile a préciser)
g (Ai(8), s Ae(g), @(8), ¥(g)) de W dans
Re X Dif N X Diff R telle que toute fonc-
tion g dans U s’écrive :

g =)o (f+ Z k:(g)f,-) o 9(g).

fe= 1

L’application définie sur un voisinage de
0 dans Re par :

0\1, seey Az:) ’_’f+ )‘ff’

i=1

(c’est un paramétrage de S) est appelée un
déploiement universel de f : toute famille de
fonctions contenant f est équivalente, au
voisinage de f, a une famille de fonctions de
S, modulo Paction d’une famille de change-
ments de coordonnées & la source et au but.
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C™iN, R}

orbite
locale
U de g,

Hig. 5

La variété N = S’ est ici le cercle. On a considéré des fonctions ¢ obtenues en composant un plongement ¢
du cercle dans le plan avec la projection p sur I'axe des y {identifié & R1),

Exemple d'orbite de codimension 1 de C*(N, R) formée de fonctions de Morse ayant deux valeurs critiques égales.

Pour étudier géométriquement les petites
déformations de f, il suffit donc d’étudier les
éléments de S (qui est de dimension finie !).

Il est temps de faire le lien avec les
chapitres précédents : les fonctions stables sur
une variété compacte sont exactement les
Jonctions de Morse excellentes, c’est-a-dire les
fonctions de Morse dont toutes les valeurs
critiques sont distinctes (f ne prend pas la
méme valeur en deux points singuliers
différents). Il est facile de vérifier que ces
fonctions forment encore un ouvert dense
dans C*(N, R). Plus généralement, les fonc-
tions de codimension finie sont exactement
les fonctions T.S.F. (qui sont déja de codi-
mension finie si on remplace Diff N X Diff R
par Diff N seul). Le calcul de la codimension
de f ne fait intervenir que la restriction de
S a un voisinage de Pensemble Z(f) de ses
Foints singuliers (techniquement, on utilise
es notions de multigerme et de multijet).
Mais il ne suffit pas, ﬁien entendu, d’ajouter
les contributions locales de chaque point
singulier; il faut encore tenir compte des
coincidences de valeurs critiques : par exem-
ple, une fonction de Morse ayant exactement
deux valeurs critiques égales est de codimen-
sion 1 (fig. 5).

Le plus gros du probléme concerne cepen-
dant J’étude du germe de f en un point
singulier, et c’est cette étude que nous
abordons dans le chapitre suivant. Pour
simplifier encore, nous ne considérons que
Paction du groupe Diff N : I'image de DA(e)
devient alors I'idéal de C*(N, ﬁ) engendré
dans une carte par les 8f/ dxy, i =1, ..., n,
qui n’est autre que l’avatar global de J(f).

6 Déformation universelle
d’un germe de fonction
de détermination finie

Le chapitre précédent est censé rendre
naturelles les définitions suivantes (Thom,
Mather...).
Si fe€ &, on appelle R-codimension
%rz'ght-codimension) de f'la codimension dans
» de I'idéal jacobien J(f) considéré comme
sous-espace vectoriel :

R-codim f = u(f) = dimy &,/3(f).

Nous supposons cette dimension finie ; ce qui
équivaut, d’aprés le chapitre 4, a supposer

S de détermination finie. Le R de R-codimen-
sion signifie right, c’est-a-dire droite;
en effet, on ne considére ‘que I'action
« & droite » de Diff Rn- définie - par
o, /) = fog~! en oubliant Paction « 2
gauche » de Diff R.

On appelle déformation & ] paramétres de
S un germe F € &,,, représenté par :

F:R7 X R, (0,0)— R, F(x, f) = fi(x),

dont la restriction fo 8 R X 0 coincide avec
/. 11 est important de noter qu’il n’existe pas
de topologie sur &, telle quune déformation
soit une application continue dans &, d'un
voisinage de O dans R’ : une telle définition
serait trop locale, le domaine de définition
d’un représentant de f;, t € R} pouvant
devenir de plus en plus petit lorsque ¢
s’approche de 0, et laissant échapper les
points singuliers que ’on veut étudier (fig. 6) ;
on voit ici pourquoi le probléme global se
préte mieux a Pintuition géométrique.

fig.6

Pour chaque valeur de 1, f{x} est défini pour
— a < x < a (région grisée). La courbe en trait
plein est un ensemble de couples (¢, x} ou x est
un point singulier de 7. Si on connait £, alors que
les germes f, ne sont connus que par un repré-
sentant défini sur le segment vertical indigué sur
la figure, les points singuliers sont «invisibles ».

Problémes liés & la définition d’une déformation continue
d'un germe.




Etz}nt donné une déformation F, on Tui
associe le germe d’application :

F:R*x R, (0,0)— R X R/

défini par F(x, t) = (F(x, 1), t) : on dit que

F est le déploiement a | paramétres de [

associé a F.

_ Deux déformations F et G de f sont
isomorphes §'il existe un germe de difféo-
morphisme :

& : R %X R/, (0,0)— R" X R}, (0,0)
de la forme : >
d(x, 1) = (@(x, 1), 1), tel que G = Fo d.

On peut interpréter @ comme une famille a
I paramétres de difffomorphismes définis sur
un ouvert fixé de R~ Remarquons que
seul x — ®(x, 0) préserve I'origine : deman-
der cela pour tout ¢ revient a considérer
Paction sur &, du groupe L, des germes de
difffomorphismes de R7, 0; P'espace tangent
en f A lorbite de f est ici M I(f).
Lprsgue w(f) < + o, on montre que
dim &,/M,J(f) — dim 8,,/.!(1[) = n, ce qui
correspond aux n degrés de liberté accordés
a d(x, 1).

Si A :Rm 0— R, O est un germe d’applica-
tion, on définit la déformation image récipro-
que h*F de F par la formule A*F(x, f)
= FSx, h(1)). Une déformation F de fest dite
verselle si toute autre déformation de f est
isomorphe 2 une image réciproque de F; elle
est dite universelle (ou miniverselle) si de plus
I = u(f). On voit facilement que, si F et G
sont deux déformations universelles de f; F
est isomorphe a Pimage réciproque de G par
un germe de difféomorphisme.

Dans la situation globale du chapitre
précédent, un paramétrage régulier de S au
voisinage de f mérite le nom de déformation
universelle de f.

La notion opposée est celle de déformation
triviale, cest-a-dire telle que f; soit indéf)en-
dant.de 7. La déformation F est triviale si
et senlement si 0F/@¢ appartient & lidéal
J(F) de En.1 ce qui implique, pour ¢ = 0,
que :

aF

t

€ J()

t=0

et justifie, ¢'il est besoin, la définition de Ia
codimension de f.

L’analogue du théoréme de structure du
chapitre 5 s’énonce alors : Soit f € &, un
germe de R-codimension finie p. Une défor-
mation F (3 p paramétres) de fest universelle
si et seulement si les classes des germes
3F/34(x,0), i =1, .., j, engendrent le
R-espace vectoriel &,/J(f EL

Nous indiquons une démonstration trés
simple, due & J. Martinet, de ce théoréme
dans le cas du germe f€ & défini
par f(x)==x7 Ici J(f) = Me-l et
£./1(f) == Rn-1 est engendré par les
classes des germes 1, x, ..., X7~ ; un candidat
Eai stre une déformation universelle de f est

one :

n—2
F(x, to, .or tn_z) = X7 4
i=0

tixi

Soit G(x, 5) = x7 + g(x, 5), avec g(x, 0)
= 0, une déformation a 1 paramétre de x”
(le cas de [ paramatres se traite par récurrence
sur /) et soit :

n—2
H(x, to, -cr tn—2,8) = X7 + tix! 4+ gx, 5).
=0

L’idée est de considérer H comme une
déformation de la famille F et de jouer sur
1a stabilité de cette famille (penser & la figure
3 du chapitre précédent) qui se traduit par
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la trivialité de toutes ses déformations. Plus
précisément, on cherche a construire un
germe en O de - difféomorphisme ¥ de
Ro-1 X R de la forme ¥(to, .., tn-275)
= (b (Lo, o0y th-2), S), ol Q’o est Pidentité
(famille de difféomorphismes de R7-7 au
voisinage de 0) tel que H soit isomorphe a
I'image réciproque de F par le germe de
submersion 4 : R7—1 X R — R#~1 défini par
h(to, voey Fp 2y S)' = ’?)s_l(lo, ey tn_z) (fig. 7)

On en déduira la versalité de F en se
restreignant a ¢ = 0.

On note U (fo, ...y tn—2) = (Uol2, 5),
vy Un-2(t, 5)) et on cherche un germe de
difffomorphisme @ de R7 X R"~1 X R de
la forme :

b(x, 1,5) = (P(x, 1,5), 1,5)
tel que Hod = A¥F, Clest-a-dire
n—2

H(d(x,1,5), 8, 8) = x7 + u;(t, $)x7;
i=0

ce qui, aprés composition avec W, s’écrit :

ne2
H®Cx, Bu(2), $), Ba(0), $) = x7 + z L,
i=0

fig. 7
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Démonstration du théoréme de déformation versélle.

En dérivant par rapport & s, il vient une
identité de la forme :

0H
——a—;(x, t, )X, 1, 5)

n—=2

aH oH
— Z—é-;;(x, L) 5) + 5= (5 1,8)=0
i=0

(ici, les signes — sont mis pour la commodité
des calculs).

Si, réciproquement, on trouve X(x,?,S5),
a; (2, 5), pour i = 0, ..., =2, vérifiant cette
identité, on construit ¥ et & par simple
intégration de champs de vecteurs ﬁcomparer
3 Pesquisse de démonstration du lemme de
perturbation par MJ? au chapitre 4).

Puisque Pon a :

oH
it = x/
al/(x,s,t) x4,

l'identité ci-dessus s*écrit :

oH
—BT(X’ 5, 5)

n—2
9
= X(x, t,s)a—};(x, 4, 8) + at, s)x!
i=0

et peut s’interpréter comme une identité de

division de 0H / 05 par :
dH R d
. g,
—_— — n—1 i1 -2
ax (x,1,8) = nx + itix =1 + Bx(x' $),

i=1

qui est une perturbation de nx-! par lequel
on sait bien diviser.

Si n =2, cas d’'un germe non dégénéré,
Pexistence de cette division est une.simple
conséquence du théoréme des fonctions im-
plicites : Soit en effet @(#, s) 'unique germe
C® tel que :

o0, 0) =0, % (@(1,5), 1,5) =0,

qui existe puisque :
3 dH

3757000 =250

On déduit de la formule de Taylor que :
oH
YA ¢t $), 1, 5)

=Y(z18)2+ —aa—I: (@, 5), 1, 5)
et

%% G+ ot 9),1,8) =Ulz1,5)z

avec U(z,0,0) = 2.
Ainsi U(z, ¢, 5)-1 existe au voisinage de
(0,0,0) et 'on a:

oH oH .
35 (x 1) = X(x, t,5) F;(x, t,8) + m(t;, s)

avec :
X(x, t,5)

= Y(x— ¢(t, 8), 1, 5) . Ulx — @(t,5), £, 5)~?
et

ao(t, 5) = '?a—I:(CP(tr §), 4 5).

Si n > 2, cas d’un germe dégénéré, lexis-
tence de cette division résulte du théoréme
de B. Malgrange (cf. Etude des idéaux de
fonctions différentiables, dans le chapitre 3
de CALCUL INFINITESIMAL - Caleul & plu-
sieurs variables? : ce théoréme généralise au
cas différentiable le théoréme de préparation
de Weierstrass et peut étre considéré (comme
Tavait prévu R. Thom) comme le théoréme
de base de la théorie des déformations. 11
s'agit de montrer que, si g(x, 1), x € R, est
un germe C* vérifiant :

dig _ . org
3}—1(0, 0) =0, pour i<p m(o, 0)5£0,

et si F(x, u) est un germe c® quelconque,
il existe une identité de division :
p—1
(D) Flx, u) = q(x, u) . glx,u) + o (u)xi
i=0
De méme que ci-dessus (cas n = 2),
on s'est ramené & une division par
z = x — ¢(u), on_peut ramener (D) & une
identité de division par le polyndme
générique :
p—1
Po(x, A) = x? 4+ Arxi
=0
oll les A; sont considérés comme des para-
metres, soit :

(D.P) F(x, u) = Qx, u, WPy (x, 1)
. .
+ Z Ay, Ayxi

i=0
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fig. 8

(A) —
T—y
™
™~

La sous-variété A n'est pas transverse au point x
& la famille de toutes les droites « verticales ». Un
tel point de non-transversalité ne peut pas étre
éliminé par une petite déformation.

Exemple de point de non-transversalité.

On remarque, en effet, que le systéme
d’équations Az, \) =0, i=0, ..., p—1,
vérifie, lorsque F(x, u)=g(x, u), la
condition :

det ( S4i, 0)) #0,

Ay 0<if<p—1

ce 3ui fournit une solution Ag(w), ..., A, —1(x)
et donc une identité (de Weierstrass) de la
forme g(x, u) = U(x, u) . Pp(x, Mx)), oa U
inversible, qui permet de passer de (D.P.)
a Clest donc dans la division par
P,(x,A) que sont concentrées toutes les
difficultés ; contrairement au cas holomorphe
(Weierstrass), cette division ne peut pas étre
unique, car le nombre de racines réelles de
P, (x, A) varie avec A : pour les valeurs de
A telles que toutes les racines de P,(x, A)
soient régles, la division est unique (le reste
est donné par le Eolynéme d’interpolation de
Lagrange); le théordme affirme Iexistence
d’un prolongement de cette division & I'en-
semble des valeurs de A pour lesquelles
certaines racines de P, (x, A) sont non réelles
(on pourra lire la structure de cet ensemble
sur les figures 9, 10, 11 pour p = 3, 4, 5).

7 Stratification de C*(N,R) — X
et familles « génériques »
de fonctions

On peut caractériser les déformations ver-
selles par une propriété de transversalité
(comparer 2 la transversalité de S 2 Porbite
locale de f au chapitre 5) : si f€ &, est
déterminé A difféomorphisme local prés par
son jet d’ordre k, alors F € &,.; est une
déformation verselle de f si et seulement si
I’application @ : R7*/i— J¥(R#, R), oll ¢(x, 1)
est le jet d’ordre k en 0 de y+~» F(x + 3, 1),
est transverse en (0, 0) a I'orbite ['*fde j¥£(0)
sous I'action du groupe L¥ des k-jets en O
de difféomorphismes locaux de Rz, 0.

Cela pourrait laisser croire que, « en
général », une famille de fonctions est un
déploiement versel de chacun des éléments
de la famille (au niveau des germes ou au
niveau global).

S’il en est bien ainsi pour des familles
dépendant d’un petit nombre de parametres,
il n'en est rien dans le cas général, car les
orbites dans J§(R~, R) (resp. dans C* (N, R))
de I’action de L¥ (resp. de Dif N X Diff R)
forment des familles continues (modules) et,
si la transversalité 4 une sous-variété est une
propriété vérifiée « en général », ce n’est plus
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le cas -de la transversalité 4 toutes les
sous-variétés d'une famille (fig. 8).

Il est naturel de chercher a grouper ces
familles d’orbites en sous-variétés (ouvertes)
formant une partition localement finie
(stratification) de JE(R~, R) — X, (resp.
C” (N, R) — %) ayant d’assez bonnes pro-
Friétés (stratification de Whitney) pour que
a transversalité & chacune des sous-variétés
de la partition (strate) soit vérifiée « en
général ». De telles stratifications ont été
construites par R. Thom et J. Mather.

Un exemple simple de module nous est
fourni par la famille des 4-jets en O des
fonctions x3y — xy3 + tx2y?’= f, x,y); le
birapport des quatre droites f71(0) est un
invariant de Porbite et vari¢ confinfment
avec 7. Remarquons que, dans cet exemple,
les germes f; se déduisent I'un de I'autre par
un changement de coordonnées continu
(mais non différentiable). Dans le cas général,
les éléments d’une méme strate auront
« méme type topologique » (en fait méme
type topologique universel, ce qui est plus
fort) et une %amille transverse a la strate sera
une déformation topologiquement verselle.

Connaitre la géométrie de cette stratifica-
tion peut alors étre considéré comme une
réponse i la deuxi®me question posée dans
Pintroduction.

Lorsque la codimension est petite, le
froupe agit transitivement sur les strates, et
a stratification peut étre complétement dé-
crite. C’est cette description que nous esquis-
sons dans le chapitre suivant.

8  Classification des germes
de petite codimension |

Appelons stablement éguivalents deux germes

& &, g€ &, tels que (X1, o0y X5) el g(x1,

vy Xg) + Q(¥g 41, ..oy X) soient dans la méme

orbite ‘de L, ob'Q est un germe dé Morse
(qu’on peut donc supposer étre une forme
3uadrat1que non dégenérée). Les théories de

¢formation de f et g sont analogues car
En /I(f) == 83/3(g). Soit maintenant
S € M, un germe singulier tel que le rang
de la matrice :

a2f

(axiaxj )l<i.j<n
soit égal & n—g. A P'aide d’un feuilletage
de R7 par des (n — g)-plans transverses au
noyau de cette forme quadratique, on peut
considérer f comme une déformation 2 g

arameétres d’un germe de Morse dans &,

‘expression, établie au chapitre 7, de Ta
déformation universelle d’un germe de Morse
nous fournit un germe g € M2 C §, tel que
J et g soient stablement équivalents, On
appelle g le corang de 1f Cette remarque est
fondamentale pour Ia classification des
germes de petite codimension car :

dim &,/3(f) = dim &,/1(g)
> dim &/(J(g) + M})

1 1
>1+q+5q(q+l)—q=1+iq(q+l).

puisque J(g) 4 M2 est engendré par les
générateurs de M et ¢ polynémes homo-
genes de degré 2 (le premier terme du
développement de Taylor de chacune des
dérivées partielles de g). Par. exemple, si
ix < 6, on aforcément g < 2 : c’est le cas pour
a théorie des catastrophes élémentaires ot
r< 35, ce qui explique que celles-ci soient
représentées par des fonctions de 1 ou 2
variables seulement ! :

En cherchant par quel jet les germes sont
déterminés, on arrive facilement a la classifi-

fig.9
D) X F(C) F(D) z
) "
‘\ « F
——
F(B)
K s FIY) = FIY2) = F{Ya) \ s
/ >
Y, Fla}
B
——-"/n
3x*+%=0
7 '
Bif{F) = n(K}
S
4 4
1 +
X — X -+ X
0] 0
1< 0 A=0 1>0
La formule est ici F{x, .} = [ + J.x, 7). )
Sur la partie supérieure de |a figure, on a représenté I'application F: & et 7 sont les projections sur le second
facteur, & savoir wix, n) =7 et w'{z o) =7
La partie inférieure de la figure représente des graphes des fonctions 1, définies par 1{x) = Fix, 7).
Déploiement universel de x — x°.
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Max (F)

fig.10

\/ N
I

(e} (f}

La formule est ici Fx, 7, g} = (% + Jux? + 2%, A, 2gh

etn'(z, My, 2o} = (. ha).

position du point A= {%;,A,) dans le plan des paramétres.

Déploiement universel de X~ x* feusp).

Les applications % et ' sont respectivement les projections sur le plan des paramétres définies par m{x, ki A} = (h,A2)

Une équation de I'ensemble de bifurcation Bif(F) est ici 4(7%)3 + 27(231:)2 =0,
La partie inférieure de la figure représente des graphes des fonctions £, définies par £{x) = F(x, Ay, A2) suivant la

lg) (o]

fig. 11

L
/

“’7\"7\“_/',
_/_-_\/(;)__\/___

La formule donnant le déploiement est ici :

FiX, 7o hg ha) = (68 + hax® + 20 R, My, D, B
On a représenté seulement Bif(F) et Max(F} dans
I'espace des paramétres, qui est de dimension '3 :
Bif(F) est la queue d'aronde en trajts épais -et
Max(F) la queue d’aronde en traits fins,

Les arétes de rebroussement de Max{F) corres-
pondent & des fonctions £, du type {a), c'est-3-dire
4 1a naissance d’un couple de points singuliers a
un niveau critique; . la courbe d’auto-intersection
de Max(F), en tireté, correspond a des fonctions
de type (b) présentant deux maxima au méme
niveau et-deux minima au méme niveau.

Déploiement universel de x> x° {queue d'aronde).

cation de René Thom (on a supposé

f©)=0):

p =0 germe régulier,
p =1 germe de Morse,
txp l=) 2 germe stablement équivalent & x}
1),
p = 3 germe stablement équivalent 2 + x}
(fronce ou cusp),
p=4 germe stablement équivalent 2 x3}
(queue d’aronde)
ou a xai——3x1x§ (ombilic elliptique)
ou 2 x} 4+ x3 (ombilic hyperbolique),
g =35 germe stablement équivalent a + x$
(paptiilon)
ou 4 x3x; + x4 (ombilic parabolique).
La déformation universelle de x» a déja
été écrite ; des déformations universelles des
ombilics sont, par exemple, les suivantes :

ombilic elliptique :
x? -3 X)X% + Ag=— Ax1— Aaxa + 7\.3(}{% -+ x%_)

ombilic hyperbolique :
x} 4 x3 4+ Ao— Mxy — Aoxa + Asxixa

ombilic parabolique :
x2x7 4+ x§ + ho— Aaxs — AaXz + Aax] + Auxd.

Remarquons que tous ces germes sont
représentés par des polyndmes quasi homo-
génes ; en particulier f € J(f) : une consé-
quence de cela est I'identité, pour les germes

ayant un j petit, entre la théorie des
déformations que nous avons considérée
(changement de coordonnées 4 la source
seulement) et la théorie- dans laquelle on se
permet aussi des changements de coordon-
nées au but; en effet, on déduit de I'expres-
sion de DA(e) donnée au chapitre 5 que, dans
cette derniére, J(f) doit étre remplacé par
Pespace vectoriel

o

) + zR.fi

=0

qui, dans le cas quasi homogéne, se réduit
a4 J(f) + R. 1 : autrement dit, seul le terme
constant de la déformation verselle disparait,
ce qui signifie qu’on ne perd rien en
remplagant 'ensemble des difféomorphismes
de R par les seules translations.

Nous pouvons donc utiliser les formules
qui précédent pour décrire la géométrie de
la stratification de C*(N, R)— X par les
orbites de Diff N X Diff R au voisinage d’une
fonction f dont toutes les valeurs critiques
sont distinctes et dont tous les points
singuliers sauf un sont de Morse, I'unique
point singulier dégénéré ayant une codimen-
sion p < 5. On part d’un des déploiements
universels donnés ci-dessus dans lequel on a
supprimé le terme constant Ao :

F:UXS—RXS.

Dans ce déploiement universel, U est un

voisinage ouvert de 0 dans R?, n = 1 ou 2,

et ot S est un voisinage ouvert de 0 dans
Re—1, Soit :
Fa(x) = Fx, Ay cooy Ap—1)

Bt

- (f(x) + Z)”fj(x)’ My oo 7»..~1);

=1

ici f désigne le germe de la fonction
considérée fau voisinage de son unique point
singulier dégénéré, et les classes de 1, /IZ, -
S w1, engendrent &,/J(f).

Soit C C U X § P'ensemble (algébrique)
des couples (x, A) tels que x soit un point
singulier de f3, c’est-a-dire :

—1
af X af;
—B_E(X) + z}”—é—x—,(x)z 0,

[z

pour tout j.

Le début du présent chapitre 8 nous
permet de supposer que j2f(0) = O et donc
que fi(x) =x; pour i=1, ., n On en
déduit que C est un graphe, donc une
sous-variété C* de U X S. On voit alors
facilement que I'ensemble K des points
(x,A) € C tels que x soit un point singulier
dégénéré de f), n'est autre que 'ensemble des
points ob la restriction de F a C n’est pas
de rang maximal, ou encore 'ensemble des
points olt la restriction & C de la projection
7:U X S— S n'est pas de rang maximal.

Notons Bif(F), ensemble de bifurcation
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dé F, Pimage m(K) C'S ; ¢’est 'ensemble des
points A tels %ue /), ait au moins un point
critique dégéneré. I}:’lmage F(C), graphique
de ]C:{, est une sous-variété algébrique de
R X S; la projection sur S de ses points
singuliers est réunion de Bif (F) et de
’ensemble Max(F), ensemble de Maxwell de
F, des valeurs de A pour lesquelles fi
a au moins deux valeurs critiques égales.
On peut montrer que, s1 A1 et Ay sont
dans la méme composante connexe de
S — [Bif(F) U Max(F%ﬁ} alors [, et [, sont
deux fonctions de Morse excellentes se
déduisant 'une de P'autre par un changement
de. coordonnées dans U et une translation
de R. Pour obtenir la trace sur S de la
stratification cherchée, il suffit donc de
décomposer Bif(F) et Max (F) en orbites, ce
c91ui peut se faire explicitement (voir les figures

4 13). Il reste & montrer, mais ce n’est pas
difficile, que la stratification obtenue au
niveau des germes coincide ayec la stratifica-
tion définie au voisinage de f par les orbites
de Diff N X Diff R sur une sous-variété de
dimension p— 1 transverse a l'orbite de f.
Pour des fonctions T.S.F. { plus générales,
on raisonne de méme avec le multigerme de
f en ses points singuliers dégénérés.

Les figures 9 et 10 explicitent les construc-
tions ci-dessus pour les germes x3 et x4.

Les figures suivantes ne concernent que la
stratification dans S ou des sections de celle-ci
par des plans.

I apparait que, comme nous I'avons
indiqué dans le chapitre 7, la stratification

par les orbites -est -localement. finie pour ces
valeurs de

V. I. Arnold et son école ont montré que
la classification des singularités suivant la
« modalité » (ou nombre de modules,
c'est-a-dire le nombre maximal de parameétres
continus dont dépend une famille d’orbites
contenant I'orbite considérée) présente une
étonnante richesse de structure : par exemple,
les singularités sans module (dites singula-
rités simples) sont associées aux groupes de
Coxeter Aa, Da, Ee, Es, Es, et donc aux
solides platoniciens (Arnold, Critical Points
of Smooth Functions).

9 Lien avec la théorie
des déformations des germes
d’ Iypersurfaces analytiques
et 'équisingularité

Dans ce chapitre, nous supposons f(0) = 0.

germes . de détermination finie
ont été caractérisés par la finitude de
w(f) = dim &, /J(f); on peut montrer
que) Ceé:cl gq?(l}/z}ut))é \l%f }i(r}lgu(cil;_ de
7(f) = dim &,/(f, ou (f, ésigne
l’ggéal engendré par les germes de /, 0/ /8x1,
s 0f /08X, (cette équivalence est propre au
cas ol le but est de dimension 1). Si df est
analytique complexe, cette derniére condition
signifie  que 0_est un point sipgulier de
I'hypersurface f-1(0) de C», ol f désigne le
complexifié de f.

On peut interpréter 7 comme_une. codi-
mension (le groupe des germes de difféomor-
hismes de R7 en O est remplacé par le groupe
de Mather) : deux germes fet g tels que
f(0) = g(0) = 0 sont dans la méme orbite
si et seulement si f—}(0) et g—'(0) sont
isomorphes au sens de la géometrie algébri-
que. 1l est facile de développer dans ce
nouveau cadre une théorie des déformations :
I’énoncé classique du théoréme de prépara-
tion de Weierstrass s’identifie alors (modulo
une translation supprimant le terme en x7-1)
au théoréme des dé}f)ormations K-universelles
pour le germe x7.

Cette théorie est plus simple que celle du
chapitre 8 : en particulier, les déploiements
K-versels de f & #l, ne sont autres que les
déploiements stables comme germes d’appli-
cation de Ro+k dans RI*4 c'est-a-dire in-
changés aprés perturbation modulo change-
ments de coordonnées C” 2 la source et au
but ; cette remarque est d’ailleurs a la base
de la classification par J. Mather des germes
d’applications stables.

onsidérons maintenant un germe holo-
morphe £ : C7, 0 — C, 0 de codimension finie
et un déploiement K-universel

F:CrXCLk0—-CXCKO

de f (la théorie complexe est en tout point
analogue 2 la théorie réelle).
Notons X = F~1(0 X C¥), S = 0 X Cket

fig. 12

est de dimension 3.

Déploiement universel de l'ombilic elliptique.

On a représenté Bif(F), en traits forts, et des strates de Max(F}, en traits fins, dans I'espace des parametres qui

La figure a représente les courbes de niveau de la fonction qui correspond au point O, c'est-a-dire aux valeurs
{0, 0, 0) des paramétres, et la figure a’ représente le graphe de cette fonction (selle de singe).

Les figures b et ¢ représentent respectivement les courbes de niveau d'une fonction £, pour 2 appartenant & 'une
des surfaces constituant Max(F) ou a la courbe d'intersection de ces trois surfaces.

HQ

TN

46

fig. 13

On a représenté Bif(F), en traits forts, et Max(F), en
traits fins, dans l'espace des paramétres qui est
de dimension trois; o et § sont les courbes
d'auto-intersection.

Les figures a, b et ¢ représentent respectivement
les courbes de niveau d'une fonction £, k= {2,
Rz, 3l correspondant 8 = 0 en g et & % € Max(F)
en b, tandis que, en ¢, i appartient & I'aréte de
rebroussement de Max(F), qui est aussi I'aréte de
rebroussement de Bif(F).

Dépioiement universel de I'ombilic hyperbolique.

soit G : X, 0 — S, 0 la restriction a X de
F. L’ensemble X est un germe de sous-variété
analytique sans singularité de C» X Ck (C'est
un grap. e) et on montre que G est un germe
d’application stable, c}ul n’est autre que la
déformation universelle de Phypersurface a
singularité isolée f~1(0) au sens de la
Féométrxe analytique. La figure 14 faite dans
e domaine réel montre la déformation
universelle d’un point épais (c’est-a-dire avec
multiplicité) qui se déforme en plusieurs
points simples.

Finissons cette incursion dans le domaine
analytique complexe en effleurant un champ
immense, ’étude géométrique des germes
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fig. 14 . tig. 16
70

Fibration de Mifnor.

fig. 16

Avec les notations du chapitre 9, ona Flx, iy, hg) =" (X% + A1x + hp, 2, 1)

X = F 0 x R?) est ici la surface d’équation x° + J,x + ), = 0.

Le point « épais » GO} peut éclater en I'ensemble G™'(s) = {u, 8,7} de trois points simples. Le discriminant A
de Ja déformation universelle G est un cusp dans le plan des parametres.

Déformation universelle d'un point « épais » d'équation x° = 0.

d’hypersurfaces analytiques complexes : ce i partir. du_produit de la fibre F par
n’est pas s'éloigner du sujet initial puisqu'un  Lintervalle [0, 1] en identifiant les bords
germe TSF. pout se seprésenter par a5, (O) o G 4] e, cifiomer
olynéme dans des coordonnées locales bien b

cpho)i,sies et donc étre complexifié. Le lien g?é_lgolrggrogg;]gesegtlﬁ‘%élomecigp}ilésimis. ggntel
entre la géométrie et 'algebre est incompara- - gromie )1;p de la singula};lx)té et a donné ﬁe‘{;
blement plus étroit en complexe qu'en réel. 3 beaucoup de travaux.

Par exemple, si f est le complexifi€ du germe Si Q est un point singulier isolé de £ la fibre )
holomorphe f € &y, le nombre p(f) s'inter- . - de Ia fibration de Milnor a le type d homoto-

f)rete' comme le degré local en O de pie d’un bouquet de p(f? sphéres de dimen-
’application : sion (n —1)."Les (n-—1) classes d’homolo-

Pour-la commodité de la représentation, I'appli-
cation f-est-écrite comme composée f= o ide
la projection naturelle m; R’ x R — R et d'un

gie correspondantes s’appellent les « cycles i A ; )
Fe] 3 i . N h plongement / de R* dans R’ x R qu'on a repré-
Z = (zl, vy Zny > (E‘Z-Lx (Z), ey 5{;(2)) gg?%?éll?sagéspg;tgfa{t 5%5 I;?g%éggt)a\ll}gsseg? i Sfamérsur la figure. Ici ={Z(f})) est Vimage du lieu
lorsque v tend vers O. ' singuier.
de C» dans C#; on en déduit que, si : "~ Les variétés L obtenues sont trés intéres- Germes d'applications stables de R? dans R? : pfi en a,
. santes : leur structure est bien connue grice fronce en b.
F:ChnxX Cr0—-C a Pétude de la fibre dont elles sont le bord.
est une déformation (complexe) de f définie
sur un Petit voisinage U X V de 0 dans
Cn X C4, alors u(f) est le nombre de points -
singuliers dans U d’une fonction de Morse o fig. 17
de la famille (méme définition qu’en réel), -

c’est-a-dire le nombre de points singuliers
non dégénérés en lesquels se décompose le
point singulier 0 de f.

Une autre interprétation de p est donnée
par le théoréme de fibration de Milnor :
Considérons un germe holomorphe f : C7,
0 C, 0 de codimension finie ; s1 € est assez
petit, la (2 n— 1)-spheére S, de centre O et
de rayon e dans C# = R2? coupe f-1(0)
transversalement ; Pintersection est donc une
sous-variété L de codimension deux de S..
Par exemple, si n =2, alors L est une
réunion disjointe de cercles plongée dans S3;
c’est un noeud §'il 0’y a qu'un cercle (cas exemple de Thom
irréductible), un link sinon. L’intersection
E, , de la boule D, bordée par S, avec le

« cylindre » f-%C,), image réciproque du 9
cercle C, de centre O et de rayon 1) trés petit, 8 v
est espace total d’une fibration E; , — C 5 b
définie par zv f(z) (fig. 15). La fibre de 6 Z
cette fibration est une variété de dimension e
2 n—2 dont le bord est difféomorphe a L. e
Un champ de vecteurs dans D, permet de e
ousser cette fibre sur S, et de montrer que 2 .
A . . Whitney
application : 1L )
N 20t Emhahaibaihee o e e e e — e cas des fonctions
S @) 0 b o
] 2 8 910
Les points situés a I'extérieur de 1a zone grisée correspondent a des couples {n, p) tels que, pour dim N = n,
restreinte a SE — L est une fibration sur S! dim P = p, les applications stables sont denses dans C (N, P, Le point W de coordonnées {2, 2) a é1é étudie
dont la fibre est diﬁ“éomorphe A Pintérieur de par Whitney, tandis que Je contre-exemple T (9, 9) est di a René Thom,
la fibre precedente' Le théoréme dit « the nice range ».

Toute fibration sur le cercle est obtenue
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Par exemple, lorsque k varie de 1 a 28, les
équations :

2+ 422l 4 22=0
4
22 =1

i=0

définissent des variétés de dimension 7 qui
sont homéomorphes a la sphére §7 mais ne
lui sont pas difféomorphes : ce sont les
28 spheres exotiques de dimension 7 décou-
vertes en 1959 par John Milnor.

Pour montrer encore la richesse de P'inva-
riant p(f), citons le théoréme de L& Diing
Tring et Ramanujam affirmant que, si 7 = 3,
une famille de germes d’hypersurfaces de C»
dans laquelle I'invariant p reste constant est
équisinguliére (le type topologique ne change
pas). La restriction n £ 3 (est-elle réelle ?)
vient de ce que la démonstration utilise le
théoréme du A-cobordisme de Stephen Smale.

Dans une telle famille, le type analytique
peut varier. D’ailleurs Gabrielov a montré
que la dimension en O de I’ensemble des
valeurs A des paramétres d’une déformation

universelle de f pour lesquelles f A posséde
une singularité avec pu(f)) = u(f) est égale
a la modalité de f.

10 Le cas des applications

Etant donné deux variétés N et P de classe
C®, avec N compacte, une application
J :N-» P de classe C* est dite stable si son
orbite locale, sous I'action du groupe
Diff N X Diff P est ouverte. Lorsque P = %,
nous -avons vu que les applications stables
forment un ouvert dense de C*(N, P) et ont
%our seules singularités des points de Morse.
és 1955, H. Whitney a montré que, si N
et P sont de dimension deux, les applications
" stables forment un ouvert dense et ont pour
seules singularités des plis et des fronces
(fig. 16). %lufallut attendre R. Thom pour
avoir les premiers exemples de couples (N, P)
pour lesquels les applications stables ne sont
pas denses ; en fait, seules les dimensions »
et p de N et de P interviennent, Utilisant la
notion de déploiement K-versel (3 laquelle
nous avons fait allusion au chapitre 9),
J. Mather a pu classer les germes stables en
termes algébriques et en déduire pour quels
couples (n,p) les apglications stables for-
maient un sous-ensemble dense de C* (N, P)
(fig. 17).
Enfin, Thom et Mather ont pu montrer
ue les applications topologiquement stables
?on se permet des changements de coordon-
nées simplement continus) forment toujours
un ouvert dense. L’idée d’une démonstration
est que presque toute application f: N — P
est %SPP (¢’est-a-dire telle que la restriction
de f & son lieu singulier Z(f) soit un
morphisme fini au sens de la géométrie
algébrique, ce qui est la forme globale de la
finitude de 1(f) pour un germe de fonction).
Une telle application se Plon%e dans un
déploiement Igversel S+ N' — P’ qui, grice
A sa stabilité, peut étre stratifié. Enfin, pour
presque toute f; les sous-variétés N de N’ et
P de P’ sont transverses aux stratifications
de N’ et de P’, ce qui permet de conclure
en appliquant un théoréme d’isotopie de
Thom. ) .

A Textréme opposé, citons un bel
exemple de Thom d’une famille d’applica-
tions polynomiales dont le type fopo-
logique varie continiment en fonction du
paramétre k. On définit fx :R? — R3 par

Sy, 2) = (X, Y, Z), avec :
X=[x(x2+ y2—a?)—2ayz]?
X [(ky + x)(x2 + y?—a?) —2az(y — kx)J?,
Y o= x2 +y2~a2,
Z =2z
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En. géométrie analytique complexe,..ces
résultats se traduisent par la théorie des
déformations des intersections complétes 2
singularité isolée. Signalons que Grauert a
montré en 1972 que tout germe d’espace
analytique a singularité isolée a une déforma-
tion (plate) universelle ; dans le cas général
(non-intersection compléte), l'exigence de
platitude empéche la base S de la déformation
d'étre lisse.

11 Quelques problémes globaux

La théorie de Morse a été utilisée avec succes
pour résoudre des problémes de topologie
différentielle. I1 y a, en effet, un lien étroit
entre les points singuliers d’une fonction de
Morse f: N — R et la topologie de N. Par
exemple, la caractéristique d’Euler de N
(somme alternée des nombres de Betti) est
égale 2 la somme alternée Co—C; +
v + (—12C,, ot C; est le nombre de
points singuliers de /' d’indice i (Iindice d’un
point singulier est lindice de la forme
quadratique des dérivées secondes en ce

point,.c’est-a-dire le nombre de.carrés néga-
tifs dans une dia¥onalisation)‘ .
L’exemple le plus simple est la restriction
a la sphere unité de Re+! de I'une des
fonctions coordonnées : il y a deux points
critiques, un minimum d’indice 0 et un
maximum d’indice n; la- caractéristique
d’Euler est donc 1 4 (—1)7= 0 si n est
impair, 2 si n est pair. Réciproquement, une
variété compacte possédant une fonction de
Morse avec seulement deux points critiques
est homéomorphe a une sphére. Utilisant
cela, 8. Smale a résolu affirmativement en
1965 la conjecture de Poincaré en grande
dimension, montrant qu’une variété
compacte simplement connexe N de dimen-
sion n » 5 ayant méme homologie que la
sphére 87 est homéomorphe 2 S2. L’opération
fondamentale est P’élimination d’un couple
de points singuliers (d’indices consécutifs 7
et i + 1) d’'une fonction de Morse f: N — R
par une déformation : le modéle de cette
opération est la déformation universelle de
la singularité pli (voir le chapitre 8). Pour
réaliser ce modele 2 partir de f; il suffit de
plonger dans N un objet géométrique (couple

graphes des fonctions

Modeéle gsométrique d'élimination d'un couple de points singuliers d'une fonction.

fig. 18

courbes de niveau

courbe de niveaudef

La déformation de f se passe
dans le voisinagede D J A

§
[



de nappes en bonne position) constitué d’un
disque D de dimension { + 1 centré sur le
point singulier d d’indice / + 1 et d’un disque
A de dimension n— 1 centré sur le point
singulier @ d’indice /, dont les bords situés
dans une méme surface de niveau de [
s’intersectent transversalement en un seul
point et tels que la restriction de fa D (resp.
A) soit une fonction de Morse ayant pour
unique point singulier un maximum en d
(resp. un minimum en a). La déformation
de an’a lieu que sur un voisinage de D U A
(fig. 18).

Dans le cas non simplement connexe, on
se heurte pour plonger ce modéle a des
obstructions du type « K-théorie ».

Suivant une terminologie de R. Thom, la
singularité pli peut étre appelée le « centre
organisateur » du processus d’élimination
(ou de naissance) d'un couple de points
singuliers. D’autres problémes de « retour
au centre organisateur » concernant des
singularités de plus grande codimension se
posent dans la théorie de J. Cerf de la

seudo-isotopie, dont le principal résultat est
a connexité, pour n > 6, du groupe Diff* D7
des difffomorphismes de classe C*, préser-
vant l'orientation, du disque D7 de dimen-
sion n.

A propos des singularités d’applications,
citons simplement la théorie de Smale-Hirsh
de la classification des immersions de variétés
ouvertes, considérablement généralisée par
Gronov, I'étude initiée par Thom des pro-

riétés homologiques des ensembles singu-
iers d’une application générique, les recher-
ches d’Elias gerg sur la simplification par
chirurgie des lieux singuliers, etc.

Les singularités des applications différentia-
bles ne sont qu’un aspect du monde des
singularités ; bien d’autres directions de
recherche n’ont pas été évoquées, comme la
résolution des singularités, les singularités
d’équations aux dérivées partielles, celles des
champs de vecteurs, celles des feuilletages ;
enfin, en topologie, la simple opération qui
consiste a prendre le cOne sur une variété
conduit, lorsqu’on cherche & « arrondir les
angles », & la riche théorie du cobordisme
de Thom et de Pontriaguine.

Notre « centre organisateur » a été le
théoréme des fonctions implicites ; dictant les
résultats & démontrer, fournissant les outils,
il est aussi le premier modele : que sont, apres
tout, les théories de déformations universelles
sinon une vaste généralisation de ce théoréme
aux situations ou seul un espace de dimension
finie de déformations empéche de Pappli-
quer ?

ALAIN CHENCINER
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Corrélats
CALCUL INFINITESIMAL (calcul & plusieurs
variables), SYSTEMES DYNAMIQUES DIFFE-

RENTIABLES, TOPOLOGIE (topologie différen-
tielle), VARIETES DIFFERENTIABLES.

SINO-AMERICAINES
(RELATIONS)

1 Vers le sommet de Pékin

2 Le processus de normalisation

3 L’impasse diplomatique de 1974

4  L’établissement des relations
diplomatiques

S De nouveaux domaines
de coopération

6 La résurgence des difficultés
. Les différends bilatéraux
. Les relations économiques

7 Les innovations
de la politiqgue chinoise

. Changement d [l'égard
de I’Union soviétigue

. Une politique indépendante

Si quelqu’un s’était permis de prédire,
en février 1971, le voyage de février 1972
du président des Etats-Unis, Richard
Nixon, a4 Pékin ainsi que les conférences
au sommet avec Mao Zedong et Zhou
Enlai, une telle prédiction elt été ac-
cueillie avec sarcasme. Février 1971,
c’est Pincursion sud-vietnamienne au

Laos, et Washington semblait vouloir
étendre a nouveau la guerre jusqu’aux
frontieres méridionales de la Chine."Un
an auparavant, les communistes chinois
avaient rompu les conversations sino-
américaines de Varsovie en raison de
I'invasion du Cambodge par les Améri-
cains. Malgré les tentatives de concilia-
tion faites par le gouvernement de Nixon
pour assouplir les- restrictions aux
voyages et au commerce et faciliter les
échanges, il semblait peu vraisemblable
que des changements notables pussent
intervenir dans 'impasse ol se trou-
vaient Pékin et Washington depuis
vingt-deux ans.

Aussi, quelle surprise ne produisirent
pas les événements intervenus depuis :
d’abord, la « diplomatie du ping-pong »
du printemps de 1971 ; puis, le 15 juil-
let, la révélation par le président Nixon
du voyage secret d’Henry Kissinger, qui
avait rencontré Zhou Enlai a Pékin.
Visiblement, une ére était terminée, une
autre commengait. Les relations sino-
américaines de I’avenir ne sont peut-étre
pas trés claires, mais un résultat est
certain : les rapports avec I'Est asiatique
ne seront plus jamais tout a fait les
meémes.

1 Vers le sommet de Pékin

En prenant ses fonctions en janvier 1969,
Nixon acceptait I’héritage d’une politique
chinoise qui était en partie son oeuvre; en
tant que membre du Congres et sénateur de
Californie, il avait en -effet, deux décennies
plus tdt, excité les passions politiques des
Américains 4 propos du prétendu « abandon
de la Chine » au. communisme sous le
gouvernement de Truman. Et comme vice-
président sous Eisenhower, il s’était fait le
défenseur. convaincu de la politique de
J. F. Dulles, qui pronait la tenue a I’écart et
lisolement de la république populaire de
Chine. .

Toutefois, “en 1969, I'attitude de Nixon
avait commencé de changer, et cet héritage
politique également. Les présidents Kennedy
et Johnson avaient entrepris une légere
désescalade de la polémique et cherché un
apaisement tendant a faciliter les voyages
entre ’Amérique et la Chine ~ bien que les
problémes internes de la Chine et Pengage-
ment des Américains au Vietnam aient
empéché une réelle détente. Entre-temps,
Nixon avait commencé lui-méme, dés 1966,
A parler de la Chine en termes plus conci-
liants. Pékin, de son coté, avait, en décembre
1968, invité le nouveau gouvernement a
discuter les possibilités d’une « coexistence
pacifique ».

A partir du printemps 1969, on peut
distinguer un double processus : d’abord une
série de démarches unilatérales du gouverne-
ment Nixon exprimant son désir d’améliorer
les relations par un abaissement des barriéres
douaniéres, facilitant le commerce américain
avec la Chine; ensuite, 'accession au pou-
voir, a la suite de la révolution culturelle, de
dirigeants chinois aux yeux de qui I’Améri-
que représentait une menace toujours plus
réduite pour I’Asie et pourrait méme devenir
un atout.

Pour les deux parties, les problémes posés
par I'Union soviétique ont joué un réle
important dans le changement d’attitude.
Washington cherchait un appui supplémen-
taire pour conclure un accord américano-
soviétique sur toute une série de questions,
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