





i - Introduction

Si rien n'est spécifié, toutes les variétes et les applications
w
sont C . On appelle "sphere exotique de dimension n " une variété homéo-
o n

morphe & la sph2re S

Le but des conférences est d'introduire les outils qui permettent
de classifier ces sph2res exotiques 2 difféomorphisme preés. Une telle
classification est rendue possible par le théoréme du h-cobordisme, (Smale

[1],[2], Milnor [3]) ; pour énoncer ce théoréme, nous avons besoin de deux

définitions :

Définition 1-1, Deux variétés Mo’Ml orientables, sans bord, de méme di-

mension n , sont dites cobordantes s'il existe une variété W orientable,

de dimension (n+l) , dont le bord s'écrive comme la réunion disjointe

aw=vo+v1 » et deux diffécmorphismes hy:v, > Mi(i=0,1).

Si Mo et M1 sont orientées, on dira que W est un cobordis-
me orienté entre Mo et Ml si, pour une orientation de W , on a
aw=Vo+(—V1) » avec h_ et h, préservant l'orientation. (Rappelons que

-V désigne la variérs V1 munie de l'orientation opposée A celle choisie

pour V, ).

Définition 1-2., Dans la définition précédente, si de plus V0 et V1 sont

chacun un rétracte de déformation de W » on dit que W est h-cobordisme

et que Mo et M1 sont h-cobordantes,.

Remarque. On peut étendre ces définitions au cas oi Mo et M1 ont des

bords non vides difféomcrphes en demandant que oW soit difféomorphe &

MOU(aMox U M1










2. Le groupe @ et son sous-groupe ® (3m :

Rappelons ce qu'est la "somme connexe" de deux variétés M

et M, connexes, orientées, de m@me dimension n : on considére deux plonge-

1
ments @ : D" > M, (i=0,1) , ¢, conservant 1'orientation, p, la

renversant, et on forme le quotient

[Mo—gb(o)] + [Ml—wl(o)]

Mo * M1 =
(e s Lmet < 1:q (tu)=p, (1-t)u)
qui est une variété orientée,
On sait (Cerf [ 17) que deux plongements conservant l'orientation de D"
dans M" sont isotopes ; on en déduit facilement que la somme connexe de deux
variétés orientées est bien définie 2 un difféomorphisme conservant 1'orienta-
tion prés. De plus M" # S est difféomorphe & M" , et 1'opération est
commutative et associative (2 difféomorphisme pr2s)
Supposons maintenant que M est une n-sph2re homotopique :

alors M" # (—Mn) borde une variété contractile (et est donc h-cobcrdante 2
s" ) ; enfin si M1 est h-cobordante 2 M'1 s Ml # M2 est
h-cobordante 2 M', # M, . (Pour les détails, voir (Kervaire-Milnor [1] pages
505, 506)

On en déduit le :

Théoreme 2.1 : L'ensemble des classes de h-cobordisme de n-sphires homotopiques
est muni par l'opération de somme connexe d'une structure de groupe abélien.

Ce groupe est noté @L .

[}
. . @ P n (.}5.)
Nous nous intéressons en fait 2 un sous-groupe de ¥ s noté Hn(aﬂ) s

(*) Dans (Kervaire-Milnor 17), ce groune est noté bP 4




car seuls les éléments de ce sous-groupé apparaissent lors de 1'&tude des

singularités isolées d'hypersurfaces algébriques (et ils apparaissent tous.)

Définition 2.2 : Une variété M est dite s.parallélisable ( = stablement
parallélisable) si le fibré ™ GPQM est trivial, od T désigne le fibré
tangent de M , et €M le fibré vectoriel trivial de dimension 1 sur M .

A 1'aide de résultats profonds sur le J-homomorphisme, on peut
montrer que toute sphere homotopique est s-parallélisable, ce qui permet
d'appliquer 2 une telle variété la construction de Thom-Pontryagin et de

montrer le :

Théoréme 2.3

(1) Le sous-ensemble C%(Bﬂ)c @n formé des classes de h-cobordisme de
n-sphéres homotopiques qui sont bord d'une variété s-parallélisable , est
un sous=groeupe de @%

(2) Le quotient @h/ @;(an) est un groupe fini.

L'étude de @%(Bn) va se faire de la manieére suivante :

Soit ¥' une sphére homotopique telle que £ =3 M, ol M est une variété
s-parallélisable. On cherche 2 modifier M dans son intérieur de fagon 2 1la
rendre homotopiquement aussi simple que possible (se rappeler le Zemme 1.5) -
L'obstruction a rendre M contractile par de telles modifications permettra
de calculer 1l'ordre de @L(Bn) . Mais avant de remplir ce programme, il faut

définir les outils :

N



3 - Rappels de théorie de Morse ; techniques de chirurgie :

Soit W© une variété de classe C , et goit f : W-> R une
fonction C ; soit df : TW » TR 1'application dérivée

(i.e. Vx €W, df(x) € L(Twx ; R))

Définition 3.1 : on dit qu'un point x € W est critique pour f si df(x)=
0 € L(TWX ; R) ; on dit alors que f(x) est une valeur critique de f . D

Remarquons que cela signifie que dans des coordonnées locales de W au

voisinage de x , les dérivées partielles de f en x sont toutes nulles.
En un point critique x de f on peut construire une forme

bilinéaire symétrique sur wa » appelée le Hessien, de la manidre suivante

(voir Milnor [ 27]) :

Soient V, W € wa , et soient V, ¥ deux champs de vecteurs sur W tels

que V=V et W =W . Par définition :f, (x)(V,W) = v,

W(E)) ; cette
X X

définition ne dépend manifestement pas du choix de V prolonge=nt V

Mais £ (x)(V,W) - £ (x)(W,V) =V (W(E) -7 F) (V,¥] (£) = 0 puisque
LIY1) 363t X X X

X est un point critique de £ . Donc f est symétrique et ne dépend pas

363

non plus du choix de W .

Définition 3.2 : Un point critique x de f est dit,non dégénéré si

fan(x) € L2(wa; R) est non dégénérée (c'est a dire si seul V = 0 vérifie

vywetw , f.(x) (V,W) =0) . o
X 2
Remarquons que dans des coordonnées locales, fun(x) est représentée par la
2
matrice des dérivées partielles secondes (_592252___ (x)) et que x est
59%;

non dégénéré si et seulement si pour un choix des coordonnées locales (et

donc pour tous) cette matrice est non singulieére,




Définition 3.3 : On appelle indice d'un, point critique x hon &égénéré la
dimension maximale d'un sous-espace de wa sur lequel f, (x) soit définie
négative. O

En particulier, si dans des coordonnées locales la mattice est diagonale,

1'indice est égal au nombre de termes négatifs.

Définition 3.4 : Soit f : WSRR une fonction de classe C° : on dit que £

est une fonction de Morse si tous ses points critiques sont non-dégénérés N

Le lemme qui suit montre que la donnée d'une fonction de Morse sur une variété

W , et en particulier la connaissance des indices de ses points critiques,

donne des renseignements trés complets sur la topologie de W .

Lemme 3.5 {Lemme de Morse) : Soit x un point critique non dénégéré d'indice

A d'une fonction f : W-~ R . Il existe un voisinage U de =x dans W

et un syst2me de coordonnées (yl,...,ym) dans U tels que f s'écrive :
_ 2 2 2 2
f(yl,...,ym) f(x) - ViUt e Y Ryt Yy

)

La démonstration est trés astucieuse et se trouve par exemple dans (Milnor [2])

Remarquons qu'a priori on ne s'attendait 2 une telle écriture qu'au
troisiéme ordre preés,
On voit grace & ce lemme que les points voisins d'un point critique non

dégénéré ne sont pas critiques ; on en déduit le :

Corollaire 3.6 : Les points critiques non dégénérés sont isolés ; si W est

compacte, une fonction f : W R n'en a qu'un nombre fini. O

Nous indiquons maintenant comment la connaissance d'une fonction de Morse sur




une variété W' nous renseigne sur la topologie de cette variété. Nous sup-
poserons que WY est compacte, et que f : W= R a toutes ses valeurs

critiques distinctes.

Notons o« » 0. les points critiques, c; = f(ai) les Valeurs critiques

12
(i =1,...,r) et Ai(i = 1,...,r) les indices des points critiques -
[Remarquons que si a € R n'est pas une valeur critique, le théoréme du
rang constant implique que £7(a) est une sous-variété de W ]

Soit [a,b] € R wun intervalle ; commengons par choisir [a,b] tel que

f—l([a,b]) ne contienne pas de point critique

Lemme 3.7 : Dans les conditions ci-dessus, f_l([a,b] est une sous-variété
de W ayant pour bord les sous-variétés fnl(a) et fal(b) . De plus,

f_l(Ea,b]) est difféomorphe au produit f—l(a) x I d'un de ses bords par
1l'intervalle , O

Pour la démonstration, voir (Milnor [27] ou Milnor [3]) .

L'idée est d'utiliser le gradient de f dans une certaine métrique riemanienne
sur W . Ce champ de vecteurs ne s'annule pas sur f-l([a,b]) par hypothése,
et la compacité de f_l([a,b]) montre que les courbes intégrales vont du

bord £ (a) au bord 1) ce qui permet de conclure.

Remarque : La démonstration du Théor2me du h-cobordisme se raméne ainsi,
étant donné un h-cobordisme (W’Mo’Ml) » & trouver une fonction sans point
critique, f : (W,MO,MI) - (1,0,1).

Considérons maintenant un intervalle [a,b]C R tel que f_l([a,b]) con-
tienne un et un seul point critique o de f . On notera c=f(a)€la,b[ ,

et A * indice de @ . On dit que la variété 2 bord wab = f-l([a,b]) est un
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"cobordisme &lémentaire'" d'indice )\ entre f_l(a) = Ma et ful(b) = Mb

Sur la figure ci-dessous, f est la fonction "distance au plan horizontal PV,

(ce n'est
pas une va-
riété)

(a)

Le lemme 3.7 permet de se ramener au cas od [ a,b ] est un petit voisinage
de ¢ . Soit U un voisinage de o , et soient (yl,...,ym) des coordonnées
locales dans U données par le lemme de Morse :

A

N

AN R (yl,...,yl)

m-)\

N

(yx+1,...,ym)
f “(b)
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2
Le disque DX passant par O , défini dans U par yi + ... +-yx <1,

Yog1 = 0 TV, =0 s'appelle la nappe descendante du point o (définie
X-1

par les coordonnées y, ) . Son bord S""" est plongé dans M, = f“l(a).

On voit sur le mpdéle de Morse qu'on peut en fait définir un plongement

(a,m) : (Dxx m-l’ S)\'_1

figures) .
Notons w(Ma,m) le variété définie de 1la mani2re suivante : on part de

(Ma x 1) + Dxx Dm_X

{Sl—l

x D’“"‘ d (x,y)kun(x,v) € Max{l}}

m-A

X est une variété 3 coins ; on a un procédé canonique pour "arrondir les

[e]
angles", c'est-a-dire pour donner & X wune structure de variété ¢

©

(Milnor [17], Conner-Floyd [17). On note w(Ma,@) cette variété C ,

Lemme 3.8 : Il existe un difféomorphisme de W= f—l([a,b]) sur w(Ma,m) s

qui envoie M sur M_ X {0} par 1'identité. 0

La démonstration se trouve dans (Milnor [2] et Milnor [3])

% Dmak) - (wab’Ma)' dont 1'image est notée H (voir
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Notons que M' =3 w(Ma,m) - Max fol s'obtient en arrondissant la variété a
coins _ _ A
M - int o(s*1x D™y 4 phy gnA-1

PO M S () =0 (Y €M)

On peut encore voir que M' s'écrit directement

M- (s 1x 0) + px gm-A-1
M'= = -
{(DXX Sm-k—l) > (tu,v) = lu,tv) pour O<tsl}
(ot u € Sx_l, v € Sm-x-l)
Corollaire 3.9 : Il existe un difféomorphisme de ffl(b) =M sur M' .

On dit encore que Mb a été obtenue 2 partir de M, par une modification

sphérique (ou chirurgie) d'indice )\ , et on note M, = M' = X(Ma, v . D

Notations : Il sera plus agréable pour la suite de changer de notations. Nous

poserons A =p+1 , m-1=n=p+ q+ 1=dinm Ma = dim Mb . En parti-

culier, m -\ -1 =q . On obtient alors la

n=p+q+1

Définition 3.10 : Soit M atl,

une variété, et solt o =sPx M

un plongement. Le résultat *%(M,cp) de la chirurgie d'indice (p+l) définie
par ¢ est par définition la variété =
ptl o4

M - (8P X 0) + DPT" x

M': X(Id’cp) =
{Dp+lx s15 (tu,v) = o(u,tv)eM pour 0<t<l}

Remarquons que si M avait un bord 3 M , alors @ ¥ (Myep) =3 M. ]
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Remarque 3,11 : Si M' s'obtient 2 partir de M par une chirurgie d'indice
p+1, M s'obtient a partir de M' par une chirurgie d'indice q + 1

(rappelons que dim M = dim M' = n = ptq+l )
PP pt

0

Remarque 3,11' : La somme connexe est une chirurgie d'indice 1.
femarque

Proposition 3,12 : Sur les variétés de dimension n compactes orientées,

les deux relations d'équivalence suivantes sont les mémes :

(1) M et M' sont cobordantes.

(2) On peutpasserde M & M' par une suite finle de chirurgies.

]

Démonstration : Montrons d'abord que (2) entraine (1). Il suffit pour cela de

montrer que M et ¥(M,pp) sont cobordantes, On obtient, comme dans la
démonstration du lemme 3.8, un cobordisme w(M,() entre M et ¥(M,o)

appelé Erace de la chirurgie) en arrondissant la variété a coins

M x I) + Dp+1 X Dq+1

{sPx pd 5 (x,y) = o(x,y) €M x {1}}

Pour une définition directe de w(M,p) comme variété ¢® , voir (Milnor (31
page 30 th.3-12) : cette dernidre présentation a 1l'avantage de montrer direc-
tement q3'il existe sur w(M,p) une fonction de Morse f telle que

£10) = u ; f-l(l) = ¥(M,ep) , £ a un seul point critique d'indice p+l dans
int w(M,) . w(M,p) est donc ce que nous avons appelé plus haut un

cobordisme élémentaire d'indice (p+1)
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Montrons maintenant que (1) entratne (2) : soit (W,M,M') un cobordisme. Il
suffit, grace au lemme 3,8 et au corollaire 3.9 de montrer qu'il existe une
fonction de Morse f : W= I telle que : f-l(O) =M, f-l(l) =M, f a
tous ses points critiques dans l'intérieur de W , et toutes ses valeurs
critiques distinctes.

En effet, la donnée d'une telle fonction permet de décomposer W en cobor-
dismes élémentaires,

L'existence de telles fonctions se démontre grice aux théorémes de tranversa-
lité de Thom (voir par exemple(Séminaire Cartan [27] exposés de C. Morlet). Pour

une démonstration plus directe, voir (Milmor [37]) .

Remarque 3.13 : Nous utiliserons surtout la premiére partie de la démonstration
qui montre que tous les invariants attachés 2 une variété qui ne dépendent que
de la classe de cobordisme de cette variété, ne changent pas par chirurgie

(Exemples : nombres de Stiefel-Whitney et de Pontryagin, signature(indice)...)

i
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4 - Chirurgie en-dessous de la dimension moitié :

5 n-1

Soit M  une variété s-parallélisable telle que =3M

soit une (n-1) -sph2re homotopique. On cherche, par des opérations dans 1'in-

(%)

térieur de M , 4 augmenter la connexité de M . Les deux lemmes qui suivent

montrent que la chirurgie est bien adaptée a ce probléme :

g+l

Lemme 4.1 : Soit Mn=p+q+1 une variété, et ¢ : sPx p < M un plongement»

LX)
=) . 8i i < Min (p,q)

Soit A = [¢] € ﬂb(M) la classe de m!pr[O} : P oy
on a ﬂi(M') = ﬂi(M) , ol on a posé M' = yxy(M,ep) . Si p <gq, nb(M') =
nb(M)/A , o A est un sous-groupe de ﬂb(M) contenant A . a

Pour la démonstration (trés simple) on ttilise le

Sous-lemme 4.2 : La trace W = @w(M,qp) d'une chirurgie d'indice p+l1 (définie

dans la démonstration de la proposition 3,12) a le m@me type d'homotopie que

p+l ' qt+1
chacun des complexes M+ D et M +D

{BDP+15x = p(xX0) € M} {aDq+19x = Y(xx0) € M'}

(o ¥ = s9x pP™l ost un plongement C° dé&finissant la chirurgie d'indice
q+l faisant passer de M' & M : voir la remarque 3.11 & ce sujet).

La démonstration consiste a remarquer que w(M,») (resp. w(M',})) est un
cobordisme élémentaire d'indice p+l (resp. g+l si on prend M' comme

origine)

(¥) Par dualité de Poincaré, et le théoréme de Hurewicz, 11 suffit pour

n . n
rendre M  contractile de la rendre EEJ - connexe,

(##) On ne notera pas les points-bases, car ils n'apportent aucune difficulté

et sont sans intérét,
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On utilise alors le lemme 3.8 . cqfd.
On en déduit facilement (Spanier [17] lemme 15 page 402) que i, :nj(M ) -
nj(W) est un isomorphisme pour j < p et un épimorphisme pour j = p . De
méme, 1'y : ﬂj(M') - nj(w) est un isomorphisme pour j < q , et un
épimorphisme pour J = q (donc un isomorphisme pour j <p si p <q ). En-
fin 1'image de ) est O dans nb(W) » ce qui termine la démonstration.
cqfd
Lemme 4.3 : Soit M" une variété s-parallélisable, Si 2p < n , tout

élément ) ¢ nb(M) est représenté par un plongement ¢ : sPy " Py 0o

Démonstration :

1) Puisque 2p < n , le théoréme de plongement de Whitney (Séminaire Cartan
[2]) permet d'approcher une application ¢': SP M représentant )\ par
un plongement .

2) 11 reste a voir que le fibré normal v de ¢ est trivial. Tout d'abord
ver@sP) eg-= T(M)I p @e= c"+1 (#) puisque M est s-parallélisable ;
donc V est stablemeni trivial puisque sP) ¢ ¢ = ep+1. Rappelons que les
fibrés vectoriels de dimension (n-p) sur sP  sont classifiés par les élé-
ments de nb_l(SO(n-p)) . L'équation précédente signifie que 1'élément

[v] € ﬂb'l (S0(n-p)) qui classifie Vv a pour image 1'élément neutre dans
la flache de stabilisation : ﬂb_l(SO(n-p)) - ﬂb_l(SQ(n+1)) = ﬂb_l(SQ) . Mais
la suite exacte de la fibration SO(n-p) - SO(n-p+l) - S"P (fibré principal

associé 2 T(S"P)) montre que cette flache est injective pour 2p €n .

Donc [v] =0, et v est trivial . cqfd

e

- e T

(#) 7(M) désigne le fibré vectoriel tangent de M , et € le fibré

vectoriel trivial de dimension 1.
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Nous pouvons donc effectuer sur m(pr bn-p) la modification sphérique, mais
le probléme est alors de continuer ; en effet, la variété M;E x(M,ep) n'a
aucune raison d'@tre encore s-parallélisable, et rien ne permet plus d'affir-
mer qu'un élément de ﬂj(M') est représenté par un plongement de Sj dans
M' ayant un fibré normal trivial. Nous montrerons au chapitre suivant (voir
Proposition 5.5) que si 2p <n , on peut toufours choisir le plongement

o : SPx p"P s représentant )\ € ﬂb(M) de fagon que M' = y(M,) soit

encore s-parallélisable, En anticipant sur ce résultat, nous déduisons le :

Théoréme 4.4 : Soit M wune variété compacte, connexe, s-parallélisable, de
dimension n 2 2k . Par une suite finie de modifications sphériques dans
1'intérieur, on obtient une variété M1 s-parallélisable, (k-1) - connexe,

(#)

et ayant m@me bord que M 7, o

Démonstration : nl(M) étant de type fini (M est compacte), on peut,par
une suite finie de chirurgies, obtenir M' s-parallélisable 1l-connexe . On

a donc né(M') = HZ(M') de type fini, et on peut continuer jusqu'a M, en

1

un nombre fini d'opératians. cqfd

L

(#) Bien remarquer que tant qu'on reste en-dessous de la dimension moitié,

aunune hypothése n'est faite sur 3 M




Lemme 5.1 : Soit Mn une sous-variété de dimension n de S
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5 - L'obstruction & la chirurgie plongée'(méthodg géqmétrique) :

T T I ST I I

Afin de conserver la s-parallélisabilité, nous somies obligés
d'introduire un concept de chirurgie un peu plus raffiné, la "chirurgie
plongée" (ce concept coifncide avew celui de "chirurgie avec trivialisation"
utilisé par Kervaire-Milnor, voir 1l'appendice 2 la fin du chapitre ; cepen-
dant la chirurgie plongée prépare mieux le lecteur a des travaux comme ceux
de Browder, Novikov, Sullivan, Wall, etc...).

Commengons par deux lemmes élucidant le concept de s-parallélisabilité :

n+k(k >n)

n+k)

M est s-parallélisable si et seulement si son fibré normal v(Mn;S est

trivial (Rappelons que, par le théoréme de Whitney, M se plcnge toujours
dans Sn+k dés que k>n ) . 0

La démonstration est basée sur le

Bous-lemme 5.2 : Soit §k un fibré vectoriel de dimension k sur un CW-

n . . . r e .
complexe X de dimension n avec k >n , Si D e est trivial, alors
p ’ ’

g est trivial, o

Démonstration du sous-lemme : On peut manifestement supposer que r = 1 .

€ est classifié par une application f : X - BSO(k) (pour les classifiants
volr Siebenmann [1]). L'hypothese dit que la composition

x —fs BSO(k) —>-> BSO(k+l) est homotope 2 1'application constante (ol s
= stabilisation)., Mais la fléche s est homotope 2 une fibration de fibre
Sk s comme le montrent la suite exacte de la fibration S0(k) - 350(k+1) - Sk

et 1'isomorphisme ni(BSO(k)) = ﬂi_I(SO(k)) (en fait, on voit facilement que

BSO(k) ——> BSO(k+1) est, au type d'homotopie prés, le fibré en spheéres
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associé au fibré universel sur BSO(k+l) . Mais alors f est homotope & une
application de X dans le fibre Sk s et comme nh(sk) =0 pour n <k,

f est homotope & 0O , donc £ est trivial. cqfd

Démonstration du lemme :

(1) 51 vO58™™)  est trivial, on a TAD@ v @8 = (s | @ ¢ = MM

Donc 7(M) @ ¢ est stablement trivial, donc trivial (n+l > n)

(2) Supposons M" s-parallélisable : 1'égalité précédente montre que v est

stablement trivial, donc trivial (k >n) . cqfd

Lemme 5.3 : Une variété M" connexe ayant un bord non vide est s-paralléli-

sable si et seulement sl elle est parallélisable, o

En utilisant 5.2, il suffit de voir que sl 3 e X , toute application de
M dans S" est homotope 2 une application constante, ou ce qui revient aw
méme, & une application non surjective : soit x ¢ s" 3 par un argument de

transversalité, on approche f par une application f£' telle que f'-l(x)

soit un nombre fini de points Opseensl © La figure ci-dessous montre 1'étape

finale d'une homotopie qui fait "fulr les 0, par le bord", cqfd

Les lemmes 5.1 et 5.3 rendent naturelle la définition qui suit :
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Définition 5.4 : Soit (Mn,p) une sous-varilété "trivialisée" de Sn+k s

c'est-a-dire munie d'une trivialisation p de son fibré normal

v(Mn;StH'k) ()

. Soit ®, : P> M un plongement. On dit que la sous-variété
"trivialisée" (M',p') est obtenue 2 partir de (M,p) par une "chirurgie

longée" sur si les conditlons suivantes sont réalisées :
P g @,

(1) 11 existe un plongement ¢ : Py D"P 5 M qui prolonge 0,

(2) I1 existe un plongement F : W = @w(M,¢p) = Sn+kx I tel que
Fl(smtk x {0}) = Fis™Ry 1)) = u'= (M,e) , et le fibré normal de
F est trivial. |
(3) 11 existe une trivialisation R de vlw(M,p) ; sy 1) qui prolonge la
trivialisation p de v(M; Sn+kx {o}) , et définit la trivialisation p'

de ,V(M';Sn+kx 1 . o

Rémarquons que M' ,étant "trivialisée", est s-parallélisable d'aprés 5.1 .,
Pour démontrer le théoreme 4.4, il nous suffit donc de montrer qu'a chaque
étape on peut choisir des plongements ¢ : sPy D"P M permettant d'effec-
tuer la chirurgie plongée dans Sn+’k (k grand) : ce sera l'objet de la
premidre partie de la proposition 5.5 ci-dessous. Nous allons étudier
1'obstruction a cette opération lorsque le plongement ®, ¢ sP 5 M est donné s

commengons donc par décrire la situation :

(#) Une trivialisation p = (pl,... n+k) est la donnée de

,pk) de vw(M"; S
k sections globales partout non nulles, fournissant ainsi un isomor-

phisme du fibré trivial ek sur M avec v(Mn' Sn+k) . En chaque point
XEM, pl(x),.. ,pk(x) est un k-repdre engendrant l'espace des vec-

teurs normaux en x a M dans Sn+k .
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Données de départ :

(1) Un plongement f : M - Sn+k ayant un fibré normal trivial.
(2) Un plongement 0 sP > M" dont le fibré normal est noté VvV . On sup-
posera p < n-p .
(3) Une trivialisation p = (pl,...,pk) de v(Mn; Sn+k) .
Remarquons tout de suite que Vv est stablement trivial, en effet :
n+k)'
S

s p@e=v@¢(3p)®ek@e=v@ep+k€9e

Dans la suite exacte

3 Sx
TTP(SO/SO(n—p) —> wp_l(SO(n-p) — np_l(so)

on a donc §[v] =0, c'est~a-dire [v] € Im d

La proposition qui suit se trouve dans (Haefliger [2]) :

Proposition 5.5. : Si 2p <n, il est toujours possible de faire la chirurgie
plongée sur ®, - Plus généralement, il existe une obstruction

g ¢ nb(SO/SO(n—p) . Ce dernier grOupe‘est fo} si p<n-p, Z si 2p=n

et p pair, Zz si 2p=n et p impair.‘

La nullité de E équivaut 2 la possiHlité de faire 1a chirurgie plongée avec

les données (M,p,¢b) . Enfin 3(E)=[v] € ﬂb_l(SO(n—p)) . m|

Nous savions bien que [v]= O était une condition nécessaire 2 la possibilité
de faire la chirurgie(non plongée) sur @, L'obstruction € est 3 priori

plus fine puisque E=0 entraine [V]=0 ; nous en reparlerons a la proposi-

tion suivante,
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Démonstration de la proposition 5.5 : Commengons par définir £ : a condi-

tion d'avoir pris k asses grand, on peut trouver un plongement

&L : Dp+1-% Sn+k qui vérifie :
~ @
(1) qblaDp+1= sP est 1a composition SP - M" £ > gtk

(2) E%(Dp+1) rencontre f(M) transversalement suivant ¢5(Sp) et n'a pas
d'autre intersection avec f£(M)
~ . pt+l P o

(3) @ (D7) est tangent le long de ©,(5") au champ p1|¢b(sp) (on peut

supposer par exemple que P, est un vecteur sortant du disque)

Remarquons que pour k grand, deux tels mlongements sont isotopes A travers

des plongements ayant ces propriétés :

£(M) £(M)

Dans la fi-

on a :

> b, p=0,n=1,k=2 .

La restriction 2 qb(Sp) de la trivialisation (pz,...,pk) est alors un

(%)

n+k)lsp , c'est-2a-

champ de (I-1)- reperes dans le fibré trivial v(Dp+1;S

n+k)

. 1 .
dire, en choisissant une trivialisation de v(Dp+ ;S , une section du

gure ci-contre

(#) La notation est abrégée : il s'agit du fibré normal du plongement

~ Dp+1 - Sn+k

Q, * , que l'on restreint a &P
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fibré Dp+1x Vn+ Dp+1 au dessus aDp+1 = gP , ou

k-p-1,k-1 ~ Vitkep-1,k-1

est la variété de Stiefel des (k-1) -repéres orientés dans R “TE"P-1

Cette section définit un élément € ¢ ﬂb(vn+k—p-1,k-1) = ﬂb(SO/SO(n-p))

(k est grand). La remarque suivant 1'existence de E% montre que si k est
assez grand, & ne dépend pas du choix de E% . Comome & ne dépend mani-

festement pas du choix de la trivialisation de v(Dp+1;Sn+k) , & west bien

défini par la donnée (M,p,¢b).

Remarquons que, si on peut faire une chirurgie plongée sur ®, > alors néces~

n+k)

salrement &=0 ., En effet, la trivialisation p - de v(Mn;S se prolonge

n+k

en une trivialisation R de v(w(M,p) ; S x I) . Mais w(M,p) est

pt+l n-p
homéomorphe 2 MXI+D xD

, et donc E:SP» $0/50(n-p) ,
(0P ™ Pax,y) = glx,y)e Mx(1})

se prolonge en ¥ : P, S0/50(n-p)

Supposons maintenant que ¥=0 : Alors la restriction 2 ¢b(Sp) du champ
(pz,...,pk) se prolonge en un champ de rep2res au-dessus de &g(Dp+1) tout

entier pour fournir une trivialisation (01""’0n-p’°2"“’pk) de

v(Dp+1;Sn+k) dans laquelle on peut supposer que cl,...,cn_p , restreints 2

¢b(SP) , engendrent T€PEJ%%1329”T \/iQZ(Sf){ﬁA) ’

g g a

1 Pl 1A

.

e TP gﬂ!,'«
. , MA
— PPy p7P)

@
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A l'aide d'une métrique rivmanienne telle que M soit totalement géodésique
pras de qb(sp) , on en déduit (utiliser l'exponentielle sur 01,...,on_p)
un plongement @ : pPHLy P o g™k ) que $(Dp+lx D"P) AM soit
1'image d'une plongement ¢ : SP x D"P M prolongeant @, (en particu-
lier, v(sP;M) est trivial).

On peut alors décrire explicitement un plongement . de w(M,p) dans

s™¥y 1 et une trivialisation de son fibré normal prolongeant (pl,...,pk) :

On prend dans Sn+k le systéme de coordonnées suivant, défini sur un

voisinage U de @ (Dp+1)
%o

s Z ..,zk) = (%,¥,2) tel que soient

(xl,...,xp+1 , yl,...,yn_p 93
vérifiées :
(1) a(Dp+1x " P) cy correspond a l:ls 1, |;{s 1, Z2=0

(i1) UNM correspond 2 l¥[=1 s Z=0

, File—m M N U
} 5 ! j o

/\U‘ i

1L
pz/// | q
Ve ™~ ~ ptl
> e (07

| - goPtx p"P)
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p+l k-1

L'identification locale 3 R X Bln—px R est obtenue au moyen de

1'application exponentielle grace aux trivialisations (01,...,0 ) pour

n-p
k-1

r"P , et (pz,...,pk) pour TR . Afin de n'effectuer que des modifi-

cations localisées dans U , changeons de systéme de coordonnées par un

automorphisme de Bln+k de fagon que :

(i) &%(Dp+1) corresponde 2 I?ISI s ?50 y z=0

(11) M N U corresponde 2 -];[2+ |?|2+ a(pz) =0, 2=0 , ol

(212

—,
p2= 1xi+ ]y.z , et ol a est une fonction C°~ de graphe

' > p
0 5 3/4 1 7

=
=
>
=

\\ . -
N e
S —MNUu
M N uA
U /\Ol
cpﬂ(sp .

NP
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dé

Hh

l

‘[Ml‘il(O)] + [M,-1,(0)]

(-Ml,BMl) # (Mz,aMz) E I

{il(tU) = iz(l-t) u) , O<t<l }
Ar1+1

u € s™N

R e u | i
il(reSp 12) . (A" , D) - (Ml,aMl) (resp. (MZ,BMz))
est un plongement conservant l'orientation, An+1 étant le demi-disque (voir
figure) :

On recolle alors W et (—Ml,—aMl) # (MZ,BMZ) suivant leur bord commun pour

S4m—1

obtenir une variété M s-parallélisable bordée par . D'apras la

proposition 7.9, on a g(M) = O mod o . Mais on voit facilement que

]

o(M) = —o(Ml) + O(Mz) , d'ot G(Ml) U(MZ) mod g

f

Réciproquement, supposons que G(Ml)

lélisable bordée par sl o1te que o(Ml) = G(Mz) + U(Mo) .

O(Mz) mod g . Il existe M_ paral-

Soit (M,3M) =(—M1,—BM1) # (MZ,BMZ) # (MO,BMO)

S4m—l

Alors M = (—Zl) # (22) # ( )  est difféomorphe 2 (—21) 4 (22)

Mais o(M) = -O‘(Ml) + o(Mz) + O‘(Mo) =0 ,
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donc (—Zl) # (22) est h-cobordante 2 S4m—1 , donc Zl est h-cobordante

a 82 . cqfd

Nous voyons donc que sz_l(aﬂ) est, pour m > 1 , un sous-groupe du groupe

fini cyclique Z:O ., et est donc fini cyclique. Plus précisément, on a le :
m

Théoréme 7,11, Pour m > 1 @Zm_l(aﬂ) est un groupe cyclique d'ordre

O‘m/é ’ .

On montre d'abord que si une variété parallélisable qu borde une (4m-1)

R . 4 e .
sphére homotopique, o(M ™) est divisible par 8 . Nous avons remarqué en

énongant le théorzme 7.3. que mdme sans 1'hypotheése " q est indéfinie!
on avait o¢(q) divisible par 8 (voir sérinaire Cartan [1], exposé de

J.P., Serre) A ce sujet on peut faire la remarque suivante :

Remarque 7,12, Lorsque o # O , la forme d'intersection n'a aucune raison
d'etre indéfinie, et le théoréme 7.3 de classification ne sapplique pas pour
déterminer sa gructure. On peut cependant utiliser 1'artifice qui consiste 2

rajouter a .Hk(Mzk) une paire ) de générateurs qui puissent &tre

(Xr+1’“r+1

supprimés par une chirurgie sur A . On remplace alors la matrice A de

r+1
la forme d'intersection par la matrice diag (A,U2) qui est la matrice d'une
forme indéfinie.

. . . N k-1 . .
Pour celd, on fait la chirurgie sur une sphére § plongée dans M | qui
représente 0 € nk—l(M)
Rxemple M = 82 s, k=1 . On fait la chirurgie sur s® et on obtient

T2 (ici A = (0)) .
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I1 faut remarquer cependant que le théoreme de classification 7.3 n'est pas
nécessaire pour démontrer le thé&oreme 7.11 : il suffit de savoir que, si
0=0 , il existe une base symplectique, que ¢ est divisible par 8 , et
de connaitre la matrice V8

Il reste a montrer que 1'application définie comme suit de @Zm_l(an) dans

(o)

Z est un isomorphisme :
i/

Si ¥ est bordée par M , on associe a ¥ 1'entier U(M)% modulo om/é
La bonne définition et 1'injectivité découlent du théoréme 7.10 . La sur jec-~

tivité découle de 1a

4m

Proposition 7.13. (Plombage) Il existe une variété W (2m-1)~connexe

parallélisable ayant pour bord une homologie-sphére (une sphére homotopique si

m>1) et telle que o(Wb) =8 . n)

Démonstration Définissons ce que Milnor appelle le " lumbing" (Milnor [17) : !
PP P

on considére un voisinage tubulaire T de la diagonale dans S2m X S2m

(par exemple 1'espace total du fibré tangent en disques de S2m ). T est

une variété de dimension 4m ayant le type d'homotopie de S2m ; le nombre

d'intersection du 2m-cycle fondamental avec lui-m@me est égal 3 la caracté-

2m)

ristique d'Fuler de T(§ , c'est-a-dire 2 .
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Soit Dim CZS2m un petit disque ; au-dessus de Dfm s T(Szm) est trivial,
et est donc difféomorphe 2 Dfmx ng . Le plombage de deux exemplaires de

T , notés T' et T" , (ou encore plombage suivant le diagramme .

consiste 3 recoller T' et T" par un difféomorphisme ¢ : DixDé - D?ng

défini 2 1'aide de deux difféomorphismes h : Di - D; et k : Dé - Dg s

par : o(x',y") = (ky',hx')
On plombe avec le signe + (resp.-) si h et k conservent (resp.inversent)

l'orientation. On rend le résultat du plombage différentiable en arrondissant

les angles, et on le note T' m T"
Considérons la matrice V8 définie dans 1'énoncé du théoreéme 7.3, et notons

V= (mij) (enparticulier pour tout i m,=2 ).

On plombe ensemble 8 copies Tl""’T8 de T , en plombant Ti avec Tj
en lmijl points avec le signe de m; (voir Browder [ 1] ). Si on représente
chaque Ti par un sommet d'un .graphe, et si 1'on met une ardte entre Ti et

Tj lorsqu'on les plombe, on obtient le diagramme de Dynkin du groupe de Lie

exceptionnel Eg (voir aussi Séminaire Cartan [1] exposé de J.P. Serre)

Soit WO la variété obtenue ainsi . Wo est connexe et simplement connexe
(puisqu'il en est ainsi du graphe) ainsi que son bord si m> 1 . La propo-

sition en découle facilemant . cqfd

Remarque  Dans (Milnor [1] il faut faire une chirurgie eur wo » car la

matrice utilisée a un grpphe non simplement connexe.
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8 . Etude des groupes Chk_l(aw) (k impair)

Pour k impair, la forme d'intersection est une forme symplecti-
que; puisque le cup-produit est antisymétrique, (A. X =0 , A.p = -u.)\)
I1 existe donc toujours une base symplectique (Artin [1]) c'est-a-dire une

base {Xl,...,kr,ul,...,ur} telle que Xi.xj= My o Ms=

: o , Xi.uj= 6ij

1]

1 , tout se fait directement, et on a

k =1,3,7 Pour k
e (am = {0}

it

Pour Xk = 3,7 , 1 .(SO(k)) = 0 et le fibré normal v
k-1

de Sk dans M2k est toujours trivial, ce qui permet d'appliquer le
lemme 6.3. On en déduit le :

Théorame 8.1 6,(am = @,(am = @,,(3m = {0}

k #1,3,7

Le probl2me est ici de trouver une "bonne base symplectique" , c'est-a-
dire dne base [xl,...,xr ’ ul,...,ur} symplectique, dans laquelle les
plongements représentant les &léments du sous-groupe {xl,...,xr} ont
des fibrés normaux triviaux. La solution viendra d'une étude fine de la
forme bilinéaire d'intersection (ou plutdt de la forme bilinéaire sur
Z!2 qui s'en déduit). Précisément, nous allons exhiber une forme qua-
tratique sur Z, ayant pour forme bilinéaire aseociée 1"intersection

modulo 2" ; et interprétable géométriquement :

D'aprés la proposition 5.7, la flache

o : m (s0/50(k)) =z, = M _1(80(k))

2
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est un gonomorphisme, ce qui montre qu'étant donné un plongement @, de Sk

dans M , l'obstruction £ & faire la chirurgie plongée sur ¢, ne dépend
2k 2k+1 . ' ' 5

pas de la trivialisation de v(M" ;S ) choisie, D'autre part, d'apras la

remarque 5.8 , E ne dépend que de la classe d'homotopie du plongement ¢

et définit donc une application E§ : Hk(M) » Z, qui vérifie : E(x) =0

équivaut a la trivialité du fibré normal d'un plongement de Sk dans M qui

représente x
Proposition 8.2. On a l'identité :

E(xty) = E(x) + 2(y) + (x.y) o

ou encore :
od 2

E : H'k(M) ®Z, > Z est une forme quadratique sur Z

2 2 2
ayant pour forme bilinéaire associée 1l'intersection modulo 2 . a
Démonstration Nous utiliserons une suite de lemmes de nature géométrique

fcomparer 3 la démonstration algébrique de Kervaire-Milnor) Cette démonstration

provient d'un cours professé 3 Orsay en 1966-1967 par L. Siebenmann,

Lemme 8.3. Soit k dimpair , k 23 , et soit x € nk(MZk) . Il existe
exactement deux classes (2 homotopie régulidre pr2s) d'immersions de Sk dans

M2k » qui représentent x . (Il n'y a pas ici d'hypoth2se sur M ) o

Démonstration D'aprés le théor2me de classification des immersions (Hirsh

[1], Smale [3])les classes d'immersions correspondent aux classes d'homotopie

+*
de sections du fibré des monomorphismes fibrés de (%) dans £ (m%¥) s

k 2k |
oun f:85 =M est une application quelconque dans la classe d'homotopie
de x (et ol T désigne le fibré tangent) ; les fibres sont isomorphes 2 la
variété de Stiefel V2k K des k-rep @&res orientés dans E(ZK Or pour R
3

.
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1 <k y =0 , et pour k dimpair, k>1 , ﬂk(VZk,k) =z, .

v
T ok
Les classes d'immersions sont donc en correspondance biunivoque avec les

éléments de Hk(sk;zz) =z, (Steenrod [1] th.37,5 page 186) . cqfd

Lemme 8.4  Si MZk est simplement connexe, et si k23 , chaque élément

X € ﬂk(M) est représenté par un plongement, et par une immersion ayant un
seul point de self-intersection. a

L'existence du plongement a déja été utilisée au paragraphe 4. Pour construire
1'immersion, on utilise 1'immersion W : Sk-->]R2k donnée par Whitney £[1])
cette immersion a un seul point de self-intersection, et il découle de la
classification des immersions qu'elle nest pas réguliérement homotope 3 un

plongement (Smale [3] théor2me C). Soit ¢ un plongement représentant

x € m (M) . On fait la somme connexe de @(Sk) et de W(S) , ott 1'immersion
2k

W est définie dans un domaine de carte de M difféomorphe 3 R (voir
figure) : on en déduit 1'immersion cherchée. cqfd
@
(M) i
2k . « .
Lemme 8.5. Si M est simplement connexe, et si k est impair, k 2 3,

les deux classes d'immersion 2 homotopie régulidre prés correspondant a

x € ﬂk(M) sont représentées respectivement par un plongement et une immersion
ayant un seul point de self-intersection.

Plus précisément, la classe d'une immersion est définie par le nombre modulo 2

de self-intersections qu'elle posséde, o
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k' dans (Smale [3] en utilisant (Whitney

Ce lemme est démontré pour M2k= ]R2
[1]). Pour M2k simplement connexe quelc&nque, on sait d'aprés le lemme 8,3
qu'il n'y a que deux classes. On connait deux représentants par le lemme 8.4
La démonstration de (Whitney [1]) de 1'invariance par homotopie régulidre du
nombre modulo 2 de self-intersection est encore valabie lorsqu'on remplace

2k

R par M2k , ainsi que le procédé délimination des paires de points de

self-intersectinn, Ceci démontre le lemme.

Lemme 8.6. Soit M2k une variété (k-1) connexe stablement parallélisable,
bordée par une homologie-sphere, k impair. # 1,3,7 .(Conditions permettant
de définir £ ) Notons Cx la classe des immersions représentant x € Hk(M)

gpi ont E(x) points de self-intersection modqlo 2, Alors Cx est celle des

.

deux classes qui a un fibré normal trivial (1'autre classe ayant un fibré

normal non trivial) . 0
Démonstration
(i) E&(x) =0 : On a vu que dans ce cas, le fibré normal du plongement est

trivial, Le fibré normal de 1l'immersion est alors non trivial, puisque
celle-ci est obtenue par somme connexe avec l'immersion W de Whitney
qui a dans ce cas un fibré normal non trivial,

(i1) E(x) =1 : Le plongement a un fibré normal non trivial ; le fibré normal
de 1l'immersion est trivial : en effet, ce fibré est représenté par 1'é1lé-

ment non nul dans Z, , et il en est de mé@me pour celui de W ; par

2
somme connexe, on obtient un fibré normal représenté par O € Zz )
c'est-3-dire trivial (on a utilisé le fait qu'un fibré de dimension k

etablement trivial sur Sk a 'ine seule facon' d'étre non trivial),

cqfd

F
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Démonstration de la proposition Compte tenu du lemme 8.6 on vérifie facile-

ment sur les fibrés que Cx¥y est représentée par la somme connexe de cx

avec Cy : le nombre de points de self-intersection de cette immersion est

E(x) + E(y) + x.y , d'od la formule . cqfd

~ —7y X+y

On a donc trouvé une forme quadratique sur Zz , & savoir
E Hk(M) ®zZ, » Z, , qui est non singulidre (puisqu'il en est ainsi de
1'intersection). Il n'y a que deux classes, & isomorphisme prés, de formes qua-

dratiques non singulieres définies sur un espace vectoriel de dimension finie

sur  Z, (W.Browder [1]) , classifiées par leur "invariant de Arf" dans Z,

Définition 8.7. Soit (Kl,...,kr,pl,...,ur) une base symplectique de (x.y)2
(forme réduite modulo 2). La quantité c(E) =§§1§(ki) g(ui) € Z, est indépen-
dante du choix de la base symplectique, et s'appelle 1'invariant de Arf de § .
O
pour la démonstration (&lémentaire) voir par exemple (Browder [1]) ot 1'on

montre que c(€) = 1 si et seulement si £ envoie la majorité des éléments de
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