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CHAPITRE O

INTRODUCTTION

. ‘ o s ®

Soit (W,VO,Vl) un cobordisme C compact ; on note J(W) 1'espace
(muni de la topologie Cm)des fonctions Cm h:W-1 telles que hni(t)==Vt,
t=0,1 (I désigne le segment [0,1]). On posera n+l=dimW.

Rappelons que l'action du groupe produit des difféomorphismes de W
par les difféomorphismes de I définit sur (W) une stratification locale-
ment triviale (voir [237]) dont on sait caractériser les strates de petites
codimensions (voir [37, [4], [127, [27]). En particulier, la strate de
codimension 0, notée SO(W), est le sous-espace formé des fonctions de
Morse dont toutes les valeurs critiques sont distinctes (fonctions "excel-
lentes") 3 la strate de codimension 1 se décompose naturellement en deux
parties, gl(W)==§i(W)LJ8é(W) : 1'indice o correspond a des fonctions f
ayant toutes leurs valeurs critiques distinctes et tous leurs points cri-

2 Ie Ve

tiques non dégénérés sauf un qui est du type "naissance" (au voisinage d'un
, . 3
tel point, f s'écrit localement q(Xl,o..,Xn)-FXn41

dratique non dégénérée) ; 1'indice B correspond & des fonctions de Morse

, ou q est une forme qua-
) 3 - 3 Pl 3
ayant deux points critiques au meme niveau.

Soit hO EgO(W) et solient ¢ ¢, deux points critiques consécutifs

1’ 72
e h0>d'indices respectifs i, i+1. On note C(ho,cl,cz) l'espace (muni de

la topologie CO) des chemins

er (1,0,1) —(x° (W) Ug(lx(W) b, 570 (W))

réalisant 1'élimination de c, et ¢, (e traverse une seule fois gi(W) ) s

4 I » . .
Si W est une variété ouverte, g(W) désigne tout simplement l'espace des

) W A p . .
fonctions ¢ a valeurs réelles définies sur W.




0.2

‘@i un tel chemin existe, on dit que olvet c2 sont en position de

g'éliminer. On s'intéresse a l'application

0/,
et clh ,e ,0,)~F (W)

définie par e(e) = (1) ;'soit £, un point-base choisi dans C(ho,c1,02) :

on note f =:e(§ ).
. O 0

Si Tt].(@(ho,cl,cz);f:o)= {0} (j=0), on dit qu'il y a unicité forte des

éliminations a j parametres pour le triple (ho’cl’CZ)“

s g : , 0 .
Si ﬁj(e): EJ(C{hO,Cl,Cz);EO)-ﬂj($ (W);fo) est la fleche nulle, on

dit qu'il y a unicité faible des éliminations & j parametres pour le triple

(hboaclzc‘g)'

Enfin, si tout élément dans 1'image de nj(e) est aussi dans 1'image

de n.(e'), ot
‘e J(e ), ou
nj(e'): RJ(C(hé,ci,cé);aé)—4nj(gO(W);f0)

est défini de maniere similaire a nj(e), le chemin e! d'extrémité f  corres
pondant cette fois a 1'élimination d'un couple (ci,cé} de points eritiques
de hé d'indices (i+1,i+2), on dit que le triple (ho,cl,c2) a la propriété

de tranglation des indices & j parametres.

Moyennant des conditions sur la dimension de W et 1'indice des points

critiques €1y Cy (qui, sauf pour le (1) ci-dessous, ne sont vraiment satisf

santes que pour j=0 et j=1) j'obtiens les résultats suivants

(1) Il n'y pas en général unicité forte des éliminations a j para-

métres : le "lemme d'unicité des morts" de Cerf ([4], chapitre III, § 2
prop. 4 ) , valable pour j=0 a condition que les variétés de niveau de
hO intermédidres entre cy et 02 soient simplement connexes,apparaft donc
comme exceptionnel ! Rappelons que ce lemme est fondamental dans la démoun

tration du théoréme de la pseudo-isotopie [4 .




0.3

Notons M une telle variété intermédiare (elles sont toutes difféo-
morphes) et posons j=k-1 afin d'étre en accord avec lesnotations du chapi-
tre 5 . Dans le cas ou M est k-connexe, je décris (voir chapitre 5) un
isomorphisme entre nk»l(a(ho’cl’CZ);ao) et Coker<H{@9ker kal’ ou
I nk(SO(i))~4ni+k(SL) est le Juhomomorphisme‘. Dans le cas général,
“k~1(d(ho’°1’02)550) dépend des (k+1) premiers groupes d'homotopie de M,
et est indépendant de nk+1(M) dés que nl(M)= {0} (comparer a [12] ou le

cas j=k-1=0 est compléetement traitd).

(2) On a en général la propriété de translation des indices a j

parametres : le cas j=0 est traité dans [12] en utilisant le calcul
du (1) ; je donne une démonstration indépendante de (1), ce qui me permet
de traiter le cas j 21 et d'améliore pour j=0 les conditions de dimension

obtenues dans [12] (voir chapitres 2, 3 et 4).

(3) Il y a unicité faible des &liminations & j parametres sur un

cobordisme élémentaire d'indice suffisamment loin des extrémes 0 et n+1,

(voir chapitres 2 et 3). Ceci montre que le (2) n'est vraiment intéressant
que dans le cas ou ¢y et c, sont les seuls points critiques de h0 3 W oest
alors difféomorphe a un produit V XI, et l'extrémité fo du chemin d'élimi-
nation € est une fonction sans point critique. Je ne sais pas s'il y a

ou non unicité faible des éliminations & j paramétres (j 20) dans ces

conditions.

Voici deux exemples, le premier pour j=0, le second pour j =1,

montrant 1'intérét du probleme des éliminations.

* On utilise indifféremment la notation nk(SO(i)) et nk(O(i);id) des que
k=1.




0.4

A -~ Obstructions & ce que pseudo-isotopie entraine isotopie sur une varidté

V non simplement connexe (voir [247], [12], [297). On sait d'apreés [4] que

ce probleéeme eést 1ié au calcul du nombre de composantes connexes par arcs

du sous-espace &(Vx I) de go(VX I) formé des fonctions sans point critique,

Soit 5?(V)<I) le sous-espace de SO(Vx I) formé des fonctions ordon-
nées (nice) n'ayant que des points critiques d'indices i et i+1 5 soit
gi(Vx I) 1'intérieur de 1'adhérence de S;(Vx 1) dans §(V xI) (voir [4] et
[12]). Les conditions dans lesquelles j'obtiens la translation des indices
a 0 parametre me permettent d'améliorer le résultat principal de [12] en
montrant que Si(Vx I) est connexe par arcs deés que 2<i<p~-2, n=dimV 25
(voir dans 1'introduction de [127] la comparaison avec la démonstration du

théoréme du s-cobordisme).

L'obstruction style K-théorie (quotient de Kz(ml(V))) décrite par
Wagoner dans [29] intervient & ce point et permet de répondre a la ques-
tion suivante : soient fogf

A 1

A~
solient fo’ fl deux fonctions obtenues a partir de fo, f1

faisant naitre successivement q couples critiques d'indices i, i+]1 (stabili

: Vg I -1 deux fonctions sans point critique

respectivement en

sation) 3 on note 3?oq(V”yI) le sous-espace de 5$(V'XI) formé des fonction

- - i

ayant q points critiques d'indice i et q points critiques d'indice i+l ; f

I = i A ~ :

f1 Eg?,q(V”xl) et on suppose que fo et f sont dans la méme composante con-
] 3q

_ . e el , AN
nexe par arcs de l'espace 5i;q(Vy [)zljﬁ}gi;q(VXI). Les fonctions fo et

A
1 . ~ . . 0 .
f1 gont-elles dans la méme composante connexe par arcs de Si°q(v>(l)?
' ?

5i tel est le cas, on déduit de l'unicité faible des éliminations
a 0 paramétre sur un cobordisme élémentaire que le nombre q de couples
critiques que 1l'on fait naitre peut &tre pris égal & 1 (déstabilisation
partielle 3 voir introduction du chapitre 2). La connaissance de
HO(S(VX I)), et en particulier son éventuelle dépendance de nz(V), est
donc liée au probléme de 1'unicité faible des éliminations a O parametre

pour un triple (hO, C ,02) dans lequel ¢, et ¢, sont les deux seuls points'

1 1 2
critiques de hO: Vx I=-1 3 c'est & ce niveau que se situe une éventuelle

. p . L . . . . 1
obstruction a ce que pseudo~isotopie implique isotopie sur SDX'S .




0.5

"B ~ Btude de l'espace des difféomorphismes du disque

n+1) 1'espace (muni de la topologie Cm) des difféomorphis-

n+1, et soit Diff(s™x I,8" x {0}) 1'espace

des pseudo-isotopies sur s™. Pour tout j=0, on déduit de l'appendice de

Soit Diff(D

mes conservant l'orientation de D
[3] 1'isomorphisme (le point-base est l'identité)
ﬂj(Diff(Dn+1))zfnj(SO(n+1))G?Rj(Diff(San,Snx{O}))

A l'aide des méthodes de lissage de Morlet (voir [21]) et d'un théoreme
de W. Browder (voir [07) je montre dans [6] qu'il doit exister un couple

(j,n) pour lequel nj(Diff(S“xI,Sn

v101)) est non trivial.

Je pose maintenant la question : '"existe-t-il un tel couple avec
i<<n"? (on sait d'ap¥es [3] et [4] que nO(Diff(San,Snx{O}))= {0} pour
n#3,4). Ce probléme est 1ié & 1'unicité faible des éliminations de la
maniere suivante : soit hO:prlﬂl une fonction de Morse n'ayant que deux
points critiques ¢, et c d'indices respectifs i et i+1. 8Si 4<1i £n-4,

1 27
on définit un morphisme E(ho) par le diagramme commutatif

» e
nl(c(ho,cl,cg);so) — nl(b(S ‘xI);fO)

I I

E(ho) n n
Z, ,nl(Diff(S'xI,S‘x{O});id) .

Dire qu'il n'y a pas unicité faible des éliminations a 1 parametre pour
le triple (ho’cl’CZ) reviendrait a dire que E(ho) est non trivial. On

**nkwaiff(San,Snx{d%i@.

définit de méme des morphismes E(hJ:Coker‘Jk@ker<ﬁw]
A St

Je renvoie a [6] pour les relations avec la topologie PL (stabilité

: . . . . n
de PL(n), pseudo-isotopies linéaires par morceaux sur S ).
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0.6

Ce travail est divisé en 5 chapitres, chacun muni d'upe introduction
le chapitre 1 utilise etkgénéralise la technique des chemins élémentaires
de [4] 3 en particulier, le calcul de nj(d(ho,cl,cg);ao) y est réduit a
un probleme géométrique. Une grande partie de ce chapitre a été réaliséde
en collaboration avec I, Laudenbach. Le chapitre 5 contient le calcul dans
certains cas de ce groupe et utilise essentiellement des méthodes de modi-
Fication d'intersection par chirurgie (voir [807]) ; & 1'exception du para-
graphe 5.3, il peut étre lu indépendamment des chapitres 2, 3 et 4 sur

lesquels je m'arréterai maintenant.

Ces trois chapitres concernent les points (2) et (3) (translation des
indices et unicité faible des éliminations sur un cobordisme élémentaire).
Les démonstrations font intervenir des résultats sur la géomdtrie des
strates gz(W) et gS(W) de codimension respectivement 2 et 3. On étudie

‘
en particulier la partie gi(W) de gz(W) formée des fonctions £ dont toutes
les valeurs critiques sont distinctes et dont tous les points critigues
sauf un sont non dégénérés, 1'équation locale de f au voiginage du point
)+ x4 " ol n+l=dimW ,

1. n-+
et ou q est une forme quadratique non dégénérée (Cerf appelle cette singu~

critique dégénéré étant de la forme q(x1,.ww,x

larité "queue d'aronde" et Thom 1'appelle "cusp" : la différence vient
de ce que Thom se réfere a une stratification alors que Cerf se référe a

) . . 2 2 . : . ~
un graphique). On rencontre aussi la partie gB(W) de (W) formée des fonc-

tions ayant toutes leurs valeurs crtitiques distinctes et tous leurs poinfts
critiques, sauf deux, non dégénérés, les deux points exceptionnels étant

1 . . . g . .
du type ga(W) (naissance). La strate de codimension 3 n'intervient qu'aa

chapitre 4, avec 1'ombilie hyperbolique.

Le probléme général que je me suis posé peut étre exprimé comme sui

. " +1 , . .
solt 1r+ : p¥ ~*3(W) (r petlt) une carbte transverse en un point de la

1
gtrate 5r+1(W) de codimension r+1 de g(W) (voir paragraphe 1.2). Soit
O Dr—*S(W) une application continue générique ayant un graphigue isomor~

phe a celui de la restriction de Fr+1 a une partie Dg de aDr+1 difféo-

morphe a p" (1le graphique de ¢ est le sous-espace de D x I formé‘des
couples (xjt),oﬁ t est valeur critique de la fonction @(x) 3 on indique

sur le graphique les indices critiques correspondants). Dans quelles




‘conditions peut-on assurer que ¢ se prolonge en une application
r+1 ' N

$:D -+S(W) ayant un graphique isomorphe a celui de Fr+1?
Le premier exemple d'un probléeme de ce type est celui résolu par le

"cancellation lemma" de Smale j; la strate en jeu est ici 3i(W), donc r= 0,
et 1'image @(DO) est une fonction de Morse sur W dont on cherche a éliminer
fleux points critiques consécutifs ¢y et ¢, il y a une cgpdition non tri-
vi&lg, a savoir l'existence d'un couple de nappes en bonne position (voir
[5]). Cette condition assure la contractibilité du polyedre obtenu en pre-
nant la réunion des lignes de gradient de ¢(D°) (pour une certaine métri-
que riemannienne sur W) passant par ¢, et ¢, et limitdes & deux niveaux

1 2 °%

entre lesquels @(DO) n'a que ¢y et ¢, comme points critiques.,

C'est encore le méme genre de conditions que 1'on rencontre dans le

r+1 . .. . s
est bien choisi, on peut associer a ¢ un

cas général : sgi Dﬁc:aD
polyeédre (saturé d'un ensemble de nappes adaptées & une certaine fonction
de Morse dans l'image de @) et 1'obstruction & l'existence du prolongement

 est lide & l'homotopie de ce polyédre.

Le résultat le plus intéressant dans cette direction est le lemme
de la queue d'aronde, démontré dans le chapitre 2, qui “implique les affirma-

tions (2) et (3) du paragraphe 0.1 dans le cas ol j=0.

La queue d'aronde a d'ailleurs bien d'autres propriétés miraculeuses
unicité des apparitions, unicité des disparitions, simplicité homotopique
de l'espace des "chemins en queue d'aronde” (voir chapitre 3) dont on déduit

(2) et (3) dans le cas général.

Pour finir, voici une conjecture : si on cherche a rajouter un pa-
rametre dans la démonstration de Cerf (par exemple dans le but de calcu-
ler nl(Diff(Dn))) on rencontre, outrée le probleme de l'unicité faible
des éliminations dent on a parlé em 0.1, le probléeme de la simple connexi-
té de 1l'espace Si(W) 3 11 semble en effet que nl(gi(W)) soit non trivial,
essentiellement parce que l'espace des chemins de fonctions d'origine

fixée réalisant le croisement d'un couple de points critiques d'indices i,




i+l n'est pas simplement connexe (voir [47] et [187). Soit @?(W) le sous-
espace de SO(W) formé des fonctions (pas forcément ordonnédes) n'ayant que
des points critiques d'indices i et i+1, et 3;(W) I'intérieur de 1'adhé-

rence de %?(W) dans S(W)s

Les résultats semi-locaux contenus dans le présent travail devraient
permettre de démontrer la simple connexité de 1l'espace @j(Vxlﬂ. En tout
cas, l'analogie avec la situation de [4] fait conjecturer“que si un lacet
dans €(V xTI) est contractible dans (gi(Vx])J il 1'est aussi dansrgi(V'xI):
(comparer & [4] ou il est démontrd que si un chemin dans Si(Vx I). a ses
extrémités dans €(Vx I), il est homotope avec extrémités fixes a un che-
min sur lequel ne se produisent que des croisements d'un seul type
[(i,i) ou (i+1,i+1)] ; dans notre cas, on veut supprimer les croisements
(i,i+1)). Si . ces deux conjectures sont vérifiédes,le morphisme induit
par 1'inelusion nl(&(V)(I))-*nl(gi(V"xI)) est trivial, ce qui serait

1'amorce d'une théorie d'obstruction stable comme dans [4] et [29].
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1.1

CHAPITRE 1

LA TECHNIQUE DES CHEMINS ELEMENTAIRES

Dansg [4] J. Cerf a besoin de renseignements sur 1'homotopie de 1l'es-
pace des chemins d'origine fixde traversant certaines composantes connexes
de la strate de codimension 1 dans la stratification naturelle de l'espace
S(W) des fonctions différentiables réelles sur une variété W. Pour se ra-
mener & des probldémes géométriques raisonnables, il crée la notion de

chemin élémentaire qui me semble étre une des idées les plus fécondes de

L4 1.

Dans le paragraphe 1.2, je généralise cette notion au cas de strates
de codimension finie quelconque d'un espace dont la stratification est
localement triviale (c'est bien le cas de g(W) d'aprés [23]). Le "lemme
des chemins élémentaired de [4] se généralise immédiatement en un "lemme
de familles é&lémentaires” qui est utilisable chaque fois que 1'on connait
bien la structure locale des strates mises en jeu (voir chapitre 3 pour

des applications).

Les paragraphes 1.3, 1.4, 1.5, 1.6 ont été réalisés en collaboration
avec F. Laudenbach ; les paragraphes 1.3, 1.4, 1.5 développent les résul-
tats annoncés dans [11] : on y réduit completement le calcul de 1'homo-
topie de l'espace des chemins d'élimination d'origine fixée a un probleme

géométrique (qui sera résolu en partie au chapitre 5 3 voir aussi [12]).

Le paragraphe 1.6 traite (assexz rapidement) le cas de la singularité
de codimension 2 que Cerf appelle "queue d'aronde" (et que Thom appelle
"cusp" ou "catastrophe de Riemann-Hugoniot" dans [27]) s 1'application
de la méthode des familles élémentaires (& deux paramétres) se fait sui-
vant un plan en tous points semblable a celui qui est suivi dans les

paragraphes 1.3 et 1.4.




1.2

Je chapitre commence par la démonstration d'un théoréme (paragraphe
1.1, théoreme 1s1017) dont les paragraphes 1.3 et 1.6 utilisent des cas
particuliers (le cas de la singularité de naissance, utilisé en 1.3, a &été
résolu en collaboration avee F. Laudenbach dans [11] 3 le théoréme général

a été annoncé dans [8]).

On montre que, au moins homotopiquement, on peut séparer 1'influence de
la partie non dégénérée d'une fonction h: B™ - sur le groupe local d'iso-
tropie de h (c’estwéudire le sous-groupe des diffdéomorphismes locaux P
de (ﬂfﬂO) tels que h@::h)g Etant donné 1'intérét propre de ce résultat,

nous avonsg cru bon de le détacher ainsi.

Influence de la partie non dégéndérée d'une fopection sur son groupe loecal

oy P
fd'igotropie .,

. . o . n
Pogition du probléme : Soit (O un voisinage ouvert de 0 dans B, et

f:(0,0) - (Rm,0)

une fonction C° telle que f'(0)=0. On peut supposer (voir [35])‘que £

st'éerit

f(Xlg_@s,xk,xk+1gma,,xn)mq(xlga@o,xk)+»d(xk+1,._.§xn)

. I k Z « . LN I B DR
ou q(x_g.o.,xw>==m2 x_ + & x2 y €t ou d est totalement dégénérée a
1 k g=1 8 g=141 8

1'origine (on se permet de réduire (1 5 on choisira par exemple un voisi-

nage produit de 0 dans Eﬁlz]Rk‘x]Rnwk)q

Si U est un voisinage ouvert de 0 dans K#% on note Plgto(u,mp) lles-
pace, muni de la topologie CCOg des plongements lisses conservant 1'origine
de U dans R" . On munit l'engemble Diffloc(mp,O) des germes de tels plon-

gements de la structure semi-simpliciale définie de la maniere suivante

@

Les résultats de ce paragraphe ont &t¢ annoncéds dans (8] (le cas parti-
. 3 -
i . :
culier ou d(xn)::xn a été annoncé dans [11]).




un p-simplexe est représenté par un pleongement différentiable
A AP X1 - AP ﬁlgl, !l voisinage ouvert de 0 dans Ifl, tel que : pour tout
o EAp, et tout x €1, A(a,x)=:(a,aa(x)) et aaéEPlgtO(u,mp) . Deux tels plon-

gements Alz Apx 1, » AP x B et A2: Ap;xu2-»ApK R™ définissent le méme

p-simplexe s'il eiiste UCIul(\Uz tel que les restrictions de A1 et A2 a
AP % U cofncident. Les opérateurs de face et de dégénérescence sont définis
de maniére &vidente (voir [20], chapitre I).

Soit Uk a(U) un idéal du faisceau des germes de fonctions ¢” de Q
dans R ; si 0 €UC(Q, on note G[f,@(U)] le sous-espace de Plgto(u{Rn)
formé des plongements ¢ : U—Q tels que f¢u~(f‘U) ea(u). si a(u) =0, on
note G[f,@(u)]:(}u(f).

Soit O la fibre en 0, c¢'est-a-dire l'ensemble des germes en 0 drélé-
ments de @(U), ou U parcourt 1l'ensemble des voisinages ouverts de 0 dans
Q3 O est un idéal de l'anneau local des germes en 0 de fonctions ¢” dae O
dans R 3 on note G(f,@) le sousmensembleo de Diffloc(mp,O) formé des
germes en 0 d'éléments de G[f,0(u)] ou U parcourt 1'ensemble des voisina-

ges ouverts de 0 dans (.

On munit G(f,0) de la structure semi-simpliciale suivante : un
p-simplexe est représenté par un plongement différentiable A: Apx1l~+ApXKf%
U voisinage ouvert de 0 dans (), tel que : pour tout a(EAp; et tout
x €U, A(a,x) = (oc,aoc(x)), et a €G[f,a(u)]. La relation d'équivalence est
la méme que dans le cas de Diffloc(mp50) , ainsi que les opérateurs de

face et de dégénérescence.

G(f,O) EG(f) est, par définition, le groupe local d'isotropie de f

en 0 3 il est clair que c'est un groupe semi-simplicial.

¢ ’ s .
Dans [8] on affirme a tort que c'est un sous-groupe quel que soit C.
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Pour alléger les notations, nous adopterons dans la suite la conven-
tion suivante : si X est un espace topologique et Y est un complexe
semi-simplicial, on se permettra d'éerire 3:X-Y (resp. ¥: Yﬂ*kX) a la
place de @:,K(X)-*Y (resp. Yo: Y-ﬁX(X)) pour désigner un morphisme semi-
simplicial du complexe singulier différentiable,/f(X)0 de X dans Y (resp.
de Y dans,ﬁ(X) )o

Soit JG(f,0) cGL(n3R) le sous-espace formé des jets en 0 d'éléments
de G(£,0), et J: G(f;@)-*JG(f,G) le morphisme "jet" qui & un p-simplexe
de G(f,0) représenté par A: AP x U- AP ¥ B® associe le p-simplexe singulié
de JG(f,q) aéfini par 1'application

gy AP =a6(e,0) 7, (a) =a!(0)
(rappelons qu'on a noté A(a,x)=:(a,aa(x)) ).

Nous allons commencer par étudier le sous-groupe JG(f).

Structure de JG(f)

Soit J(f) 1l'idéal jacobien de £, (d) celui de d 5 S(f) est par défi
nition 1'ensemble des germes en 0 d'éléments de I(£)(U), ou U parcourt
1'ensemble des voisinages ouverts de 0 dans Q, et ou S(f)(U) est 1'ensem-

) ® ‘ n of ,
ble des fonetions C de U dans M de la forme ,Zin(x) g;m~(x),1es Xj
Jr: o

[

(=]
étant des fonctions C quelconques de Ul dans R.

C s . N A il
Les définitions relatives a d sont les mémes en remplagant R~ par

iank'. Enfin soit MM 1'idéal maximal de 1'anneau local des germes en 0 de

4 » . L
Le complexe singulier différentiable de X est le complexe semi-simpli
cial, ayant méme type d'homotopie que X, dont les p-simplexes sont le
applications différentiables de AP dans X.

oo

Quand on parle.d'éléments, il s'agit bien entendu d'éléments du

O-squelette.




fonctions €~ de R® dans B3 il est naturel d'appeler ﬂxj(f)(U)l'ensomble

()XJ () ()

o) 1
des fonctions ¢ de U dans IR de la forme PN
i, k,1= 1J,k1

1.1.3 Proposition JG(f):JG(f,zmg(f)), et JG(d):JG(d,,SZ(d)).

Démonstration : Elle est basée sur la méthode de J. Mather telle qu'elle

a été exposée dans [25] 3 nous ferons la démonstration pour f 3 celle pour
d est identique en tenant compte du fait que d est totalement dégénérée

l'origine. La considération de ﬁﬁSz(f) remonte & [11] et nous a été

il

suggérée par Bernard Teissier.

‘) “ g - -
Si g Gﬁﬂsg(f>(U) , et si t¢€ Jo,B[ R, il existe un ouvert ¥, voisinage
de 0 dans 11, tel que 1'idéal §(f + tg)(\¥) soit constant; en effet, on voit

immédiatement que

R e ~ ‘ _ of
BX](1+ tg) 1+~ta11 tal2 .o Ldln =)
' - ba21 l-ktazz .
3 of
aXn(f+-Lg) tanl ceou s s e 1+-tann axn

) - =] - . -
ou les aij sont des fonctions C de Ul dans B qui s'annulent en 0 ; il
existe done un ouvert V', 0 ¢ Uc, tel que pour tout x e Vet tout

t € Jo,B[ (o et B sont supposés bornéds), la matrice

1+ tali(x) talg(x) e oo taln(x)

tazl(x)

® 3

tanl(x) 1+-tann(x)

soit inversible, d'ou la conclusion.
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On en déduit que la restriction a YV de g s'éerit sous la forme

K

' n
g(x)=- = X

J

()2 (x) -~ % (Mf”-‘ﬂlu
J J

P Xt) dépend différentiablement
1 n

de t € Jo,B[ et du champ X = (X ,..@,X ). De plus, on peut supposer que,
pour tout j=1,...,n, X EEU?J( V') CIE]T (\}‘) $ 1l en est domec de méme de Xi?

pour t € Ju,B[. t

ou le champ de vecteurs (sur Uk) X = (X

On considere alors la famille Jtlt € ]oc 28 L} d'éléments de Plgt (1/‘
solution (flot local) de 1'équation différent Le]]e dépendant du temps

- o . o, . L s
(E) 3 @t(x) = X (@_b(x)) 5 ¢, = identité .

(Bien entendu ]ocO,BO[C Jo,B[ et \,‘PO o\,

On vérifie que 'a%" [(f + tg)@t(x)]r—- 0, ce qui entraine (f + tg)cﬁ_t(x) = f(x)

pour t € ]OCO,BO[_ , X E\?:) , et que @%(0) est constant, donc égal a 1'identité.

Si ]ocO,BO[D [0,1] on en déduit la proposition 1.1.3 de la maniere
suivante : soit m e‘JG(f,‘JJ?Sz(f)) 3 il existe un ouvert U et un élément
¢ GG[f,fmSz(f)(U)] tel que ¢'(0)=m 3 soit g 1'¢1ément de EU?SZ(f)(U)
défini par g(x)=1fo(x) -f(x), et soit {@tlt €[0,1]} la famille & un para-
metre d'éléments de Plg't (‘U" ¥) aéfinie comme précédemment a partir de g.
On a, pour tout x E\?’ s (f+ tg)c’ﬁ (x)"- f(x) 35 en particulier
(f + g)@ (x) =f(x), donc fos (x)—f( ) pour tout x 6190/, c'est-a~dire
98, CG {%(.t)

Puisque (o @1)'(0) :@Y(O)@’i(o) =¢!'(0) =m , on a démontrdé que m € JG(f).

I1 nous reste a vérifier qu'on peut choisir @’ de fagon que
]OC B8, L200,17 5 ceci découle immédiatement du fa_l{ que les X] sont dans
e (V’) ¢ pour le voir, on reprend les majorations sur ]oc ,B [ et U/ qui

interviennent dans la démonstration de 1'existence d'un ilot local pour
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‘une équation différentielle dépendant du temps (voir par exemple [17].
proposition 1, paragraphe 1, chapitre 4) et on s'apergoit que si U/o est
choisi assez pelbit, on peut prendre ]060,80[ aussi grand qu'on veut dans

Yo, 5 il suffit donc de partir avee Jo,B[2[0,1].

1.1.4 Proposition : JG(f) est le sous-~groupe de GL(n;]R) formé des matrices

(M gy telles que : A€0(i,k-i) (c'est-a~dire A laisse q invariante)

et S €JG(a). (M est quelconque).

Démonstration : On remarque tout d'abord gue si m GJG(f,ED":d), alors

m = {A O\ﬂ
(M s 3

pour ¢ €G(f,M (U)) tel que ' (0)=m, et A €ER . On en déduit, en appelant

avec A €0(i,k-i) : pour cela, on calcule f(%‘m(}\x)) - £(x)
(ml(x),n..,mn(x)):‘m(x) le transformé de x é][{n par m, que

f(m(x)) - f(X) = d(mk_{_l(X)a oo 9mn<x» . d(Xk-%ls oo QXI'J,) 9
d'ou on tire

(1) q(m].(Xi)gemgsmk(x)) = (11(3{14“”3(.1()

A

(1) Si on fait x =,,, nx =0, on obtient m::i(M

N PO
R N ) avec AcO(i,k-i)

1

(2) Posons N= (Y . ,Yn) (Y1 est un vecteur-colonne ayant k

k+17°"
coordonnées). De 1'é&galité (I) on déduit que, pour tout l=k+1,...,n,
q(Y]):O, puis que Y

Y, =0 et N=0.

1 est orthogonal a tous les A(Xl"”’xk,)’ donc

1
Soit J, (resp. J_,) le sous-groupe de GL(n;]R) formé des matrices
(ﬁ 2"), A€0{i,k-i) (resp. ((]; (S).x , S€JG(a) )5 on a aésigné par 1 alterna-

tivement la matrice identité (un-k)w (n-k) et la matrice identité k% k.

1.1.5 Lemme : Le morphisme J: G(f,‘))“(sz'(f)) MGL(n,g]R) admet une :zéecwtion,6 T au-

dessus du sous-groupe J1CGL(n_;1R) .

Avee les conventions de 1.1.1, 7 est un morphisme semi-simplicial du

complexe singulier différentiable de J1 dans G(fgﬁfﬂi}a(f))e
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Démonstration : Si A€0(i,k-i), il est clair que l'application liné-

aire représentéde par la matrice (g 2) est un élément de G,]Rn(f).

Puisque <ﬁ (I))=<13 ?)X (}i 2), il suffit de trouver une section de J au—dessu"}
, )" ) _ 0 :
du sous-groupe de GL(n,]R) formé des matrices (I\I/I I)

On va chercher un élément ¢ = ((b

.,(bn)E‘G[f,iD“cS2(f)(ll)] (U assez petit
tel que ¢'(0)=m= (I ) sous la forme

of
/axk+1
P = m+{ 1 . R
| :

. of

% ax
n

ou ]31 (resp. B2) est une matrice k y (n-k) (resp. (n-k)x (n-k)) & coeffi-

cients réels constants. 1&
Si on éerit q(xl,.,.,,:x )w (X ces X )Q(\ ., il vient
) .V
f s of
/3x x, 0 B\ [3x
. 1=2Q) - et done (= identité + : .
of | x Lyt B /| 3t
P k 2 2 Sx
aXk n
On calcule alors sur un ouvert U
n
f¢(x) -£(x) = §(¢()mx) ()
' u 2
1 i j o f
o .,ZA o (0 0 ) T2 () vR()
1]
Ly j
2 521‘
avec R ey (f)(ll) (remarquer que, si i,j=k+1,...,n, S;;;ED](U), et util
ser la formule de Taylor avec reste lntog,ral) J

On en déduit que f¢m(f|u)ezm32(f)(u) dquivaut a 1'équation ci-dessol

dans laquelle tr désigne la transposition




_ df . gof
[0 B x| 0 0\ ox
0 = [2fF of || A [ af of | \ .
= aX o e s aX JE1 L : +ka ..aX i: ) :
! n"‘\~MQ“ B, | af ! "o TBGB, [} Bf |
2 2 = 1771 w«/
axn axn

I1 existe une solution canonique rendant antisymétrique la somme des deux

mabtrices intervenant dans cette équation

1 . -1, &

fBl =-5 (@) "M

L t | |

, A . 1, o, -1, W
B, =- "B, QB =-7M Q7)) "M .

Soit A: Ap-ﬁu%(nmk,k) un p-simplexe du complexe singulier différentiable
de l'espace des matrices (n-k)% k. Nous allons associer a A un p-simplexe

T(A) de G(f,zmsg(f)) tel que JT(A)=A (on identifie ici les matrices M et
‘T 04
(M I ,} ).

Si p=0, et si M Guy(nwk,k)g on représente T(M) par

r of o

1 t -:]_ ﬁ [ e
: 0 -5 (@ ) M axl\\
¢M = identité +| : )
L AN
su™ I CE RS VAN

=

11 existe une boule fermée b(M) voisinage de O dans R” telle que
¢Mlb(M) soit un plongement. Les plongements formant un ouvert dans les
applications ¢ pour la topologie Cw, on voit que si M' est acsez voisine

de M dans JH(n-k,k), ¢ 1b(M) est encore un plongement ;5 on en déduit, par

M
n .
un argument de compacité, qu'il existe un voisinage Vde 0 dans R~ qui
vérifie : pour tout M EA(AP), ¢Mlt% est un plongement. Par définition,
‘ , # P, g?
le p-simplexe T(A) est représenté par le plongement de APV dqans ATx R
qui a (a,x)‘gssocie (a3¢M(x)), ot M=4A(a). On a construit ¢, de manieére

que ¢ﬁ(0)=:&$ 2 , donc JT(A)=A, et le lemme 1.1.5 est démontré.




1.1.6 Suite de la démonstration de la proposition 1.1.4

Remarquons - _(AO) beut derirve m- avee m oA 0O
einIrg_ ons que si m=}, o], on peut écrire m=mm, avec my ={ . |
el ma:(\o b> . 8i A¢c0(i,k-i), on a m, C(ll s soit © €G(f) tel que Jg=m.

Le lemme qui suit montre que (Im )cp €G(f, ‘1’}“\52(f)) (c'est-a-dire est un

O-simplexe de ce complexe) ol T a été définie dans le lemme 1.1.5.
1.1.7 Lemme G(fgiTJ?Sz(f)) est stable pour la composition.

Démonstration : Il s'agit de montrer que deux germes Py Py qu1 véri-

fient f(pl -1 EMS (f) et fco -~ FEWY (f\ vérifient fo 192 - f E‘W" (f)

(quand il n'y a pas de probieme de domaine de définition, on dénote de la

meme fagon un germe et un représentant de ce germe ).

Puigque fo 1 %9 w.i' f 9y P9 - f Py + t Py -f , il nous suffit de montrer
que f @ cpzm f(p2€i)fﬁ (f) Pour cela, on différentie la relation
fcpg ~fC§H?\5 (f) en rappelant que S(£)c® ;3 il vient

ol )1 of
2 (9,00 5 (0 = 2R @) ery)
Q] ]
n (CP )
on R,j ems(£) , done li/: oL (cp2( x)) = Puisque 9y est un dif-
fd(@g)l 3
i’eomo*rphlqme local, la matrice \ 3% (x) est inversible pour x assez

J
voisin de l'origine, ce qui montre que, pour tout 1=1,...,n,

%(wg)éﬁ(f) A partir de f(p1 ~-f€9ﬁ32(f), on déduit facilement (puigue

¢, conserve 1'origine) que f(pl (92-=f(p2€imi‘52(f).,

1.1.8 Fin de la démonstration de la proposition 1.1.4

Posons 4)«( *n7 ")y €6(1,m35%(£)). 0n a 4)'(0)“(5 g) ,‘donc

(é g} €JG(f,MS (f)) Noug allons en déduire que S €JG(a,$ (d)) =JG(a) .

Définissons 0= (91“_1,, vy en) par el(xk+1” .. ’Xn) = 4)1(07’.“ 0%, re e ’Xn)
on voit que 8'(0) =S et que
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d(9k+1(xk+1""’Xn)"”"’en(xk+1’“"\’Xn)‘) md(xk+1’°"’xn)

= wq(el(xk+1,ag.,xn)?a..,ek(xk+1,.",xn>)+-R(O,w.,0,xk+1,wu,xn) )
. 2
avec R eMS (£).

I1 est clair que, si on montre que pour tout j=1,...,k,

ej(xk+1""’xn)::¢'(O’°'°’O’Xk+1’°°“’xn) GS(d), on en {déduit immédiatement

b 2 ’ . 1 "of . ]
6 €6G(a,s (a)). Mais ¢j(xl,...,xn)zit§ éi; (¢(X1,,..,xn» pour j=1,...,k,
el on a vu dans la démonstration du lemme 1.1.7 que, si ¢ EG(f,ﬁﬂSa(f»,
alors ;f,(¢) ES(T) pour tout j=1,...,n, d'ou la conclusion (remarquer

J
que si ¢(x1,.o.,xn> €s(t), alors ¢(O’°'°’O’Xk+1’°°"xn) es(a) .

La proposition 1.1.4 est ainsi démontrée puisque tout

m €36(t) = J6(£,m3%(£)) o' berit mym avec my €J, , my €,

1.1.9 Décomposition en produit de G(f)

Soit Gi(f) (resp. Gg(f)) 1'image réciproque par
J: G(f) - JG(£)

du sous~groupe Jl (resp. J2)°

1.1.10 Proposition : Tl existe un isomorphisme de G(f) sur Jlx.Gz(f).

1.1.11 Corollaire : L'inclusion naturelle
0(i,k-i) ng(f) < G(f)

est une équivalence d'homotopie.

Le corollaire est une conséquence de ce que 1l'inclusion naturelle

de 0(i,k-i) dans J, est une équivalence d'homotopie (la multiplication

1
de M par A, 0 <A <1 définit une rétraction de déformation de J,  sur

1
0(i,k-i) ).
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1.1,12 Démonstration de la proposition 1.1.10

On va déduire de la section

v d, - G(£,5 (1))
exhibéde au lemme 1.1.5 upe section au-dessus de J

o J1 - G(f)

du morphisme J: G(f)“ﬂJG(f).

On reprend pour cela la démonstration de la proposition 1.1.3. On re-
marque en premier lieu qu'il est possible de choisir continiiment en fonc-

tion de M 1'écriture de gMzif¢M==(fIU)éﬁﬁSZ(f)(U) gous la forme
n N SF . . " ;
gM(x)ztjglxj(x)'gij(x) avec Xj em3(£)(u) pour tout j=1,...,n. En effet,

rappelons que

of
|

4, = identité + (B(M))

M T ‘ .
of

3%
n

ot B(M) est une nxn matrice dépendant de M (revoir la démonstration du

lemme 1.1.5 : s8i on se limite a des valeurs de M dans un compact de

HA(n-k,k), on peut considérer les ¢M comme des éléments de G[f,EHSZ(f)(U)]

pour un U fixé). On dcrit

) . u, 2
(£ 0() =2 - 2 () ()=x) () () x.) T 2L ()

] : zix ,J " : aXin
gl“l% 0, )5 =) () () ) Ty, ()-x) P ay ()
Lv),?-4
3
avec I (x)m-J (1~ b) -1 S [x+—t(¢ (x)-x)Jdt et on remarque que les

ax X X4
iJ
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(tI)M)i(X)mxi sont des combinaisons linéaires explicites des oL x) et

ox
2
que -g%"f{w em(11) 3 il ne nous reste plus qu'a faire un choix (non canoni-
i R u, u.
que) d'une écriture adéquate de uﬁ‘i’%—;» ‘i ((yiwxi) l(y,-»«x.) J (resp. de
LL @ Lﬂ.~b }\.‘g ‘ J J
‘ﬁ':;“‘”‘"‘ u .
e (V -X, ) (y -X )J(yiwx ) } sous la forme T 7 (y ~x ) pour
) ga=1 8 8 3]

dewt kS
Xtm€4 ﬁ

avoir 1'écriture cherchée de gy -

Par la démonstration de la proposition 1.1.3 on associe continliment
a g, une famille a 1 parametre {@tlt €10,1]} de difféomorphismes locaux

de B" tels que

(f+1t gM) @%(x) = f(x) pour tout t € [0,1] ;

en particulier [ ¢ (X)w f(x Y. On définit o sur les O-gimplexes par
I 0 R A
« . - PP
(M 1\) ch et O‘ko [\ (O I) Pour montrer que ¢ se définit bien
sur les p-simplexes, on raisonne comme pour le lemme 1.1.5, en utilisant
la continuité de la solution d'une équation différentielle dépendant d'un
parametre dans P (voir [17], proposition 1, paragraphe 2, chapitre 6)

et la compacité du p-simplexe type Ap.

La proposition 1.1.10 est ainsi démontrée ; sur les O-simplexes,
1'isomorphisme 1 de G(f) sur Jl)ng(f) stéerit n(g) = [ml,(o‘ml)m1 9, ou
Jo=m { Mgs M EJl, m,, €J (i1 est clair que cette décomposition est uni-
quement determln.ee) :, 1'1somorphisme inverse est erl(ml,d))= o‘(ml)d) .

Nous pouvons maintenant concentrer notre attention sur G (f) 5 on commence
par etudler G. (;f,w (f)) (1mage réciprogue de J par
J: G(f ‘U?\j (f)) w*JG(f)) Le lemme qui suit amellore le paragraphe 1.1.8.

1.1.18 Lemme : Soit 9= (9, ,..-,0 ) €6, (£,m3%(1)) 5 pour tout j=1,....k,
9 X, cms(f).

.

Démonstration : Posons, pour x = (Xl’ oo ’Xn) R

Q(X) = Q((Pi(x) po e e ,CPk(X)) - Q(Xla s xxk)

D(x) = alpy, (x), o0, (x) = alx, goeenox,)
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Lemme :  L'inclusion naturelle

1.14

Par hypothése, Q+D Emsz(f) , et puisque (f) M, on en déduit que pour
tout j=1,...,n ,

29 . oD . ,
axj * € ms(f)

Dtautre part, pour tout j=1,...,n, on a ‘—éf“((p) ES(f) (voir démonstration

du lemme 1.1.7), c'est-a-dire

04 - o ¢
(1) BXJ. (cpl,u.,.,,q)k)-—:hmpjéd(f) pour j=1,...,k .
P ore od - o
\ (2) e (cpk+1,.”,cpn) ex(t) pour 1=k+1,...,n .
1 +1 .

. .. ab n dd :
Mais, i j=1,....,}k , —— x): P ) (X)p...,(p ( )) “"_‘““(X) . De (2),
ox 4 l=ki OXp KTl ;

et du fait que Jg €J2, on déduit que, pour j=1,...,k, %GWS(f) et donc

qbu‘e, pour j=1,...,k , BBQ EWC\(f)
J

20 ko 3 P 3q_ o o
Mais S;; (X) :s:—; ((pl(x)g... ,(pk(x)) "S“;; (x) " (x) . Pulsqug Jo E:Jz ,

2

g . y s
a T (x) = ¢ B . €W . On en dédui- >
on a Sx (x) bsj +st(x) , avec RSJ € On en déduit que

8—5}(-):——5—%<@ (x) sy (x)) = 25 () +R(x) =2 2(p, (x) = %) +B(x)

J
avec Réfﬂ”\j(f) (utiliser (1)), et donc (p e S(f ) pour j=1,...,k.

G(a,m 5% (a)) c..w,ﬁ (£,m5% (1))

Lo )
est une équivalence d'homotopie

M désigne 1'idéal maximal relatif aux fonctions de ]Rn,_«k dans R .




Démonstration : I est définie sur les O-simplexes par I ¢ =9 , ou

“(pJ.(x) :Xj pour j=1,...,k

<p1(x)=:¢1(xk+1,..q,xn) pour l=k+1,...,n o
On définit R,:Qéf,ﬁﬂ32(f))-G(dwﬁﬁV32(d)) sur leg O-gimplexes par Ro =¢ ,
ou ¢1(Xk+1’“"’xn)mCPl(O’°"°’O’Xk+1’”°’Xn)’ 1=k+1l,...,n.

C'est une conséquence du lemme 1.1.13 que 1l'image de R est bien dans
G(d,im’i}2(d))a La définition de R sur les p-simplexes est standard, et nous

ne nous préoccuperons plus, dans ce qui suit, des domaines de définition.

On vérifie que RI = identité, c'est-a-dire que R est une rétraction,
Nous allons montrer que IR est homotope & 1'identité ; si @€G2(f,ins2(f» ,
et si on pose 6= IR(0) EGZ(f,EDISg(f)), on a

("ej(x) xx], pour j=1,...,k

e

I @l(x) = cpl(O,, os ’()’Xk~+-1’ “ o ’Xn) pour l=Lk+1,...,n

Définissons cp)\ €Diff OC(I?,IJ',()) pour 0<A <1, par les formules

1

s(p?(x) = (1-vk)xj+htpj(x) pour j=1,.,..,k
{ K(x) = ¢, (Ax A : x_ ) pour 1 =k+l "
o (=) = 9 (A x oo Axpsx gy ee,x ) pour T=k+l, o0 nz

cp7\’ est bien un difféomorphisme local car (@7\)'(0) m(p’(O)., Drautre part,
) 1
¢ =08, et 97 =9.

I1 reste a voir que, pour tout A, 0SA <1, on a»cp?\ EG(f,EHISz(f)) (on

aura alors automatiquement q)7\' €G2(f,‘.ms§2(f))9 et l'équivalence d'homotopie

sera en fait fibrée au-dessus de Jz%JG((ﬂ) s écrivons fq>>M:T *’*Q?\ + " )

A

avec Q?\:qcpkmq, et D =dcp?\md $ posons uj(x) = (pj(x) - ij j=1,...,k 3

il vient
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i k
,Q?\(X) = 7\2q(u1(x) . ,uk(x)) - 2\ J_E‘lxjuj(x) + 2\ j=12+1 XJ. u.j (x)

A 1

D (X):D U“xl’”“’}\Xk’xk+1’°”’xn)
On @éduit du lemme 1.1.13 et de ce que x. € §(f) pour j=1,...,k, que

Q?\ ED’J?SZ(f), Dtautre part, par hypothese, Q‘1+‘D1 EED?S2(f) , donc

pl EED“(SZ(f) 3 puisque DA(xl,...,Xn):Dl(?\xl,...,?\x .,xn) on en

N : k,Xk_I_l,..
déduit que D" €M™ (£) (ce serait faux si les A étaient aussi devant les

X1 l=k+1i,...,n, car alors X4 QS(f) }. Le lemme 1.1.14 est ainsi démontré

Cag ou f a une singularité de codimension finie en O

On suppose maintenant qu'il existe un entier r <+« , tel que S(f)Difﬁr
On a alors la proposition suivante, dans laquelle [ désigne le complexe
semi-simplicial des germes de difféomorphismes de (]Rn,O) dont le jet en
0 est 1'identité, ED?SZ(f) le complexe semi-simplicial des germes en 0
d'éléments de m32(f)(u.) , 0 eUcCQ, et § le complexe semi-simplicial des
germes en 0 d'applications de R™ dans R. (Les structures semi-simplicia-

les sont définies comme au début de ce chapitre).

Proposition ¢ Si f a en 0 une singularité de codimension fimne, le mor-

phisme de I' dans {{ défini sur les O-simplexes par ¢+ f9 - £ (et sur les
p~simplexes de maniere an.alogue) possede une section au-dessus du sous-

complexe U,RS?(I') de 5.

. “f & . T
Démonstration ig(i) gse décompose en somme directe de I et d'un espace

vectoriel B sur R de dimension finie, engendré par des polyndmes de degré

<r-13; on prend en effet comme générateurs tous les développements jusqu'a
_ : o9 oy, '
l'ordre v~1 des fonctions Xy Teeex U

si g ES(f), £= 8.+ 8y 8y GE)',)?r, £ €L, alors g, et g, sont uniquement aé-

“é?f-(x) , j=1,...,n. Il est clair que

terminés.

On en déduit qu'il est possible de fixer un choix (que 1'on appellera

canonique) de 1'écriture d'un élément g EEH?Sg(f) sous la forme




1.1.16

1.17

, n

g(x)= X
j=1

par fixer une telle édcriture si g est un des générateurs standard de

i(x)g%?'(x), avec Xj EﬁﬁS(f)‘ pour tout j=1,...,n : on commence

e

‘Jﬁ?i‘&(f)9 puis on décompose iﬂsg(f) de maniére analogue a §(f) en la somme
2r+1 '

de N et d'un espace vectoriel E' sur R de dimension finie engendré
~ , . 2r+1

par des polyndmes de degré =2r. Puisque tout élément de IR admet une

écriture canonique en fonction des générateurs standard x,~...x ",

Zaj‘m2r+l (formules intégrales) il suffit de choisir une fois pour toutes
une écriture de ces générateurs et des générateurs de E' en fonction des

; 2 fo - .
générateurs standard de M3 (f) (c¢'est possible car il n'y a qu'un nombre

fini de choix a faire).

La proposition 1.1.15 se démontre alors a partir de la démonstration
de la proposition 1.1.3 comme a la fin du paragraphe 1.1.12 en utilisant
la continuité de la solution d'une équation différentielle dépendant
d'un parametre dans Iﬂ)s et la compacité du p-simplexe AP (sur les O-sim-
plexes, on associe a g Giﬁﬁg(f) une famille {@tlt €[0,1]} de difféomorphis-
mes locaux de CBH,O) ayant un jet identité et tels que (f+ tg)@t(x)==f(x)3
on a donc g(x):;fézl(x) wf(x»e

Remarque : Le méme énoncé est valable pour une fonetion totalement dégé-
. . e : 2/, 2 . s

nérée de codimension finie en remplacant M3 (f) par §°(£). C'est bien

le cas de d, car si S(f)ZDMF,on a S(d)iD(MW)rD

Proposition : Si f a en 0 une singularité de codimension finie, ltinclu-

sion naturelle
G(a) « Gg(f)

est une équivalence d'homotopie.

Démonstration : On déduit de la proposition 1.1.15 (et de son analogue

pour d) ltexistence de rétractions
0. G (f zm“2(f)) =G, (1)
£ i TN 2

et ot 6(a,m 5% (a) = a(a)
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1.1.18

- rendant commutatif le diagramme

6(a,209%(a)) Comn Gy (£,05%(1)

P

a e

f
v

G(a) < > Gz(f)

Ltapplication composée

%
6, (1) <6, 6w (1) 6 (a,m $(a)) ~%56(a)

(o R a été définie dans la démonstration du lemme 1.1.14) est alors un

inverse en homotopie de 1'inclusion
L:G(a) ‘—»GQ(f) \

ce qui démontre la proposition 1.1.16. On déduit de 1.1.16 et 1.1.11 1le

Théoreme : Si f a en 0 une singularité de codimension finie, 1'inclusion

naturelle
0(i,k-i) xG(a) « G(£)

est une équivalence d'homotopie.

Remarque sur le cas ou f=gq+d, d=polyndme homogéne de degré r =3

Dans ce cas, JG(d) est le sous-groupe de GL(n-ksR) formé des éléments
laissant d invariant j; le morphisme J: G(d)’wJG(d) a donc une section glo-
bale , et J est une fibration triviale 3 de plus, la fibre est acyclique,
ce qui montre que l'inclusion JG(d)“G(d) est une équivalence d'homotopie.
On en déduit que J: G(f)~4JG(f) est une fibration triviale (utiliser la

section ¢ au-dessus de Jl trouvée en 1.1.12),
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De plus, la fibre de cette fibration est acyclique, car si 9 est un
O-simplexe de G(f) tel que 9'(0) = identité, et si on définit @7‘, AFO,

par legs formules

A 1 r r 2 2 .
{'@j(x):“;;@j(x Xl,beaﬂk Xk,K xk+1§m.,,K Xn) R J::i,.g.,k)
VA 1 LT LT . 2 2 4o
{\G}l(x)—« 2(91()\ Xl““’)\’ xkﬂA, xk+1,wb,7\ Xn) , Ll=k+1,...,n,

A

on vérifie que (@A)'(O)=fidentité, que lim @%zridentité (se rappeler que,
] A0

si j=1,...,k, on a Qj::t é-ggg(wlan.,,Qk)Efﬂf)ﬂ ce qui montre que les

termes ne contenant pas XqaeeeXy interviennent au moins avec le degré

(rml))ﬁ et que

¥ )

, 2 2 N .
}\k‘/)\ Xk+1‘,am. 3 Xn) = 0.

A

CE®A~f)(x) :‘“%?(f@“f)(erl"“°’
A

On en déduit le théoreme 1.1.17 sans condition de singularité isolée,

ce qui généralise [11].

Les deux cas particuliers dont nous aurons a nous servir par la suite

, _ »
sont f{x,,....x = e, X + ,avee r=3 ou 4. On a dans ce cas
® ( i’ ‘ n+l) q(xl, n) et ¢ . . )
une équivalence d'homotopie entre G(f) et 0(i,n-i)x JG{x ).

n+1

Ny . - - T E »
5i r est impair, JG(XD+1) a un seul élément.

. . . r
Si r est pair, JG(xn+1) a deux éléments.

1.2 Le lemme des familles élémentaires

On reprend les principales notations de ([ 4 1, chapitre 1, paragra-
phes 1 et 2). Soit E=E" UEH‘Uso« UEk un espace stratifié localement tri-
vial au sens de Cerf ; on suppose que le modele transverse Mk de la strate
[° de codimension k est une boule ouverte de dimension k dont la strati-
fication est conique au point de vue topologique (remarquons que dans le
cas qui nous intéresse, B est un Fréchet, et la stratification du modéle

transverse est bien définie a difféomorphisme prés). Notons N, unvoisinage

k




- fermé dans M

N.B. La stratification de %(W) est localement triviale mais seules les
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. k 1 ., . N . » ; .
K du point Mk (Mk désigne la strate de codimension 1 de Mk) H

on munit Nk de la stratification induite par celle de Mk. (voir N.B.)

Définition ¢ Soit x EEI, n,ENi . 8i f: (Nk,n)—ﬂ(E,x) est un morphisme
stratifié® et si la restriction de f un voisinage du point Nk est une

. k
oK . P . N \
carte transverse de L, on dit que f définit une famille a k paramétres

p k \ , . .
fle traversée de E  de type Nk relative au couple (x,n). (Par abus de lan-
gage on parlera de famille passant par x, ou d'origine x, sans mentionner
le point n). Si on ne spécifie pas un couple (x,n) on parle simplement

d'une famille a k parametres de traversée de Kde type N. . Dans le cas

k
des strates de codimension 1, une famille a 1 parametre de traversée s'ap-

pelle encore un "bon chemin" de traversde.

On suppose maintenant qu'un groupe topologique G opere continfiment
dans E en respectant la stratification (et éventuellement les décomposi-

tions des strates en composantes 'distinguées).

On désigne par (ai) (pour i=1,...,k) la propriété suivante
"Pour tout x EEl, la strate de x cofneide au voisinage de x avec 1'orbite
de x, et l'application g g.x est une fibration localement triviale de

G sur 1'orbite de x" (voir [4]).

L'opération de G dans B définit de maniere naturelle une opération
. ) N N . k
de G dans l'espace C des familles & k parameéetres de traversée de E de

type N, , muni de la topologie c’.

k
La proposition qui suit généralise la proposition 1 du paragraphe
2.2 de [4]. La démonstration est tout-a-fait similaire et nous ne la

rappellerons que tres succintement.

. : I ‘

Dans les cas que nous considérons, les strates E° sont en général décom-
1 1 . .

posées en composantes Ea’ EB, etec... distinguées géométriquement. On

appelle morphisme stratifié entre deux espaces stratifids du méme type

un. morphisme respectant ces décompositions.

premieéres strates ont un modéle transverse stratifié cbniquement.
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1.2.2 Proposition (lemme des familles é1émentaires)

Soit E==EOLJE11J... UEk un espace stratifié localement trivial dans

lequel un groupe topologique G opére en vérifiant les conditions (al ) et
' 1
(d ) ci-dessus (L Sk) (pour le 2°] la condition (al ) suffit).
1

501L C' et @' deux parties de l'espace C des familles a k parametres de
traversée de ol de type Nk’ telles que C"<CC'. On suppose que
(1) ¢' et @" sont stables pour les opérations de G dans . Pour tout
couple (x,n), x €E, n €N, on désigne par C; , (resp. ey n) la partie de
, . , D ,n
¢' (resp. ") formée des familles de traversée f: Nk-*E telles que

f(n)z:x.

1 19

1°] Soient t €C", n ENk ,

1
phisme canonique

i)ﬂn( )

T (2 on an . .
J(fwlhlgfwihl t(ng)n,’ fwgmg/

2°7 Si la condition suivante est vérifidée

1
(2) O(C§, Cﬁ N Y =0 pour tout y €E 2 , alors
PREAL 1
1
¥ on - ~
((Ck n]’ cn nl) 0 pour tout x €E 7,

3°7] Soient plus généralement G' et (" deux sous-complexes de Kan du com-
plexe singulier S(c) de ¢, tels que i ; on note &' et C" les 0O-sque-
lettes respectifs de Gﬂ et Cﬂ. On suppose que

(T) ' et " sont stables pour les opérations du groupe gsimplicial

Jg (G) dans /g (@) ° 1 ]
Alors, si f €C", EN 1 €N 2, il existe, pour tout j=1, un isomor-

phisme canonique

( ) 'f(n',.,; f) = ( (n n q;(n )n 5 1)

n, GNk ; il existe, pour tout j =21, un isomor-




e |

S8i en plus on a

1
~ ~ ~ 2 24 =
/ 1 " — o . . . [ 1" =
(2) mo(cyﬁng’cy,nz)—~0 pour tout y €E 7, alors nO(Ck}“l,C&’ni)

pour tout x EEll

Démonstration : C'est celle de [4] dans laguelle on remplace les fibra-

tions utilisées par les fibrations

définies par
po(f) = £(n,) et p (£) = £(n,)

Si (al ) est vérifide (resp. si (a ) est vérifide) les restrictions de
1 1o

Py (resp. p2) a ' et @" sont encore des fibrations localement triviales.

La preuve du 3°] se déroule aussi comme dans [4]. Le modele dtappli-
cation de cette proposition est le suivant : tout d'abord, on choisit

pour n

l'unique point de Nk 3 l'espace C,; est l'espace des familles
2 : k f(nz)

0

a k parametres de type Nk de traversée de EF en un point f(nz) EEk. On

prend pour C' une réunion de composantes connexes de C, et on choigit C"
g e . . ; o k
(resp. Cﬁ) en fonction de la structure locale de E au voisinage de E

) ait les mémes groupes d'homotopie que
2
el ‘resp. le complexe singulier de el : les éléments de "
f(n?‘)l,l’lg ( P P & f(n2)7n-2) ese

afin e C! esp. O
au f(n2)gn.2 (I sP f(ng)p

(resp. du O-squelette de dﬁ) sont appelés "familles élémentaires de tra-

versée de Ek de type N, " . On daéduit de la proposition 1.2.2 que l'espace,:

k
(resp. le complexe de Kan), des familles élémentaires de traversde de Ek
d'origine x EEl (plus exactement correspondant a un couple (n,x), n,ENi)

a méme type d'homotopie faible que l'espace des familles de traversde

d'origine x et appartenant a &' (pourvu que (al) et (ak) soient vérifiées)

Nous appliquerons en particulier la proposition 1.2.2 a E=3(W) dans

le cas ou k=2, et ou le modele transverse N. est un voisinage fermé de

2

€
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"1'origine dans P? stratifié comme sur la figure 1 (voir chapitre 1, para-

graphe 6),

Figure 1 [On a hachuré N2]

Le point n, sera pris sur la strate N; (voir figure 1) ou sur la strate

1
(N;)B (voir figure 2).

Figure 2 [On a hachuré N2]
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Dans ce dernier cas, pour avoir la propriété sur les n , il suffira donc
‘ ~ o
o - r ., . .
de vérifier (al) pour les strates EB (voir [4]). Pour la propriété sur

les n,, j=1 il faut en plus vérifier (a2) (voir [2317).

[}

Le paragraphe 3.1 utilise aussi la proposition 1.2.2 dans un cas ana-

logue, mais ou la strate (N;)B n'existe pas.

Remargue importante ¢ en pratique on s'intéresse a des familles de tra-

versée définies de maniére plus générale que C ; par exemple, dans le cas
particulier que l'on vient de voir, on voudrait raisonner sur des appli-
; ;
cations de D° (ou d'un domaine homéomorphe a D2) dans E qui induisent sur
D2 une stratification isomorphe a celle de N2 (autrement dit on veut se
permettre des changements de paramétrage laissant fixe l'origine de la
tfamille : comparer aux chemins de traversée dans lesquels on peut fixer

ou non le temps auquel on traverse (voir [4]) ).

On peut montrer, a l'aide des théorémes classiques de fibration, que
les deux espaces de familles a deux parametres de traversée issues d'un

point donné ont méme type faible d'homotopie.

Cheminsg élémentaires d'élimination

La fonction singuliere standard :

On considére, pour chaque entier i € {1,2,...,n}, la fonction définief

n+1
sur R

- 2+ L+ + 2+
PR xi+1 ‘e Xn xn+1 .

n+1,0) ~(IR,0), admettant & 1'origine une

[os] .
Tout germe de fonection C (R
singularité isolée de codimension 1, est équivalent au germe de f pour

un choix convenable de 1'entier i [3 ] et [ % 1.
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Dans l'espace {§ des fonctions ¢” . définies sur une variété le sous~
espace Si des fonctions dont toutes les valeurs critiques sont distinctes
et tous les points critiques non dégénérés, sauf un qui est de codimension
1, est une réunion de strates de codimension 1 j la stratification est
localement triviale au voisinage de {§ 3 les éléments de S—-gi sont des
fonctions de Morse.

La famille £, =T + Axn +K2:x2 A €[~1,+1], est un déploiement

A +1 n+1’
universel de la fonction singuliére (voir [26] et [2%] pour la notion de

[e2]

déploiement universel). C'est un chemin dans 1'espace des fonctions C
sur Rgﬁq‘, qui coupe transversalement en f la strate Sin.Si A >0, fK est
sans point critique j; si A <0, fk a deux points critiques, qui sont qua-
dratiques non dégénérés ; leurs coordonnées sont

Celui de derniére coordonnée négative est d'indice i+l et l'autre
d'indice i. Pour A <0, la nappe de gradient descendant du point d'indice

i+l jusqu'au niveau fx=:o est contenue dans le sous-espace vectoriel
xi+1=.n,.=:xn::0 s la nappe de gradient montant du point d'indice i jus-

qu'au niveau f =0 est contenue dans le sous-espace vectoriel

A

Xy® eee =X, = 0. Elles se rencontrent donc transversalement et en un seul

point, l'origine.

Ce modele pour un chemin de traversée d'une strate de codimension 1
ne peut malheureusement pas Etre conservé car la déformation f% n'est pas
a support compact et, par conséquent, ne peut étre définie sur une

variété.

1.3.2 Un modele a support compact

< 3 . 2
Dans la suite on note ri==xi+—...+:x? ) r2==x? e H X et

”‘«r2-+r2
q = ry 9 °
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On considere la variété compacte & bord anguleux (cf. fig. 3)

Ye R | D1<ce<1, ro4r2c2} .

B = {(xl,.,.,x 1 5

n+1

La face latérale de B, c'est-a-dire les points de B tels que r§+ r§= 2,
coupe transversalement les surfaces de niveau de f. Dans la suite, on
notera [0(i)x 0(n-i) 1" 1le sous-groupe de 0(i) x0(n-i) formé des éléments
de déterminants positifs ; son action sur les n premieres variables en

fait un groupe de symétries de B.

n=1

n=2

Figure 3 Les intersections visibles de B avec les plans de coordonnées|
sont en pointillés sauf si elles font partie du contour appa-
rent. ‘
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(&Y u
On choisit,une fols pour toutes, deux fonctions C w: BR-1R et

o: [0,2)-[0,1] ayant les graphes indiqués sur la figure 4 :

i _ A
i
&WJJ/ g
~1 0 2
graphe de w graphe de «

Figure 4

Le support de w est [-1,+1] et w est égal & 1 sur un voisinage de l'origine.
Le support de o est [0,2] et o-1 est plate a 1'origine j;de plus « est

gstrictement décroissante. Considérons maintenant la famille de foncltions

\ 2 2. - 2,2 2 e .
foo= 1 ¥ : 3 X + e ) L-1,+1 ;
fk T+ wlt) a(11+»r2) fe A Xl + 2 A Xn+1] , A€ -1, 1

N . R . . . N . By A R 4 e
ol £ >0 sera choisi convenablement pour satisfaire aux propriétés suivantes.

1.3.3 Propriétés

(1) Le support de la déformation est exactement B.

(2) Les points critiques de

fK’ s'ils existent, ne peuvent se trou-
ver que sur le dernier axe, a condition que ¢ soit assez petit. Sur 1'in-
: N 3 = . . T
tervalle de cet axe ou w(x 41):=1, iA:: ey 3 8l £ est assez petit, 1'inter-
n+; = A
valle en question contient les points critiques de fﬁk pour A €[-1,+1].
. = \ . . , n+1 ] \ int
Par ailleurs fk cofncide avec f sur R -B et n'a donec aucun poin
critique dans ce domaine. Enfin, si £ est assez petit, fk nta pas de point

critique parmi les points du dernier axe appartenant a B et tels que
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‘w(xg+1)<<1. En _conclusion, pour & assez petit, les points critiques de fK

et ceux de f8 sont les mémes pour tout ) €[-1,+17.

A

o -
(3) Soit & un difféomorphisme de B laissant T, invariant pour tout

A€[-1,+1]. Alors ¢ laisse invariant séparément f, a(r§+ rg)x Ly €t
2 2y 2 : . _ nre p
a(r1+ rz)xn+1 , donc aussi X ,q 0 comme quotient des deux fonctions pré-
2 . '- - o . N 3 . . P s
cedentes, ainsi que a(r14—rq) et i“ﬂxn+1m<¢r1+r§. Puisque « sépare les point;
2 2 . . = . ' = .
r1+r2 est invariant et, par conséquent, ry et rg le sont aussi.
Finalement % conserve r2 r2 et
inalement ¢ conserve r,, r, et x ..
s . 2 2
De plus, l'espace GO(B) des difféeomorphismes de B conservant.rl, ry
et x se rétracte par déformation sur [0(i) ¥0(n-i) 1 .

n+1l

Soit @EGO(B) 5 pour tout t € ]0,1], la formule @t(x)=%<b(tx) aéti-
nit un élément o, EGO(B) et ¢, = 8'(0) € [0(i) xO(n_i)]+ s autrement dit,

I],+1)

la rétraction classique de Diff(R sur GL(B9+1) induit une rétrac-

tion par déformation de GO(B) sur [0(i)y O(nmi)]+.

(4) Pour tout A € [m1,+1],jk(B) =[-1,+17. Si A €710,1[, c'est évident

puisque I  est sans point critique. Si A €[-1,0[ et si i=0,n, il sepourraih

A
que fk ait un extremum de module plus grand que 1. Mais e¢n ce point

f?\ - f87\

nent a [~-1,+1] si ¢ est assez petit.

et on sait que les valeurs critiques de cette derniere appartien-

(5) Soient & un difféomorphisme de B et ¢ un difféomorphisme de
[-1,+1], tels que, pour tout A & [-1,+1], f}M
et 6 e(;o(n). Si x €intB , désignons par I =int ff(x)sn €[~1,+11}; on

@:q)fxo Alors ¢ est 1l'identité

observe que J-1,+1[= U{Ix; x €int B} 3 pour le voir on peut par exemple
remarquer que, puisque & est petit, le polyndome du second degré en A

U\(X) n'a pas de point critique pour A € [-1,+17], si Xn+1740 ’

On ne considerera dans ce paragraphe que des difféomorphismes conservant

l'orientation, méme si cela n'est pas précisé.
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Lemme : Si x', x" €int B, Ix'(WIx" non vide, et si ¢ est 1l'identité

¥

sur I .
X

, alors ¢ est l'identité sur IX
Preuve @(fK(X”)) est un polynéme du second degré en A, a savoir
fx(@(x")), D'autre part, par hypothese, il cofncide avec le polyndme

K(x") sur un intervalle ouvert. Cela implique que, pour tout A € [-1,+1],

]

K(x")=:@(fx(x”)) 3 c'est-a~dire que ¢ est l'identité sur Ix"' cqfd

Ce lemme implique que si ¢ est l'identité sur un sous-intervalle
de [-1,+1], ¢ est 1'identité sur J]-1,+1[ et donc sur [-1,+1]. Or, pour

tout A, ¢ conserve les valeurs critiques de f ce qui montre que ¢ est

7\1?
1'identité sur un voisinage de l'origine.

(6) B est difféomorphe & D™ x[0,1].

On observe d'abord que la face supérieure de B, c'est-a-dire

{(xi,.oa,xn+1) E]Rn+1|f=1 , r§4-r§ <2}, se projette homéomorphiquement
sur le disque de rayon,Vrg dans le plan x = 0. Done cette face supérieu-

n+1
. ) : .
re est difféomorphe a D 3 cela résulfe, suivant le courage du lecteur,

soit de la théorie du lissage, soit d'une preuve élémentaire qu'il serait

fastidieux d'écrire.

Par ailleurs, la fonection %1’ qui est sansg point critique, a ses sur-

faces de niveaux qui rencontrent transversalement la face latérale de B.
Enfin les faces inférieures et supérieures de B sont dans des surfaces

de niveaux de la fonction sans point critique f, . Ces arguments suffisent

1
pour justifier notre affirmation.

Rétractions du modele adaptées a f et guestions connexes

Notons B(R) la variété & bord anguleux

+1, 2 .
{(X1’°°°’Xn+1) e m° |r1-+r2 <2R,~-Rsf<+R}. Comme pour B(l)::B, la face

latérale de B(R) coupe transversalement les varidtés de niveau de f.

0o
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1.3.5 Proposition : Soit 0‘<RO'<1. Pour tout H,Ejﬂoglj, il existe des difféo-

: B=B(R) et kp: [-1,+1 ]~ [-R,+R] tels que

morphismes K
P R

1) f Kp=kpf

2) KR]B(RO) = I.dlB(RO)

3) eiR=1, K,=1Ia|B

R

4) 1le couple (KR,kR) est isotope a (Ta|B,Ial[-1,+1]) dans
Plgt(B,Ep+1)xZPlgt([~15+1],EU parmi les couples de plongements vérifiant
1) et 2).

Démonstration

A~ On choisit d'abord pour k, une fonction dont le graphe est représenté

R
sur la figure 5 : \
e
R L el
4 /./"M
S .
R,

La fonction @(t)==kR(t)/t a le graphique représenté sur la figure 6

£

Figure 6
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i A -1 -1
" Définissons Kz f ([-1,+1]) =2 " ([-R,+R]) par

KR(X1’°°" n+1)

(e o (0¥ ok a (D)% a(n) W)

A o © A
On voit sur ces formules que KRest,C et admet un inverse C . De plus K

possede les propriétés suivantes

R

N
- fKp=f cp(f)=ka

- I’ER|B(RO)=

A ,
- KR dépend continiiment de R et vaut Idlfmk[m1,+1]) si R=1. En par-
A

ticulier (KR,kR) vérifie le 4).

B~ Cependant %R(B) et B(R) ne coincident pas 3 seules leurs faces extré-
mes coincident et tous les deux contiennent B(RO) en leur intérieur. Nous
allons prouver qu'il existe un difféomorphisme H de m?*l , conservant f,
égal a 1'identité sur B(R ) isotope a l'identite parmi les diffeomorphib~
mes possédant ces propriétés, et tel que HJ{ (B)-B(R) On pose KR_HKR B
le couple (KR"R) vérifie toutes les condltlons de 1'énoncé.

Existence de H : On commence par éliminer le point critique de f par

une deformatlon a support dans B(R ) 5 soit g la nouvelle fonction. On
remarque que K (B) et B(R) sont deux cylindres adaptés a g, compris entre
deux mémes niveaux. L'existence de H résulte alors d'arguments dassiques,

que nous allons d'ailleurs rappeler dans la proposition suivante.

Par le méme genre d'arguments on peut en effet obtenir le résultat

suivant

Proposition : Soit &: Sk);B(R) ﬂ]Rn+1 une famille a k parametres de

plongements de B(R) dans m?*l vérifiant la condition

(1) pour tout u.ESk, f 21=f
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Séient RO, Ré tels que, pour btout u ESk,
(2) & (B(r)))<B(R,) <3 (B(R)).

Alors il existe une déformation de & a V¥, triviale sur B(Ré), telle qu'au
cours de la déformation les relations (1) et (2) ci-dessus restent satis-

faites et que, pour tout u ESk, Wu(B(R))==B(R).

Démonstration : Nous allons consiruire une k-isotopie H: SkaRn+1-VBn+1

parmi les difféomorphismes de R conservant f et égaux a 1l'identité
sur B(Ro) s cette k-isotopie est isotope a la k-isotopie triviale parmi
les k-isotopies permises, et, pour tout u ESk; Iﬂléu(B(H))z B(R). La fa-

mille Wu::Hu_gl vérifiera alors les conditions demanddées.

Soit g une fonction sans point critique, obtenue a partir de f par
p . N - + o s
une déformation a support dans B(RO). On choisit sur R 1 une métrique
riemannienne pour laquelle B(RO) est un cylindre de gradient de la fonc-

tion g.

I1 existe alors, dans les k-isotopies permiseé, un chemin Ht,
t €[0,1], tel que H® soit la k-isotopie triviale et que, pour tout u ESk9
Hﬁ_@u(B(B)) goit un cylindre de gradient pour la fonction g, adme ttant
@u(B(R))(W{g==O} pour section. Désignons par Du le disque supérieur de
Hi_@u(B(B)) et par Al'intersectionavec la surface {g:=R} des lignes de gra
dient de g issues de B(RO). On sait que DuijA. Puisque la surface {g=1R}
est difféomorphe a Eﬁ', la proposition résulte alors immédiatement du

lemme suivant.

Lemme : Soit A: SkyiDn-»Eg] une famille a k paramétres de plongements
de D” dans R" et soit A un disque dans rY . On suppose que, pour tout

u ESk, le disque Ah(Dn) contient A. Alors il existe une k-isotopie h de
difféomorphismes de R" égaux & 1'identité sur A, isotope a la k-isotopie
triviale parmi les k-isotopies permises, et telle que, pour tout u GSk;

les ploungements hu,Au : D" - R" aient méme image.




o

= dition SOitnsatis%faite pour tout u €D,
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Preuve : On peut se ramener au cas .ou Au(0)= 0 = centre de A.
1°) si A, est linéaire, le lemme est &vident.
2°) Cas général : posons AE(X)=:%fAu(tX) si t£0
o = AV
Au(x)—-Au(O)x .

I1 existe u>0 et ¢ >0 guffisamment petits, tels que AE(DH)ZDM A, pour
t €[0,1], et que AE(DH):DA pour t € [1-e,1]. Soit a(t) une fonction C dont

le graphe est représenté sur la figure 7

1 4

Figure 7

Alors a(t)/\z(pn):m pour t € [0,1] 3 oc(O)/\.z est lindaire et a(l)Ai: A -

'ﬁggmplément, : On peut donner une"Version relative de la proposition 1.3.6.

k n+l k

On part d'une famille &:D“xB(R)-R telle que, pour u € 3D

@u(B(R))‘:; B(R).

Ters on ﬁeut‘déformer &, rel. aDk; pour que la méme con-
: i ’

Plongements adaptés & la fonction singulieére :

On utilisera les notatfions suivantes

G(B) (resp. G(B(R)) ) est l'espace des difféomorphismes de B (resp. de

B(R) ) qui laissent invariante la fonction

2 2 2 2 3 . 2 2 3
» f~-x1w...-wxi'+xi+1+o,° +Xn.+xn+1’ notée encore ~r1-+r2-+xn+1
. . . . . 2 2
GO(B) est l'espace des difféomorphismes de B qui conservent Ty T,
et X 41
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P(B) est 1'espace des plongements adaptés a f de B dansﬁmn+1; par
définition, & € P(B) s'il existe un plongement croissant ¢ : [-1,+1]-R
vérifiant f 3 =9 f ; un tel ¢ s'il existe est unique ; c'est pourquoi un
plongement adapté sera souvent noté (@9@)0 P(B) est muni de la topologie

¢ et 1'application (%,9) ~o de P(B) dans Plgt+([m1,+1],IU est continue.
PO(B)C:P(B) est défini par la condition : 9 EPO(B) gi £ &=1F,

Puisque l'origine est un point singulier isolé, si & €P(B), on a 3(0) =0
on note alors G 1l'ensemble des germes a 1'origine des difféomorphismes
locaux de Ifﬁd' conservant f. On a un morphisme naturel de restriction
02 PO(B)~ﬂG3 ol on munit G de la structure de complexe semi-simplicial

définie au paragraphe 1.1 3 avec les notations de ce paragraphe G=G(f).

Comme en 1.1, si X est un espace topologique et Y un complexe semi -
simplicial, on se permettra d'éecrire f:X~Y (resp. g3 Y-X) a la place
de fi,ﬁ(X)-ﬂY’(respe g Yﬁiﬁ(X)) pour désigner un morphisme semi-simpli-
cial du complexe singulier différenﬁable.d(X) de X dans Y (resp. de Y

ﬂans_A(X)),

On a un diagramme commutatif

G _(B) &— P (B) - .G

) ] }

0(i)x0(n-i)]" s S0(i,n-i)

dans lequel la fleche G-S0(i,n-i) associe a tout élément de G soun 1-jet

a l'origine.

Propegition ¢ Le morphisme 0 : PO(B)-*G est une fibration de Kan de

fibre acyclique.

@

9
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1.3.10 gorolla;re : Les inclusions naturelles
[0(3) x 0(n-1) T 6, (B) >, (B)
sont des équivalences d'homotopie faibles.

Preuve du corollaire 1.3.10

D'apres le théoreme 1.1.17 (voir aussi le § 1.1.18) 1'application
1-jet a 1'origine G ~S0(i,n-i) est une équivalence d'homotopie faible.
D'autre part, d'aprés (1.3.3 propriété (3)), [0(i) xO(nmi)]+‘>G0(B) est
une équivalence d'homotopie ainsi que [0(i)x 0(n~i)]+¢a50(i,n“i)° Sachant
que 0 est une équivalence d'homotopie faible, le corollaire découle de la

commutativité du diagramme ().

Démonstration de la proposition 1.3.9

Puisque G(B) agit sur PO(B), pour prouver gue 0 est une fibration
de Kan, il suffit de prouver que plG(B): G(B) ~G est une fibration de Kan.

Or ceci résulte clairement des deux failts suivants

1°) Tout k-simplexe de G peut étre représenté, d'aprés la proposi-
tion 1.3.6, par un k-simplexe de G(B(R)). D'aprés la proposition 1.3.5,
étant donné RO<<R, il existe un k-simplexe de G(B) qui a méme restriction

~

a B(RO) que le précédent.

2°) Le sous-groupe de G(B), formé des difféomorphismes dont le germe
a l'origine est 1'identité, agit simplement transitivement dans chaque

fibre de p’G(B).

Montrons l'acyclicité de la fibre de p. Soit §: Sk—4P0(B) 3 dire que
1'image de ¢ est dans la fibre de p, c'est dire qu'il existe R>0 tel
que, pour tout u €s¥, 3 |B(R)=1Ia|B(R). Déformer & jusqu'a la famille tri-
viale, tout en conservant la relation ci-dessus, est une opération tres

simple : regarder, par exemple, la démonstration de 1.3.6 et 1.3.7.
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1.3.11 Proposition : La projection naturelle P(B)*ﬂP]gt+([w1,+1],Iﬂ est une

fibration de KanQ, de base acycliqué et dont la fibre est PO(B). Donec

GO(B)C*P(B) est une équivalence d'homotopie faible.

Démonstration : Introduisons l'espace Diff;d(B) des difféomorphismes de B

adaptés & f et conservant l'orientation. On se raméne immédiatement & prou-
ver que Diff;d(B)-HDiff+(£~1,+1]) est une fibration de Kan. Or, la fibre
de cette application étant un groupe, il suffit de trouver une section
au-dessus de chaque simplexe de la base. A 1'aide d'un lemme de recollements
écrit par Cerf pour prouver la proposition 1 de l'appendice de (4], mais
non publié (pauvre lecteur de la référence précédente 1), il suffit de

prouver le lemme local suivant

Soit a €B 3 il existe une application semi-simpliciale ¢i~Y¢ de

Diff (R) dans Diff;oc(][{m-]} a) telle que ¢ f =fy, et ¥ =1Id.

Si a#£0, ce lemme est une conséquence immédiate du théoreme des
fonctions implicites. Si a est le point critique de f nous allons utiliser

la proposition 1.1.15.

On rappelle les notations : I est 1tidéal maximal de 1l'anneau des
germes en 0 de fonctions de mp+1 dans R, S(f) est 1'idézl jacobien de f.
On calcule que si $'(0) =1, alors ¢ f -1 Eiﬁsz(f) s dans ce cas la section
Y¢
linéaire, disons la multiplication par k>0, alors

3
n+1)==(x1\[;,...1xn’f; ) Xn+1Nr§). En combinant les deux

résultats, on trouve la section ¢¥*Y¢.

est celle donnée par la proposition 1.1.15. Par ailleurs si ¢ est

Y¢(x4,e..,xngx

1.3.12 Chemins élémentaires de traversée des strates de naissance

Soient W une variété compacte de dimension n+l et F:W-~IR une fone~

S »
tion € , dont tous les points critiques sont de Morse sauf un, ¢, au vol-~

sinage duquel, dans un systeme de coordonnées convenable ,on a

R 2 2 2 2 3
F(X)ﬁzﬁ(c)““xl-w~--«mxi-kxi+l-k...-kxnkan+1

I1 s'agit bien entendu des complexes singuliers des espaces en cause.
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On note PF l'espace des plongements de B dans W, adaptés a f et F ;
par définition 3 EN% g'il existe ¢ EPlgt+([-1,+1],B) tel que F3=0f,
Comme il a déjd été dit, on utilisera souvent la notation (&,0). PF étant
muni de la topologie Cm, il est immédiat de voir que PF a le type d'homoto~-

pie de P(B).

Pour A €[-1,+17, définissons FX : W-R par

F(X) ) si Xgé(B)a d

it

F, (%)

si x €4(B), (fk est défini en 1.3.2).

it
=3
i
>
L=
i
[
—~
b
S

F, (x) ,
Parcouru dans le sens naturel, {FKBK €[-1,+1]} est un chemin d'élimi-
nation d'un couple de points critiques. Dans l'autre sens c'est un chemin

de naissance. On appellera un tel chemin "chemin élémentaire de traversée"

de la strate de naissance en F,

On a donc une application de PF sur l'ensemble 81F des chemins é1lémen-

taires de naissance. Si on munit 81F de la topologie CO, cette application
est continue.
) définissent

Proposition : Deux plongements adaptés (& ) et (2@

1% 979

le méme chemin élémentaire si et seulement si
0 _—
1°) 9, = 9,

2°) il existe ¢ EGO(B) tel que 3, = ¢1¢ .

Preuve : Le support de la déformation FK’ AeE[-1,+1], étant & la fois

@1(3) et @2(]3), on doit avoir @1(]3): @2(]3), et donc cpl([w1,+1.j) =cp2([-1,+1]);

Alors, pour tout A €[~1,+1], on a

I = -1
Py Pty = 8 &

D'aprés (1.3.3 propridté (3)), @mlw =Ta|{[-1,+1] et @ml 3, €G (B), ce
1 2 1 2 0

qui démontre la proposition.
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Soit C ltespace, muni de la topologie CO, des bons chemins de traver-
sée de la strate de naissance gi(W);'Soit €l le sous-espace des wchemins
P4
élémentaires. On appelle 81F le sous-complexe du complexe singulier de €1,

image du complexe singulier de PFQ

Le complexe singulier de GO(B) agit simplement transitivement dans

el a4
les fibres du morphisme PF~+81F, ce qul montre que &€l est un complexe de

F
P d
Kan et que F%“ﬁglF est une fibration de Kan.

De la proposition 1.3.11, on déduit le

"4
Théoreme : Le complexe de Kan ElF des chemins élémentaires de traversée

de 3i(W) en F est acyclique.

Conséquences du théoreéme 1.3.14

Soit h: W-R une fonction de Morse possédant un couple de points
critiques (01,02) en position de s'éliminer. Soit G(h9619c2) l'espace. des
cheming d'origine h dans 8(W) réalisant 1'élimination de ¢, et ¢_ . Si on

i 2

remplace PF par l'espace £ des plongements adaptés a T et h (voir 1.4)

h — -1
on définit un complexe de Kan &1h dont les O~gimplexes sont leg chemins

élémentaires d'élimination d'origine h relatifs au couple (01,02)0

Le théoreme 1.3.14 et le lemme des chemins élémentaires (voir [4],
chap. I, paragraphe 2.2, proposition 1) impliquent que C(h,cl,cz) et

Blh ont méme type d'homotepie faible.

Car le complexe gingulier du groupe GO(B) agit simplement transitivemendt

My
dans les fibres du morphisme Ph~*>€1ho
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1.4 Chemins élémentaires d'élimination et nappes

1.4.1 Soient une variété W de dimension n+1l et h: W- 1R une fonction de

Morse possédant deux points critiques ¢, et ¢ respectivement d'indice
q (

1 2’

i et i+1, en position de s'éliminer.

Rappelons que Ph désigne l'espace des plongements de B dans W, adaptés

& T et h; par définition, € s'il existe g ePlgt ([-1,+1],R) tel

que h ¢ =9 fm (le modele B et la fonction de Morse & deux points critiques °*

1

fml ont été construits en 1.3) 3 les points critiques de f ont pour

-1

image par ¢ les points c, et ¢

1 2°

Ph est fibré de Kan, par ll'intermédiare de son complexe singulier,
sur le complexe de Kan EIL des chemins élémentaires d'élimination issus
de h relatifs au couple (ci,cg). La fibre est le complexe singulier du
groupe GO(B) défini en 1.3.3.

Si 1'on choisit sur B la métrique riemannienne induite de Ep+1, on
peut considérer dans B le couple constitué par la nappe de gradient D de
la fonction fml descendant du point critique d'indice i+l jusqu'au niveau
(f_l)ﬂl(O) et la nappe de gradient A montant du point critique d'indice i
Jjusqu'au méme niveau j ces deux nappes se coupent transversalement et en

un seul point ;3 on dit qu'elles sont en bonne position. De méme sur W,

on considere l'espace /" formé des couples de nappes, adaptées a h, res-
pectivement descendant de <y et montant de Cyo et en bonne position. (Un
espace de nappes est muni de la topologie quotient de l'espace de plonge-

[o+]
ments C correspondant).

Si @ GPh; on peut lui associer (&(D) ,8(A)) € 7 Cette application
de Ph dans (" est une fibration localement triviale (conséquence de la
proposition 1 de 1'appendice de [4] par un raisonnement analogue a celui
fait a la proposition 2 du méme appendice). Le but de ce paragraphe est
d'étudier la fibre PO de cette fibration. On voit que le groupe
[O(i)% 0(n~i)]+ agit sur PO 3 81 on choisit un point-base @O on définit

un plongement de [0(i) ¥ 0(n~i)]+ dans Poo On a alors le théoreme suivant
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1.4.2 Théoréme : L'inclusion de [0(i)x Q(pmi)]+ dans PO est une équivalence

d'homotopie faible.

S
1.4.3 Corollaire : L'espace # et le complexe de Kan Blh,ont méme type d'homo-

topie faible.

Preuve du corollaire 1.4.3

Considérons le diagramme

o § > e1
GO(B) s P €l

J

[0(i)x0(n-i) 1" “

P ey P
0o h

Id

Le choix du plongement adapté @O détermine un chemin élémentaire
d'élimination £, et un couple de nappes adaptées a h, (DO:@O(D),A03¢O(A) )

On a les isomorphismes naturels
e o~
R W (0 ,A) =5, (5P 55)) =y (5,6, (B)58,) = (EL5e)

le deuxieme isomorphisme étant une conséquence de 1.4.2 et de 1.3.3 pre-

priété (3) ).

Démonstration du théoreme 1.4.2

Introduisons un espace auxiliaire : " est 1'image de &% par l'appl

cation de restriction dans l'espace des plongements de (D,A) dans W, adap-

tés a f 1 et h, (C'est une réunion de composantes connexes et l'applica-

o d
tion Ph-ﬂghest une fibration localement triviale (méme argument gue pour

o~

@h-»ﬂﬁ), Ltapplication naturelle A - est une fibration localement tri-
o
viale dont la fibre 4 a le type d'homotopie de [O(i)% 0(nmi)]+,
o




~
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En effet, on vérifie facilement gue l'espace des difféomorphismes de
L1+l n-i+1 P . . . ‘ . N .
D (resp. D ),adaptes a la fonction "carré de la distance a l'ori-
gine", et laissant fixe un point du bord , a le type d'homotopie de son

espace de l-jets en ce point, c'est-a-dire 0(i) (resp. 0(n-i) ).

Lemme : L'application naturelle P -+ # est une fibration localement tri-
h
viale de fibre acylique.
Admettant ce lemme, finissons la démonstration du théoreme 1.4.2. 8

Considérons le diagramme commutatif

; o h
[O(i>x0§nwi)]+ L H

T

™ Ji PR 4 .m@»gk

Par le lemme 1.4.4 et le lemme des cing, PO“*MZ est une équivalence

d'homotopie faible, d'ou le théoreme.

Preuve du lemme 1.4.4

La fibre {§ de la fibration Ph-ﬁizest l'espace des plongements adap-
tés & tels que @LALJD: @OlAlJD_ Si ¢€F, le 1-jet de & aum point AND est
déterminé. Puisque A UD se rétracte par déformation sur AND, il découle
de la que 5 a le type d'homotopie de son sous-espace SJ formé des plon-
gements adaptés & dont le 1-jet coincide avec le 1-jet de @O le long des

sous-~variétés A et D.

Fn utilisant des rétractions adaptées du modéle de Morse, a image
dans un voisinage arbitraire de 1'une ou 1'autfe nappe, on montre que
%J a le iype d'homotopie de son sous-espace ' formé des plongements adap-
tés $ qui coincident avec @O sur un "veoisinage double" de AUD, (voir
(47, chapitre TIL , paragraphe 2-4 pour la défimtion d'un voisinage double).
A partir de la, il existe une déformation canonique de ¢ telle que & vienne

coincider avec @0 sur un "voisinage double saturé" de AUD, lequel est
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“un sous-cylindre de B 5 alors une nouvelle déformation de & conduit a

1.42

§=9 . Le lemme 1.4.4 est donc démontré, ainsi que le théoreme 1.4.2 et

le corollaire 1.4.3.

Remarque importante : Reprenons le diagramme utilisé pour démontrer le

corollaire 1.4.3
GO(B) Coy, ﬁbh_«»—-—-a_» gi
| v
[0(i)0(n-i)]" “
™

“POC.______} Ph Y &

h

Soit {yx|x ESk} une famille & k parameétres de chemins élémentaires

d'élimination d'origine h relatifs au couple (¢ Seit {@Xlx GDk} une

: 10¢9)
famille a k paramétres d!'éléments de Ph définissant la famille

{yxlx ESk} (on identifie s¥ avec Dk/aDk), et soit {lex EDk] la famille

a k parametres de "couples de nappes en bonne position" déduite de 1l'appli
cation Fh-*dﬁ Puisque l'application u est une équivalence d'homotopie
faible, on peut supposer que pour x Ealf{,éx e[0(i)x0(n-i) 1" 5 1a famille

{Nx‘x Galf(} est alors constante.

On obtient ainsi une famille de nappes {Nx‘x eSk}, bien définie a

homotopie pres, que l'on dit "associée" a la famille {YX‘X ESk}m

On définit de méme une famille de chemins élémentaires "associée” a

un famille de nappes, ce qui montre la symétrie de cette relation.

Si on suppose maintepant que la famille {Nx‘x GSk} est homotope a 0
dans " on voit, l'application v étant une équivalence d'homotopie faible,

que la famille {YXIX ESk} est homotope a 0 dans gih”

On résume ceci en disant que :

Une famille de chemins élémentaires d'élimination d'origine h asso-

cide a une famille triviale de "couples de nappes en bonne position' est

elle-méme triviale.
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Cette propriété et la propriété analogue déerite dans le pavagraphe

1.6.12 seront fondamentales dans les chapitres 2, 3 et 4.

1.4.6 Homotopie de l'espace des chemins d'élimination issus de h

Nous reprenons en général les notations du paragraphe 1.1 de [12].

On se fixe une fois pour toutes un chemin élémentaire £, comme point-base
>
de l'espace C(h,cl,cn) de tous les bous chemins d'origine h dans g(W) qui
A Gk

correspondent a 1'élimination de ¢y et ¢

2" ?
Pour une métrique riemannienne convenable T, un couple (DO,AO) de

nappes, associé a £ ,est formé de nappes de gradient. On note M une va-
i s o4

riété intermédiaire de h entre ¢y et €y

Soit SO le bord dans M de la nappe D0 qui descend de o et TO le

bord dans M de la nappe AO montant de c¢,. On se fixe deux plongements

. . 1
i n-i - _ . < \
P, ¢ 8" -M et 0, ¢ S - M d'images respectivement bo et 10»

A l1'aide de la métrique M, on consgtruit pour tout k 21 un isomorphisme
entre m__ (A3(D_,A)) et 'Jxk(Plgt(Si,M),Plgto(Si?M)gq:)O) o Plgp(si,M) aé-
signe l'espace, muni de la topologie Cm, des plongements de s' dans M, et
ou PlgtO(SiaM) désigne le sous-espace des plongements ¢ tels que @(Si)
coupe TO transversalement et en un seul point (voir [4], chapitre 1L |

paragraphe 2- 3 dans [12] ce dernier espace esl noté Plgt(Sl,M;SlfFTom 1) ).

On adoptera pour le groupe relatif ci-dessus la notation
rel T

o O(Plgt(SlgM)g@o) introduite dans [12]. De ce qui précede on déduit le

1.4.7 Théoreme : Pour tout k=1, il existe un isomorphisme

relTO ;




1.5.

1.5 Chemins élémentaires de naissance

1
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Les chemins élémentaires de naissance ont &té définis en 1.3.12.

Soit k une fonction de Morse sur W ; dans la suite, on ne s'intéresse

qu'a une partie de W comprise entre deux niveaux de k et sur laguelle
k n'a pas de point critique. Pour simplifier les notations nous supposerons

que k elle-méme n'a pas de point critique sur W.

Si ¢ est un plongement de B dans W, adapté a fl et k, & détermine
un chemin élémentaire de naissance issu de k. Notons Pk l'espace des plon-

gements adaptés a et k, Elk le complexe de Kan dont les O-gsimplexes

f1
sont les chemins élémentaires de naissance issus de k.
~—

Le morphisme Fk'ﬁglk est une fibration de Kan, ayant pour fibre le
complexe singulier du groupe GO(B) défini en 1.3.3. Comme en 1.3.15, on
montre que l'espace J{(k;i) des bons chemins d'origine k dans S(W) corres-
pondant a la naissance a un niveau donné de k d'un couple de points cri-

tiques d'indices (i,i+1) a méme type d'homotopie faible que le complexe de

(6 %4
Kan 81k correspondant. On en déduit immédiatement la proposition suivante

Proposition : Soient @0 un plongement adapté a fl et k, et vo le che-

min élémentaire de naissance qui lui est associé. On a lo suite exacte

cov = n (G (B)31a) —»nj(Pk;a@O) —'ch(Jf(k;i);vo) =5y (6,(B)y10) = ...

Rappelons qu'il existe un difféomorphisme de B sur Dnyﬁ[O,lj adapté

N

a fl et & la fonction hauteur. Il en découle une action de S0(x) sur Pk.

Le diagramme suivant est commutatif

ch([()(i)}g()(n—ai)f) —n nj(SO(n))

® ®

5 (6,(8) s 1 (P)




!
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1.5,

1.6.

3
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Les deux fleches aboutissant dans nj(Pk) dépendent du choix d'un point
base @O EN% 3 la commutativité du diagramme n'a lieu que si 1'on choisit

le méme point base pour définir les deux fleches.

La fleche (g) est un isomorphisme d'apres la propriété (3) de 1.3.3.
D'autre part, il egt facile de trouver le type d'homotopie de Pk : dési-
gnons par V une variété de niveau de la fonction k (elles sonlt toutes

difféomorphO”) : notons V (TV) la variété des n-reperes tangents a V

w5

alors P a la type d‘homotople de V (tV). Par exemple, si V=g"
V (LV) SO(n+1) s alors pour j<n, (g) est un épimorphisme, et pour

<n-1, (E) est un isomorphisme. Nous pouvons donec énoncer

Proposition : Soit W=8"¢ (0,17 et k:W~-[0,1] la projection sur [0,1]3

si j<n et j‘<sup(i§nei)? alors ﬂj(GO(B))—*nj(Pk) est un épimorphisme.

Corollaire : Dans les conditions de la proposition 1.5.3
nlﬁdf(kgi);va) EnO(GO(B))Q:%[)W . Donc il n'y a pas unicité des naissances

a 1 parameétre 3 il y a une classe de cOnes de naissance non triviaux.

Corollaire : Si k: S s” ¥[0,17-[0,1] est la projection, si 1<j<n, et
j<inf (i,n-i), on a 7. (d(k J)QV ) ~n1m1(SO)q

Preuve : On est dans le domaine stable et la suite exacte de 1.5.2 dounne
une identification de na(wﬁ(k‘i)gvo) avec le nmoyau de 1l'addition :

J](so)> jml(so)ﬂn (so)

¢

. : . N « . 2
Familles élémentaires a 2 parametres de traversée de la strate ga :

Rappelons qdona_noté 8i(W) (resp. 8i lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité)
la strate de codimension 2 de %(W) formée des fonctions f ayant toutes
leurs valeurs critiques distinctes et tous leurs points critiques non dé-
générés sauf un, le point critique exceptionnel étant de codimension 2
au‘voisinage d'un tel point, on peut choisir un systeéme de coordonnées
sur W pour lequel f s'écrit (Voir [4])

f(x

- s o ) e 4 i
1,,~~,xn+1).~q(A1,...,xn)~(xn+1/l ,
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“ou q est une forme quadratique de n variables, non dégénérée et d'indice i.
D'aprés [23], la stratification de (W) est localement triviale au

. 2 N .
voisinage de Sa(W) 3 le modele transverse est une boule ouverte de dimen-

sion 2 stratifiée comme sur la figure 8

Figure 8

De plus, au voisinage d'un de ses points f, gi(W) cofncide avec l'orbite

de f sous l'action du groupe Diff W yxDiff 1, et 1'application
- . D2
Diff Wy Diff I - 5OC(W)

définie par (@,@)fﬂ@f @ml est une fibration localement triviale sur 1'or-

bite de f (propriété (a2) du paragraphe 1.2),

1.6.2 La _famille standard a 2 parametres de traversée de gi(mp+1)

Soit i un entier, 0<i<n, soient Ay eR s

On définit une application fk y TR par la formule
H
xF x2
" N o “n+l n+l
I?\,H(x)_ Q(xlﬁ"'°7xn) Y (9\ 5 + U Xn+1) ’
< 2 2 2 2 L , _
ou q(xl,...,xn)-mxl SRR IR ST S S En particulier, f0g0-f.

Si 4%34-27u2:>0 (resp. 4%3-F27u2‘<0) la fonction fh . a un point crit
. B , ;
que non dégénéré, d'indice i+l (resp. trois points critiques non dégénérés,
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‘d'indices i+1j,i+1) 5 de plus, si u=0, A<0, les deux points ecritiques

d'indice i+1 sont au méme niveau (c'est-a-dire fK . egé(mp+1))a
3

Tous les points critiques de fk L sont situés sur le dernier axe de
9

coordonnées (x1= vee=x_=0),
n

. 3 2 . » . L .
Si 4A -F27p3==0 et si (K,p)% (0,0), £ a un point critique non dé-

Ayu
généré d'indice i+l et un point critique de naissance (i,i+1) (c'est-a-

. . 1, . n+l . . . 2 ,n+l
dire fksu ega(m, }Y) ;3 enfin, si A=p=0, f ) é%a(m, ).

Ay

. . 3 2
Il est important de remarquer que, si 4A + 27y <0, les nappes de
. : I . + .
gradient (pour la métrique usuelle de R" l) descendant des deux points
critiques d'indice i+l jusqu'au niveau f =0 sont contenues dans le sous-

Ayl

espace vectoriel Xi+1=:"'::xn::0’ alors que la nappe de gradient montant

du point critique d'indice i jusqu'au niveau fA 1=:0 est contenue dans le
g b

sous-espace vecloriel x, = ...z:xi=:0, Dans la variété intermédiaire

1
T = 0, chaque nappe descendant d'un point critique d'indice i+1 rencon-

Ayl

tre donc tranversalement et en un seul point la nappe montant du point c¢ri-
tique d'indice i 3 de plus, les deux nappes descendant des points critiques
d'indice i+1 sont disjointes. Dans ces conditions, on dit que ces nappes

forment un "triple de nappes en bonne position"” adapté a la fonction fK L
. 1

, " +1
Comme dans le paragraphe 1.3, la nécessité de passer de R" a une
e ) S s . . 2 1
variété W nous oblige a décrire une famille de traversée de ga(m? ) dont

le support soit compact.

®s

Un modéle & support compact

Comme en 1.3, on note

2 2 2 2_ 2 A
;2—- i+l o6 e Xn o

Alors que pour les chewins d'élimination, le modéle choisi avait pour
- - - ~ n - .
support une variété a bord anguleux difféomorphe a D7y I, il est naturel
dans le cas présent de choisir un modele dont le support soit une variété

a bord anguleux difféomorphe au voisinage de Morse standard d'un point
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“eritique d'indice i+1.

On définit,pour a,b>0, le sous-espace Bab C]Rn+1 par
- n+1 2 2 2
= , -a =Tt < r, <
Ba,b &xl, ,xn+1) €ER T |-asf<a, (rl-rxn+1)r2 b}

Pour tout couple (a,b) de réels positifs, B est une variété compacte

a
a,b
bord anguleux ; on vérifie en effet que, si a#£0 et b£0, les sous-variétés

2 2

f=a et (ri-kxn+1)r2 b se coupent transversalement. On choisira comme

support du modele la variété B gue l'on notera simplement B.

1,1

 op . +1
Remarquons que le groupe des difféomorphismes de R" conservant les

I3

fonctions ri, r; et X 1 est un groupe de symétrie de B 3 en particulier,
[0(i)x 0(n~i)]+ agissant sur les n premiéres variables est un groupe de sy-

métrie de B.

On reprend les fonctions w et o du paragraphe 1.3.2 en remplagant sim
plement dans la définition de o le domaine de définition par [0,1] (au lieu

de [0,2]), et on pose

= 2 2 + 1 2
. (x) =-r) +rg - me:e(x)(%hxn+1-+p Xn+1) ,

ou € >0 sera choisi plus tard suffisamment petit, et ou

o(x) = a[(r?+—xi+1)r§]u(f).

1.6.4 Propriétés de la famille T

Ay i

Dorénavant, on se limitera a ‘A‘ <A, |u| <A. On retrouve des proprié-

tés exactement analogues a celles énoncées dans le paragraphe 1.3.3.

(1) Le support de la déformation est exactement B (ceci des que

(K,p) parcourt un petit voisinage de 0 dans m?).

(2) Si € est assez petit, les points critiques de T ne peuvent

Ayl

se trouver que sur le dernier axe (x1= e =X = 0). De plus, ies points
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“eritiques de f cofncident, si & est.assez petit, avec ceux de f

Al eA, el

(3) Soit & un difféomorphisme de B laissant f invariante pour

Ayl
tous les couples (A,u) appartenant a un petit voisinage de 0 dans P? H

2
n+l et

alors & laisse invariante; séparément les fonctions f, e(x)x
e(x)x 3 on en déduit que 3 laisse invariantes f, x , et
2n+12 9. n+1
d[(rj+-xn+1)r2j, et enfin que § appartient au groupe GO(B)~des difféomor-
i +1 5
r

phismes de B laissant invariantes les fonctions r 97

17 et X1 (notatlons

analogues & celles du paragraphe 1s3)m

On montre comme en 1.3.3 que cet espace se rétracte par déformation
S o o - ° 3 +
sur son espace de jets a l'origine, qui n'est autre que [0(1)x 0(nm1)]

(tous les difféomorphismes que 1l'on considere conservent l'orientation).
(4) 'Si e est assez petit, Tk LL(B)=:[»=l,+l] des que |K| <A, IHIS;A°
9

(5) Si (3,9) est un couple d'un difféomorphisme de B et d'un difféo-
morphisme de [-1,+1] tels que, pour tous (A,u) appartenant a un voisinage
de 0 danS<R2, on ait fkguéz @fksu’ alors o= identité, et 3 GGO(B). La
démonstration est simplifiée par rapport a celle du paragraphe 1.3.3, car
f est linéaire en A et u.

Asu

(6) Pour tout couple (a,b) de réels positifs, B est difféomorphe

a,b
au voisinage de Morse d'un point critique d'indice i+1.

(7) Choix du domaine de variations de (A,u)

On fait varier (eh,en) dans le domaine A représenté sur la figure 9.
Les segments d+ et d sont respectivement portés par les droites d'équa-
tions
d+ t e = ﬂ(sk)+ n3
a eu= - N(er) mTP , ou T est une constante >0.

. . . . 2
Le segment vertical a une abscisse strictement positive skoe
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+Ag

\

R

-Ae T“ﬂi ) & +Ac €A
m'n - L?\O
p /// s
-
~-Ag
Figure 9

ont pour coordonnées
( el ,EN 5
a, B, ou T, avec a+f=-T, af =T + cA ; en particulier,

Si (xx,au) €d , les points critiques de f
Xlz...f:xn::O, X"
un (les points critiques d'indice i+l est fixe, et les deux autres varient
sur le dernier axe, symétriquement par rapport a la valeur mn/z 3 pour
ak=mn3ﬂ2/4, ces derniers viennent se confondre en un point de naissance
de coordonnées x \r.gn==xnf=0, xn+1==TV2, La situation sur da, g'obtient en

1
échangeant les deux points critiques d'indice i+1.

Plongements adaptés a la fonction singuliére

On utilise des notations analogues a celles du paragraphe 1.3.8

G(B ) est l'espace des difféomorphismes de B qui laissent inva-
a,b a,b
riante la fonction f = ur2-+r2 - xt /4
e OB E I TR T K/
G (B ) est l'espace des difféomorphismes de B_ | qui laigsent inva-
o a,b 5 9 a,b
riantegs les fonctions Yy Yoo Xl
P(Ba b) est l'espace des plongements adaptés a f de Ba b dans mﬁ*l;
9 b
par définition, 3 EP(Ba b) g'il existe un plongement croissant
?

ps: [~a,+a |- R vérifiant £8=0f 3 un tel ¢ s'il existe est unique.
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Po(Bagb)C:P(Basb) est défini par la condition : & EKB(Bagb) s1
fd==1.

(o]
Tous ces espaces sont munis de la topologie C .

Enfin, soit G==G(f) le complexe semi-simplicial (défini dans le para-
graphe 1,1) dont les O-simplexes sont les germes a l'origine de difféomor-
phismes locaux de Bp+1 conservant f, On a un morphisme naturel de restric-
tion pa,bg Q(Ba,b)ﬂﬂG (comme dans les paragraphes précédents, cette nota-
tion signifie en fait un morphisme dans G du complexe singulier différen-
tiable de PO(Basb))o

On a un diagramme commutatif

G (B) = P (B) —Es ¢

J "l-jet en 0"
+

[O(i)XO(nwi)]Cu«mm«wmma{O(i,nni)xﬁ2]+

Y

0(i)x0(n-1i)

Par  une démonstration analogue & celle de la proposition 1.3.9,

mais facilitée (en ce qui concerne les rétractions adaptées) par le fait

gque les sous-varidtés f="ta et (ri—+x§+1)rg sont toujours transverses, on
montre que le mofphisme [l PO(B)-*G est une fibration de Kan de fibre
acyclique, d'ou on déduit (a l'aide du théoréme 1.1.17 ou du paragraphe
1.1.18) que le quotient PO(B)/GO(B) a deux composantes connexes acycliques
(la différence avec le paragraphe 1.3 est que PO(B) contient la symétrie

X - -x ).

n+1 “n+1

De méme, la démonstration de la proposition 1.3.11 est valable dans
le cas, ou f= mri-frg - xi+1/4@ On en déduit que la projection naturelle
P(B)-ﬂPlgt+([w1,+1];H) est une fibration de Kan de base acyclique et de

fibre PO(B), et donec que le quotient P(B)/GO(B) a deux composantes




connexes acycliques.

1.6.6 Familles élémentaires_de traversde de la strate 5§

) ,
Comme dans le paragraphe 1.3.12, si F Eg;(W), on appelle plongement

adapté & £ et F un plongement &: B-W tel qu'il existe un plongement

croissant ¢ ¢ [~1,+1]- R vérifiant Fp=0f 3 un tel ¢, s'il existe, est

unique.

On note PF 1'espace, muni de la topologie Cm, des plongements de B

dans W adaptés a f et F. Les espaces F% et P(B) ont le méme type d'homoto-

pie.

$i (er,en) €A (notations da 1.6.4, (7)) on aéfinit Fo : W-R par

FMH(-X) =F(x) six¢ga(B).

NREETE A 5 (x)  si x€a(B).

Une telle famille & 2 paramétres s'appelle famille ¢lémentaire & -2 parame-

2 . o . .
tres de traversée de 5a(W) au point F. Si on munit l1'ensemble €1F de ces
familles élémentaires de la topologie ¢c°, on a une application continue

PF—4&1FG

Soit ElF le sous-complexe du complexe singulier de 1'espacek€1F,

image par cette application du complexe singulier de 1l'espace PF'

11 est immédiat, a partir de la propriété (5) @u paragraphe 1.6.4,
que deux plongements adaptés (@1,@]) et (@2,$2) ont méme image dans 81F

gi et seulement si
1) 9, =0,

2) il existe V¥ EGO(B) tel que @2: 3. Y .
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Le complexe singulier du groupe G (B) agit donec s1mplement trangiti-

~

vement dans les fibres du morphisme —*81F, ce qui montre que 81P est un

complexe de Kan, et que ce morphisme est une fibration de Kan.
Des résultats du paragraphe 1.6.5, on déduit le

Théoréme : Le complexe de Kan El des familles élémentaires a 2 paramé-
tres de traversée de 3 (W) au p01nt F a deux composantes connexes, chacune

acyclique. 8

Appelons CF 1'espace de toutes les familles a 2 parametres de type A
de traversée de 5 (W) en F (cet espace a été défini dans le paragraphe 1.2. 1)
On vérifie facilement, & l'aide du théoreme 1.6.7, que le morphisme

81F=~C@ induit par l'inclusion est une équivalence d'homotopie faible.

On peut alors appliquer le lemme des familles élémentaires (proposi-
tion 1.2.2) sous la forme indiquée & la suite de la démonstration de la
proposition 1.2.2 (voir figures 1 et 2), ce qui permet dans chaque cas de
remp]acer (homotopiquoment) ltespace de toutes leg familles de traversée‘
de 3 (W) d'origine fixée h (dans (W) ou g (W) ) par le complexe de Kan
81 des familles élémentaires de méme origine (la définition de ET est

ev1dente a partir de celle de 81 s comparer au paragraphe 1.3.15 et voir

paragraphe 106.8)o

Remarque : L'étude qui précede n'est pas nécessaire si on veut simplement
montrer que toute famille de traversée d'origine h est homotope a une famille
élémentaire (par ex. pour le théoreme 3.2.1) 3 il suffit en effet de savoir
qu'il passe une famille élémentaire par chaque point F Ggi(W), ce qui est

une conséquence immédiate du modéle local d'un point critique de codimen-

sion 2.

Lire ici la remarque 1.2.3 .
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1.6.8 Familles élémentaires et nappes ¢

Ce paragraphe est & comparer au paragraphe 1.4.

Soit hs W-R une founction de Morse et soient do? di’ a trois points

critiques de h, respectivement d'indice i+1, i+l1, 1 3 on suppose que do et

dl sont au méme niveau, et que les couples (dosa) et (dlga> sont en posi-

tion de s'éliminer.

@0
On désigne par Ph liespace, muni de la topdogie C , des plongements

s

de B dans W adaptés a f ., et h 3 par définition § €F s'il existe
ey ‘ h .-

P GPlgt+([m19+1]91U tel que h@mt@flﬂv/%ﬂ (le modéle B et les fonctions

‘7&,
e

f ont été définis en 1.6.3), et si de plus les trois points critiques
d

|t =

ont pour image par ¢ les points dog di’ a.

wa/%g

Ph est Tibré de Kan, par 1'intermédiaire de son complexe singulier,
N
sur le complexe de Kan Elh des familles élémentaires de traversée de
2 . . . , , ; \
ga(W> d'origine h relatives au triple (dogdlga)m La fibre est le complexe

singulier du groupe GO(B) défini en 1.6.5.

On munit B de la métrique riemannienne induite par la métrigque stan-
oD+ . &
dard sur R" 1 , et on note Do’ D1 (re@potA) les nappes de gradient de la

fonction inﬁgg descendant (respa monﬁant) des points critigques d'indice
7

. . ‘e c SN . = -1

i+1 (resp. du point critique d'indice i} jusqu'au niveau (fdﬁ}%Q Y7 (0).

On a vu au paragraphe 1.6.2 que DOrWDlzsﬁ, et que les @buples (DO,A> et

(Der) sont en bonne position.

. . . L N
Soit %€ 1'espace formé des triples de nappes, adaptées a h, descen-

dant de do et d et montant de a, qui sont en bonne position (c'est-a-

19
dire limitées & une méme variété de niveau de h et vérifiant les mémes

Dans un triple en bonne position, les deux nappes descendant des points

ecritiques d'indice i+l sont données dang up certain ordre.




1.6.9

1.6.11

1.585

‘conditions que le triple standard (DO,Dl,A))Q (Un espace de nappes est muni

de la topologie quotient de l'espace de plongements COo correspondant)n

Si § EF% , on lui associe le triple (@(DO),é(Dl),@(A)), ce qui définit

une application continue de Ph dans 6.

On montre dans le chapitre 2 la surjectivité de cette application,
ce qui est l'analogue pour la singularité 52 du "cancellation lemma" de

Smale (qui est relatif a g;).

Comme en 1.4.1, l'application Ph=*f est une fibration localement

triviale, dont nous allons étudier la fibre Poo

Le groupe [0(i)x 0(n-i)]" agit sur P, 3 si on choisit un point-base

¢ €P , on définit un plongement de [0(i) xO(nmi)]+ dans POQ

Théoréme : L'inclusion de [0(i) xO(nmi)]+fdans Po est une équivalence
d'homotopie faible.

Par une démonstration formellement analogue & celle du corollaire
1.4.3, on en déduit
Corollaire : L'espace ¢ et le complexe de Kan 81h ont méme type d'homoto-
pie faible.
Démonstration du théoreme 1.6.9 (esquisse)

Soii;%l*image de Ph dans l'espace des plongements de (Do’Di’A) dans
W adaptés a f_“”gp et b (c'est une réunion de composantes connexes et

R~*§§ est une fibration localement triviale). L'application naturelle
T~ T est une fibration localement triviale dont la fibre Cfo a le type
d'homotopie du sous-groupe [O(i)xO(i)XO(nmi)]++ de 0(i)x0(i)x0(n-i) formé

des triples (x,y,z) vérifiant det x dety >0 et detx detz >0.
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On étudie alors le diagramme ci-dessous, dans lequel 50 est la fibre de la

fibration (Ph -G,

fi5/0 = E;O
b

P P S
| l !
T — T —

On remarque que l'application "1-jet le long de la portion du dernier
axe comprise entre les points DOIWA.et'Di(WA”“ détermine une fibration de
ﬁo sur l'espace des lacets® de S0(i), dont la fibre est acyelique : pour
le voir, on reprend la démonstration utilisée en 1.4.4, et on s'apergoit
que la fibre cherchée a méme type d'homotopie que l'espace des plongements
adaptés dont le 1l-jet est fixé sur DOLJle)A s on conclut a llacyelicité

de ce dernier espace en utilisant un vdsinage triple saturé dont la des-

cription est faite au chapitre 2.

On déduit le théoréme 1.6.9 de ce qui précede en remarquant que le
type d'homotopie de PO est la seule inconnue dans la fibration PO-*“QJ de
fibre PO, el que le diagramme suivant est commutatif pour kz1 :

Ly re Py
0 ->Ttk([0(i)x0(n_i)]+) -wa»nk([o(i)xO(i)'xo(n.wi)] ) ——s ﬂ:k(SO(i)) -0

(53 ) ~
nk(Po) nk(?%) 'ﬂkml(Po)

avec OC(Xs}")x (X7XSY) et B(xsysz)mxyn' .

* On avait déja remarqué dans le paragraphe 1.4 que le 1-jet en AJWDl et
A[WDz d'un élément de ﬁo est déterminé ; ces deux jets sont les mémes

pour la fibre au-dessus du triple standard.




1.6.12 Comme en 1.4.5, on peut énoncer :

Une famille de "familles élémentaires" de traversée de Si(W) d'origine

h associde & une famille triviale de "triples de nappes en bonne position'

egt elle-méme triviale,

1.6.13 Familles élémentaires modifiées de traversée de la strate gi

On a besoin, dans les chapitres 2 et 3, d'une famille standard de

n-+ 1)

traversée de Si(Ii d'origine f»nﬂﬂo dans laquelle le chemin f il
A

Ayt
(resp. fkgu‘dw) est remplacé par un chemig d'origine f‘ntkﬁ composé d'un
demi-chemin élémentaire de croisement y (resp. y ) suivi d'un chemin
élémentaire d'élimination €, (resp. € ). (Pour la définition de d, et d_,
voir 1.6.4, (7)). On passe de la famille standard {fk pd,(?»,u) €A} a une

?

famille standard modifide, de la maniére suivante, décrite sur la figure 10

Figure 10  (comparer a la figure 9).
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Les chemins v, et y sont des demi-chemins élémentaires de croisement

igssus de fﬂﬁfﬁﬁ : le chemin Y, (resp. y;) ne modifie la fonction T..,

qu'au voisinage du point critique d'indice i+1 qui n'est pas concerné par

le chemin d'élimination T, “ld+ (resp. fk M'd ) et correspond & un léger
Ayl ’ -

accroissement des valeurs. On peut construire v, et y de fagon que toutes

»

les fonctions de v, et y_ soient laissées invariantes par tout élément

du groupe GO(B) qui a été défini en 1.6.5 ; ceci est possible car les

points critiques de:ﬂnvio sont sur 1l'axe X = oo xxn==0.
’ .

Puisque sur fk Mld+ (resp. f Id ) le point critique d'indice i+1
, -

dont la wvaleur varie sur v, (resp?gym) est fixe (voit 1.6.4 propriété (7))
on peut facilement transporter . (resp. ym) le long de d+ (resp. dw) et
définir ainsi une famille a deux paramétres de fonctions invariantes par
tout élément‘de GO(B)o On obtient ainsi un nouveau domaine de parametres
A' limité latéralement par c+LJdi et ¢ _uUd' (voir figure 10) et une fa-

5

mille de fonctions {fi M,@Aﬁu)éEA‘: telle que
9

v

1) si @gu)en, T

A
e
Lt
[+]
il
-2

On choisit alors une homotopie, constante sur 1'extrémitd g de v,

v+r
(resp. sur 1'extrémité g de Y ) entre fi ]dj (resp. fi uId’) et un che-
- - ., - , -

min élémentaire d'élimination e, (resp. = ).

Puisque les points critiques de fk Mg@Aﬁu) Edl (resp. a') sont sur
b g -
ltaxe xl::..a==xn:=0, on peut exiger de notre construction les propriétés

suivantes :

1) e, (resp. ¢ ) est associé a un couple en bonne position de nappes

de gradient de f_%%ﬂ
2) Toutes les fonctions de la famille & 2 parametres ainsi obtenue

(voir figure 10 ou 6+ correspond a £+) sont laissées invariantes par les

éléments de GO(B),
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Pour cela, on remarque qu'il existe un chemin élémentaire e, ayant
cette propriété. On reparametre alors au besoin le chemin fisu d; pour
que les fonctions des chemins £, et fivu d; correspondant a une méme valeur
du paramétre aient les mémes points critiques. L'homotopie
Ae, +(1-1) fi uldl a alors les propriétés voulues (on raisonne de méme
2

pour eu).

En définitive, on a une famille & 2 parametres de fonctions définies
sur B qui a les propriétés voulues et qui de plus est formée de fonctions
invariantes par les éléments de GO(B)@ On en déduit immédiatement que les
complexes de Kan de familles élémentaires de traversée de gi(W) construits
a partir de la famille standard fhgugékﬁp) €A ou & partir de la famille
standard modifiée que l'on vient de définir, sont naturellement isomorphes j

tout le paragraphe 1.6 est donc valable en remplagant partout "famille

élémentaire’” par "famille élémentaire modifiée".

Dans les chapitres 2 et 3, lorsque nous parlerons de famille élémen-
taire de traversée de Si(W), il s'agira en général de famille élémentai-
re modifiée 3 le seul point ou nous n'avons pas besoin d'utiliser des
familles élémentaires modifiées est la démonstration du lemme d'unicité
de l'apparition des queues d'aronde (théoréeme 3.3.1) et de son équivalent

a plusieurs paramétres (voir paragraphe 3.5.2).

1.6.14 Remarque : Une des raisons qui rendent utile la notion de famille élémen-

taire modifide est la propriété suivante : si une famille élémentaire

modifiée est "associéde” a un triple de nappes (Do’D ), les chemins

1
i A
élémentaires d'élimination qui la bordent sont respectivement associés

H

aux couples de nappes (DO,A) et (DlyA)e




CHAPITRE 2

LE LEMME DE LA QUEUE D'ARONDE ET SES CONSEQUENCES’

2.0 Dans [4 ] Cerf démontre le "lemme de la quéue d'aronde" dans le cas

d'une variété intermédiaire simplement connexe a partir du "lemme d'uni-

cité des morts". Nous suivons ici la démarche inverse en montrant qu'in-
dépendamment du lemme d'unicité des morts, et donc sans hypoth2se de
simple connexité, un chemin de fonctions dont le graphique ne comporte
comme accident qu'uné queue d'aronde est toujours homotope rel. le bord

a un chemin ne traversant aucune strate de codimension 1 (théoréme 2.1.1).

On en déduit immédiatement le "lemme de translation des indices" de

[42] sans avoir a calculer no(d(h)) (notations définies au chapitre 1)

et donc avec des hypotheéses moins restrictives sur les indices critiques
et la dimension de la variété intermédiaire (théoreme 2.2.2). On améliore

Lo, L : . P R
ainsi le résultat principal de [412] en montrant que 1l'espace Si(Wn )

est connexe par arcs des que 2<i<n-2, nz5 (théoreme 2.2.3).

D'autre part, comme corollaire du lemme de translation des indices,
on montre que le résultat de 1'élimination de deux points critiques d'une
fonction définie sur un cobordisme élémentaire est en général unique,
méme si le lemme d'unicité des morts est faux (i.e. si les chemins d'éli-

mination ne sont pas uniques) (théoréme 2.2.4).

On en déduit immédiatement que, dans le théoreme de J. Wagoner don-
nant un épimorphisme de K2(n1(V)) sur l'ensemble des classes d'équivalence
de fonctions sans point critique sur Vx I modulo la relation "fo etf\f1
sont jointes par un chemin dont le graphique est comme sur la figure 1"

on peut remplacer la figure 1 par la figure 2.

* , . .
. Les résultats de ce chapitre ont été annoncés dans [ F].




Figure 1 ' Figure 2

[N

I1 reste donc a résoudre le probleme suivant, sans doute tres difficile

deux fonction fo,fl: VyI~-1I sans point critique, qui sont jointes par
un. chemin dont le graphique est comme sur la figure 2, sont-elles dans
la méme composante connexe par arcs de l'espace des fonctions sans point
critique sur VxI ? Cerf a montré que la réponse est oui si nl(V)=()
(lemme d'unicité des morts [ 4 ], proposition 4 p. III.17), et on a vu
dans [42] que la méme démonstration ne peut pas s'appliquer au cas ou
nl(V)#O.

L'auteur conjecture qu'en général la réponse est non.

2.1 Enoncé et démonstration du lemme de la gueue d'aronde :

2.1.1

Soient fo,f1 : W-1I deux fonctions de Morse excellentes sur une varié-

té W de dimension n+l. Soit i+l un indice critique pour fo et fl.

Théoreme : Si i=<n-3, tout chemin de fonctions {ft‘t €1} a'origine fo’

dlextrémité f,, dont le graphique est une queue d'aronde d'indice i (tig.3)
est homotope,relativement & ses extrémités, a un chemin dont le graphi-

que est un segment (voir figure 4).

De plus, on peut choisir 1'homotopie de fagon qu'a chaque étape
sauf une, le graphique du chemin soit du type de la figure 3 ou de la

figure 4, 1'étape exceptionnelle correspondant au passage par la singula-
4

n+l’

. » . . . . :
rité de codimension 2 d'équation locale i(xl,...,xn+1)==q(x1,".,xn)-x




ol q est une forme quadratique non dégénérée (Cusp dans la terminologie

de R. Thom).
d+l i+l . i+1
f £y fy L fy
Figure 3 Figure 4

2.1.2 Remarques :
(1) Le résultat ci-dessus, ainsi que sa démontration, comporte une gran-

de analogie avec le "théoreme de Cancellation” de Smale (voir [5 1

et la premiere remarque de [+ 7).

(2)’ 11 sera clair d'aprés la démonstration que le chemin ft peut compor-

ter d'autres points critiques auxquels n'arrive aucun accident.

2.1.3 Notations
1 On note d , a, d,, les trois points critiques de f , respectivement
0 1 4 1/2

d'indice i+1, i, i+1, et on suppose que do et d1 sont au méme niveau.

(2) On .appellera "bonne homotopie” du chemin o= {ft\t €1} une homotopie
3 travers des chemins ayant le méme graphique (le bord du chemin n'est

pas fixé).

(3) On dira qu'un chemin élémentaire d'élimination issu de h est "asso-
¢cié" a un couple de nappes en bonne position (D,A) g'il existe un plonge-

ment adapté ¢ du modele d'élimination tel que (D,A) soit 1'image par ¢

du couple de nappes standard 3 on a la méme définition pour un chemin




.1

Lemme : TI1 existe une bonne homotopie entre o= {ftlt €I} et un chemin

élémentaire de croisement en rempla¢antwcoup1e de nappes par nappe descen-
dante (resp. ascendante), et pour une famille &lémentaire & 2 parametres

de traversée de 8i en remplagant couple de nappes par triple de nappes.

B = {gtlt €1} qui s'éerit comme le composé f = 8;15*y31*371**€1 de deux
demi-chemins élémentaires de croisement Vo2 Yq 1ssus de g1/2’=f1/2 et
de deux chemins élémentaires d'élimination £, &y (voir figure 5) ayant
les propriétés suivantes
¥ ) . 3 i & & ) ) 1e B X L le
(i) yo(resp yl) est associé a une nappe de g1/2 f1/2 montant de

d1 (resp. do).

{ii) £, (resp. 81) est associé & un couple de nappes (DO,A)
(resp. (Dl,A)) qui sont adaptées‘ a toutes les fonctions du

chemin ‘resp. D , D, descendent de d , d,, A monte de a;
Yo Y1 ) 1 0 1

voir figure 6).

€, e
Figure 5 dans l'espace fonctionnel 4 = gtrate de naissance
rilgure o p .

X = gtrate de croisement

¢ o ‘ g
On dira indifféremment que D est une nappe descendante de la fonction f,

ou que D esl une nappe descendante adaptée a la fonction f.




Figure 6 (La fonction fy@ est la fonction hauteur)

Démonstration : C'est une conséquence standard des lemmes de chemins

élémentaires de croisement et d'élimination ainsi que de l'acyclicité de
l'espace des nappes adaptées a une fonction, descendant (resp. montant)
d'un point critique, et limitées a une bande ne contenant pas d'autre
point critique de la fonction (voir [4], en particulier la démonstration

du lemme 2 chapitre II, paragraphe 2@4),

2.1.5 Lemme : Si i<n-3, on peut supposer que DOFTD]=:ﬁ. Les nappes (DO’A’Dl)

forment alers un triple en bonne position pour la fonction fl/za




Démonstration : Soit T une métrique riemannienne sur W pour laquelle

DO et A soient des nappes de gradient de fyénSOit M une surface de niveau
de f1/2 située entre le niveau de d, (et i;) et la variété M ; on peut
choisir M de fagon que les i-spheres DOfWM et leWM soient disjeintes,
que M soit une surface de niveau de toutes les fonctions du chemin
ygleey1=={gtlt E[%—=ﬂ,=%+ N1}, et que toutes ces fonctions colincident
avec f1/2 en-dessous de M. Tout chemin de nappes adaptées a f1/2i’d'oriw
gine Dl,et constitué de nappes cofncidant avec D1 au-dessus . de M, est
aussi un chemin de nappes adaptées a toutes les fonctions du chemin 71
(et de méme pour Do’ yo).

M définit un difféomorphisme ¥ de M x I sur la partie K de W comprise
entre M et M 3 on a Y(ﬁf\Do)y I)::KﬂDO9 et Kf\Dl définit par 1'intermé-
diaire de Y”l une famille a 1 parametre {@t‘t €1} de plongements de la
sphere Si dans la variété ﬁ)(non canonique a cause du paramétrage), qui
vérifie

(1) Ltorigine ?, (qui correspond ééﬁfWDl) peut étre supposée trans-

versale sur le bord BAC:M de la nappe de gradient X issue de a

@ui est un prolongement de A),

(2) 1lextrémité 9y (qui correspond a BD1<:M) coupe 3A trans-

versalement et en un seul point,
(3) o (s))n(@np )=g.

La démonstration du corollaire 5.2 du chapitre I de [L4 ] (cité comme
théoréme 3.1.1 dans notre chapitre 3) fournit, dés que 1<i<n-3, une ho-
motopie entre le cheﬁin de plongemepﬁ%{@tlt €1} et un chemin {m%ltEI}
qui vérifie pour tout t €I @%(Sl)fﬁ(ﬁ71D0)=:ﬁ 3 cette homotopie est
constante sur 1'origine du chemin et ne passe qu'a travers des chemins

ayant la propriété (2).

Les conditions de dimension viennent de ce qu'on doit disjoindre de
M(WDO (qui est de dimension i) un voisinage d'un complexe de dimension 2
(1'"ame" d'un chemin élémentaire homotope au chemin {wtit €1}) ce qui est

possible par position générale des que n =i+3.




.1,

Le cas i=0 est completement trivial.

On obtient donc, par 1'intermédiaire de T, une homotopie dans l'espa-
ce des couples de nappes en bonne position adaptés a toutes les fonections
du chemin Yy entre (Dl,A) et (Di,A), aveo DifWDOnaﬂ 3 en vertu de la fi-
bration de l'espace des plongements adaptés du modele d'élimination sur
l'espace des couples de nappes en bonne position, il existe une homotopie

rel. l'origine entre &, et un chemin élémentaire d'élimination Ei associé

1
au couple (Di,A)9 ce qui démontre le lemme 2.1.5.

On supposera dorénavant que DO(TDl::ﬁ 3 le triple de nappes (DO,A,Dl)

est un triple en bonne position adapté a la fonction fl/za On a alors la

Proposition : Il existe une famille élémentaire a 2 parametres de tra-

versée de Si passant par f1/2 (notations du paragr;1w2> associée au triple

de nappes (DO’A’Dl)'

Avant de prouver la proposition 2.1.6, montrons comment en déduire

le théoreme 2.1.1. La gituation est résumée sur la figure 7.

famille a 2 parametres fournie par la proposition 2.1.6

Figure 7




2.8

Le probléme étant symétrique, nous ne nous occuperons que de la moitid

gauche de la figure 7.

Les chemins yo et 60 sont des demi-chemins élémentaires de croisement

associés a une nappe de f1/2 montant du point eritique d,. L'espace de

ces chemins est acyclique, et on voit facilement que celd a la consé-

quence suivante : il existe une famille a 1 paramétre {£ |t €1} de che-
t
. Vo e .
mins ﬁ or{glne f1/2 qui Verlfle‘
(1) gO =0 , §1=YO

(4]

(2) Pour tout t €l, toutes les fonctions du chemin §t colincident

avec f1/2 sur un voisinage Vb de DOlJA.

On construit alors successivement trois homotopies entre les chemins by

(bord de la famille élémentaire a 2 paramétres fournie par la proposition

2.1.6) et £, (voir figure 8).

: ’ €.
L AN t -
1o 5 50—90
/ :
A{f, | \
£ S [ |
oM/ .
o I |
Y I
i e [ o
<
] i
EO A U'O
/ / | }
e i N e \_____,_,_..V_____,/

3éme homotopie 2éeme homotopie lere homotopie

Figure 8
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La premiére homotopie sert a remplacer i, par un chemin élémentaire
d'élimination 158 défini par un plongement ¢ du saturé du voisinage double
modéle dans W (notations de [ &5 ] chapitre 1II, paragraphe 4) tel que
1'image par ¢ du voisinage double modele soit contenue dans 1%: Une telle
homotopie existe grace a l'acyclicité du complexe des chemins é1émen~-
taires d'élimination associés a un couple fixé de nappes en bonume posi-

tion (Remarque 1.4.5).

La deuxieme homotopie est formée de chemins élémentaires d'élimination
d'origine variable, mais tous associés a un unique couple de nappes en
bonne position, et méme a un unique plongement ¢ du voisinage double modele
dans U; (ceci est possible gréce a la propriété (2) de la famille de che-

t €1}). Une telle homotopie existe car &tant donné une fonction f,

mins {€
t
- s . o N P g
et un plongement adapté a £ du voisinage double modele, on en déduit un
“ N . . . . 2
plongement adapté a f bien déterminé de son saturé, en utilisant une meé-
trique riemannienne fixée sur W prolongeant 1'image par ¢ de la métrique

standard sur le voisinage double modele.

La troisieme homotopie est encore une conséquence de la remarque
) . _ . . P .
1.4.5 puisque & et aé sont deux chemins élémentaires d@'élimimation

0
de méme origine associés au méme couple de nappes en bonne position

(DO,A).

Le théoreme 2.1.1 est ainsi démontré.

Démonstration de la proposition 2.1.6 :

Nous allons imiter la démonstration du théoreme de Cancellation de
Smale, telle qu'elle est exposée dans [ 5 ], chapitre III paragraphe 4,
ou [ # 7, chapitre ITII. Si on remplace couple de nappes en bonne pesition
par triple de nappes en bonne position, voisinage double modele par voi-
sinage triplé modele, ete..., les détails de la construction sont identi-

ques, aussi n'en indiquerons-nous que les grandes lignes.




2.10

(a) Définition des voisinages triples et de leurs saturds

Soit f: W-1R une fonction de Morse, sdent do, a, d1 trois points

critiques de f d'indices respectifs i+1, i, i+1, tels que
f(d0)= f(dl):>f(a). On suppose que f—l([f(a)->a, f(d0)+ e]) ne contient

pas d'autre point critique de f.

On a d@éfini au chapitre 1 ce qu'on entend par un triple de nappes
en bonne position (DO,A,Dl). Rappelons que ces trois nappes sont limitées
a une méme variété de niveau M, que D0 ﬂD1==ﬂ, et que aDO, 3A d'une part,

.BDI, dA d'autre part, se coupent transversalement et en un seul point.

I1 existe alors une métrique riemannienne T sur W admettant Do’ A,

D1 pour nappes de gradient.

Soit M (resp. M+) une variété de niveau de f situde immédiatement’

au-dessous de a (resp. immédiatement au-dessus de do et dl)’

Soit A 1'adhérence de la réunion des lignes de gradient ascendantes

de a limitées a M+ ; A est appelée nappe ascendante saturée de a et est

difféomorphe 3 D" "'y I ; 1a partie D™ "1y {0} (resp. D"t

x {1}) de son
bord est la nappe de gradient ascendante de do (resp. dl) limitée a M+
(voir figure 9). On définit de méme 50 et 51, nappes descendantes satu-
tées de a et a, définies par M et M_.

(ﬁ;,K,ﬁl)vest un triple de nappes saturées en bonne position.

Soit~TO (resp. o, resp. Tl) un voisinage tubulaire de BDO (resp. 04,
resp. aDl) dans M. On peut supposer que T , 6, T1 gont en bonne position
o
(voir définition précise dans [ 7] et surtout figure 10).

Soit NO, N1 (resp. P) la réunion des lignes de gradient ascendantes

issues de T, T, (resp. descendantes issues de §) limitées a M, (resp.Mm)-

Soit U la réunion NO{JPlJNl s U est appeld voisinage triple de (do’a’dl)

défini par M, To’ o, T, M_, M . On appelle voisinage triple saturé défini

par les mémes données 1l'adhérence U de la réunion des lignes de gradient




Figure 9

‘ L
3D =857 _
(0]

B TV
g i+1 /1 .
Doﬁ)+ (2 - di sque ) [N
nappe de gradient montant de dd”"%,ﬂ"'w
(=" ’

nappe de gradient descendant de a =

(=D")
nappe de gradient montant de d1
(EDl’].wl)
o 1 R
3 D1 =3
o~ i+ -
leD+

Figure 10
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"rencontrant TO U@LJTl,
Ho’ K, H19 ou H0 (resp. Hl) est la réunion des lignes de gradient descen-

dantes issues de T:TT(TOFWG) resp. T1~:T¥ITT6) ) limitées & M , et ouK

limitées a M . et M, U est la réunion de No’ P, Nl”

est la réunion des lignes de gradient ascendantes issues de

6- [(T Ne)U(T N8)] Llimitées a M, (voir figure 11). On a
H =D v D™ y1=0, et K=s""""1y1pt, 1.
0 1 X

La partie 5+U de 3U située dans M+ s'écrit comme une réunion

-1 -1 i+1 wied o g i i+1
B N D —-i- i L i - i+l
S ¢0+Dl+lzsn -Legrent gPt-d i plogn-i 1,,,a+_1>*F
et est donc difféomorphe a Snwlm1 uD1+1 apres arrondissement des arétes

rentrantes.

La partie 3 U de 3U située dans M s'écrit comme une réunion

le pP-i U Slwlan+1w1 U Dly,Dnul

ol=-1 n+l-1 i-1 n+l-i_
)4 K =

n+l-1i n+l-1i n+1mi) n-1i

[ou (D , aOD' , 3,D

. .1
. < <L e 1 ~ . ~
difféomorphe a S x D apres arrondissement des arétes rentrantes.

= (D xI, Dnmlx{O},Dnmlel}] et est done

On voit alors facilement qu'apres arrondissement des arétes rentrantes,

U est naturellement difféomorphe au voisinage de Morse d'un point criti-

que d'indice i+1,

(b) Démonstration de la proposition 2.1.6 :

I1 est clair que cette construction a ce qu'il faut de fonctorialité
pour qu'il suffise mainftenant de s'occuper d'une fonction standard
£ R S et qu'on en a exhibé au chapitre 1. En imitant toujours
la démonstration du théoréme de Cancellation, nous voyons que la seule
chose qui nous reste a prouver est l'existence de voisinages triples sa-

turés de la fonction standard f suffisamment grands pour contenir le support
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de la famille a 2 parametres standardlda,traversée de 3i issue de f. Il
suffit de raisonner dans la variété intermédiaire M, et de remarquer qu'on
peut choisir To’ 8, T1 de fagon que TOLJGLJTl contienne un compact arbi-
trairement fixé dans M. Mais, par définition, M est obtenue a partir de
Sixﬁmnwi par une chirurgie sur 0 d'indice i, c'est-a-dire

i n-i i-1 n+l-i i n-1i .
M=S"x IR -5 X +D xS (modulo arrondissement) ou encore

(la chirurgie &tant faite sur 0)

M = Slx Ighﬂ_# Sl v g1

“

D'autre part, Totkeéfslx s™ "t _ int Dn, et le plombage de Tlffsl ¢ DT

. i n-1i i n-i Lo .
avec T U6 s'écrit encore S"X D #S %S , 1'inclusion dans M corres-
: 0

n-i 1

pondant a 1'inclusion naturelle de s*x D dans S'x B

, d'ou la con-

clusion. La figure 12 montre le cas 1i=mn-1.

2.1.7 Remarque : Il serait sans doute plus agréable pour démontrer le théore-
me 2.1.1 de modifier la définition d'un chemin élémentaire d'élimination
afin de pouvoir prendre son origine sur une strate de croisement § nous

n'avons pas voulu alourdir le chapitre 1, et nous pensons d'autre part

que la notion de chemin élémentaire n'a pas encore atteint son état
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de détail comme celle-ci.

Quelques conséquences du lemme de la queue d'aronde

Lemme

“définitif, ce qui enleve une partie de-leur intérét a des améliorations

Soit F: I - (W) une application continue générique de 1'inter-

valle dans l'espace des fonctions différentiables réelles sur une variété

W de dimension n+l. On suppose que le graphique de I est comme sur la

figure 13 (a). Si 1<n-3, et si le niveau ou a lieu la premiére naissance

® r . -
est connexe , il existe une homotopie {Ftlt €1} constante

FB =F et une application Fl de I dans GO(W) (le graphique

sur la figure 13 (b))

sur 8%, entre

est donc comme

i+1

i+1
e *‘“u\\i +1
P |1 1
P (0=F ) F(3) P ()=F()
Figure 13 (a)

Fl(()):F(O)

(b)

F1(1)=:F(1)

il peut y avoir au-~dessus de ce groupe de points critigques ou au-dessous

N — —_ . Ny
d'autres points critiques auxquels n'arrive aucun accident.

Démonstration

L'hypothese faite entraine l'existence d'un chemin de

. . 1 — , . ) o
fonctions G issu de F(E) réalisant le croisement des deux points eriti-

ques d'indice i+l et 1'élimination avec le point critique d'indice i du

L4

ou simplement s'il existe une nappe de F(%) descendant du peint criti-

que d'indice i+1 le plus haut, qui rencontre la composante connexe du

niveau de la premicre naissance ou a lieu cette naissance.
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ﬁoint critique d'indice i+l le plus bas-apres le croisement. On obtient
ainsi une premiére homotopie de F jusqu'a une application dont le graphi-

que est représenté sur la figure 14 :

i+l i+l

s s, P

S—A
<N L2

F(0) F(

0O frp
w
E:

GRS

Figure 14

On conclut en appliquant deux fois le théoreme 2.1.1.

On a représenté sur la figure 15 la trace de la stratification natu-

relle de g(W) induite sur D2 par 1l'homotopie {Ftlt €1},

F(1)

-

F(0)

Figure 15

|En pointillé, le chemin dont le graphique est représenté sur la figurekréj




Rappelons qu'on a montré dans [42] que, dés que nl(W)%(), il n'existe pas

en général d'homotopie {Fth €1} constante sur 31 telle que la stratifi-

, e 2 . .
cation induite sur D~ soit simplement un segment.

Le théoreéme suivant améliore le théoreme 3.1 de [42], et la démons-

tration que nous en donnons présente l'avantage de ne nécessiter aucun

calcul d'obstruction

Théoreme (lemme de translation des indices)

.

a remarque faite a la figure 13 s'applique iciJ

Soit I Iw%g(W) une application continue générique de 1l'intervalle

. o . “ . 2
dans l'espace des fonctions différentiables réelles sur une variété W de

dimension n+1. On suppose que le graphique de F est comme sur la figure

16 (a). Si i £n~3, il existe une homotopie {Ftlt €1} constante sur 31,

entre FO = et une application F

comme sur la figure 16 (b).

s

F(0) F(3) F(1)
Figure 16 (a)

lere démonstration (analogue & celle du lemme 2.2.1)

de I dans 3(W) dont le graphigue est

F (0)=F ()

Soit H un chemin de fonctions d'origine F(%) =H(0) sur lequel nait,

au-dessus des deux points critiques considérés, un couple de points ecri-

tiques d'indices respectivement i+1 et i+2. On peut choisir le lieu de

la naissance de fagon que H se prolonge en un chemin (toujours appelé H)

du méme type que le chemin G de la démonstration du lemme 2.2.1.
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On obtient ainsi une homotopie de F jusqu'a une application dont le gra-

phique est représenté sur la figure 17 (a).

Figure 17 (a) (b)

On passe de la a une application dont le graphique est représenté sur la
figure 17 (b) en appliquant deux foisg le lemme des singularités indépen-
dantes (voir [4 ] chapitre IV, paragraphe 1, proposition 1). On conclut,

comme pour le lemme 2.2.1, par deux applications du théoréme 2.1.1.

La trace de la stratification naturelle de %(W) induite sur D2 par

1'homotopie {Ftlt €1} est représentée sur la figure 18.

Figure 18
En pointillés courts (resp. longs), le chemin dont le graphique est re-
‘Brésenté sur la figure 17 (a) (resp. la figure 17 (b)).
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2éme démonstration (par la double queue~d’ar0nde)

Les étapes principales sont représentées sur les figures 19 (a) et

19 (b) 3 la stratification sur D2 est représentée sur la figure 20.

i+2

i+2 ’ ~<;:://”“*\\\\:;}»
, . \\\\\

,i+1/// i+1

s
0 r) A o F(0) R
Figure 19 (a) (b)

F(0)

F(1)

Figure 20

Avec les méthodes de [42] on déduit immédiatement du théoreme 2.2.2 le
théoréme suivant, qui améliore le théoréme 4.1 de [42] (on a gardé les

mémes notations).
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2.2.3 Théoreme : Soit W un h-cobordisme orientable de dimension n+1. Si n=zs,

et s1 2<isnp-2, 1'espace gi(W) est connexe par arcs.
On déduit aussi du lemme 2.2.1 et du théoreme 2.2.2 le :

2.2.4 Théoréme (unicité faible des éliminations sur un cobordisme élémeviiaire) @

Soit F 3 I-*%(W) une application continue générique de 1'intervalle
dans l'espace des fonctions différentiables réelles sur une variété W de
dimension n+1. On suppose que le graphique de F est comme sur la figure
21 (a) et qu'il existe une nappe descendant du point critique d'indice j
jusqu'a la composante connexe du niveau de la premiére naissance ot a lieu
cette naissance. Si 3 < j *n-2, il existe une homotopie {Ftlt €1} cons-
tante sur 31 entre F =F et une application P, de I dans 30(W) (le gra-

phique est donc comme sur la figure 21 (b)).

o o _
T i+1
e /»/ \\N}%
\ i y’/,,$<
S
1 T » N )
£ =F () £ <FE) £ =F (1) EO)=t E{1)=f,
Figure 21 (a) | (b)

[}a remarque faite pour les figures 13 et 16 est encore valable icizj

Ce théoréme dit en particulier que 8i W est un cobordisme élémentaire
d'indice j et de dimension n+l, si foz W1 est une fonction ayant un
seul point critique (donc d'indice i), si f1: W-1 est obtenue & partir
de fO en faisant naitre une paire de points critiques (au-dessous du point

critique d'indice j ou au-dessus ) puis en les éliminant, et si 3= j=n-2,

il suffit de remplacer f par 1-f et de remarquer que les conditions

3=j=<n-2 et 3s<n+l-j<n-2 sont équivalentes.
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: alors‘f0 et f, sont dans la méme composante connexe de la strate des fonc-

1
tiong sur W-ayant un seul point cecritique (a'indice j).

Nous appelons ce théoréme "unicité faible des éliminations" car les
chemins d'élimination d'origine f1/2 aboutissant a £ et £, ne sont en
général pas homotopes & travers des chemins du méme type (voir 127)
(s'ils 1'étaient on dirait qu'il y a "unicité forte des éliminations™ 3

c'est le cas si W est simplement connexe)u

Démonstration

ler cas : jzi+l. On a done i+l <n-2, c¢'esh-d-dire i <n-3, et on peut
appliquer le théoreme 2.2.2 (j-i-~1)-fois pour obtenir une homotopie cons-
tante sur 31 entre F et une application dont le graphigue est comme sur
la figure 13 (a), ou i est remplacé par j-1 3 il suffit alors d'appliquer

le lemme 2.2,1, ce qui est possible puisque j-1<n-3.

2éme cas : j<i. On a donc 3<i, c'est-a-dire n-i <n-3, et on peut appli-
quer le théoreme 2.2.2 (i+1-j) fois en remplagant toutes les fonctions T
par la fonction 1-f pour obtenir une homotopie constante sur 31 entre F
et une application dont le graphique est comme sur la figure 13 (a)9 ou

i est remplacé j-1 ; on termine comme a la premiere étape.

Pour conclure ce chapitre, remarquons que, compte-tenu du théoreme
2.2.4,1"'énoncé du théoréme 2.2.2 n'est vraiment utile que si W est le
produit d'une variété V par 1'intervalle I et si F(0) et F(1) sont des
fonctions sans point critique. Comme nous l'avons dit dans 1l'introduction
du chapitre, le calcul du nombre de compoSantes connexes de l'espace
€(Vx1I) des fonctions sans point critique sur V ¥I se sépare en deux

parties distinctes

(1) Le calecul du nombre de composantes connexes de l'espace des fonctions

de Morse sur VX I ayant un couple de points critiques ; une partie

de ce probléme a été résolue par J. Wagoner (voir [29] ou il y a




(2)
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une erreur que nous avons signalée-a l'auteur ; cette erreur revient

8 admettre que la partie qui suit se résoud par l'affirmative).

Le probleme de 1'unicité faible des é&liminations sur un cobordisme

trivial : deux fonctions fo, flz VyI-1 sans point critique qui
sont jointes par un chemin dont le graphique est comme sur la fi-
gure 2 (voir paragraphe 2.0) sont-elles dans la méme composante
connexe par arcs de l'espace 8(V,:I) des fonctions sans point criti-
que sur V¥ I ? Nous avons dit dans 1'introduction de ce chapitre que

nous penchons pour une réponse négative, lorsque nl(V)%().




CHAPITRE 3

I'UNICITE DE L'ELIMINATION ET DE L'APPARITION

3.0 Ce chapitre généralise les résultats du chapitre précédent a des fa-

milles a deux parametres de fonctions.

Le premier paragraphe, assez long, est consacré a un théoreme tech-
nique (théoreme 3.1.2) qui nous permettra de raisonner dans un domaine
trés large de dimensions comme dans le domaine stable ; la démonstration

de ce théoréme est une illustration des méthodes du chapitre 1.

Les deux paragraphes suivants sont consacrés a la démonstration des

théorémes annoncés dans le titre du chapitre (théoremes 3.2.1 et 3.3.1).

Au paragraphe 3.4, on applique le théoréme 3.2.1 a la démonstration
de 1'unicité du résultat d'une famille a 1 parametre d'éliminations pour
une fonction définie sur un cobordisme &lémentaire (théorime 3.4.1), et

aussi au lemme de translation des indices a 1 paramétre (théoréme 3.4.2).

Ces deux corollaires ont un intérét nouveau, car on verra dans le

. C - - . . . : . ’
chapitre 5 que, méme si la variété intermédiaire a toute la connexité

voulue, il existe des familles a 1 parametre non triviales de chemins

d'élimination d'origine fixée.

Pour des familles a 1 paramétre, le probléme posé a la fin du para-
graphe 2.0 se pose donc déja pour les lacets de fonctions sans point criti-

que définies sur 8" I (S" = sphére de dimension n).

Enfin, dans le paragraphe 3.5, on montre 1'importance de la gimpli-

¢ité homotopique de 1l'espace des '"chemins en queue d'aronde" d'origine




3.1.1

connexe de fO dans l'espace des plongements lisses de X dans M, muni de

3.2

fixée (voir détinition au paragraphe 3.3.4), source de beaucoup de phéno-
menes rencontrés précédemment, et de leur généralisation a un nombre quel-
conque de parametres. On reviendra sur ce dernier point a la fin du cha-

pitre 5.

Un théoreme de plongement

. n n-1i . , . . . LN
Soit M~ (resp. Y ) une variété sans bord de dimension n (resp. nwl),

i . s . .
X" une variété compacte sans bord de dimensicn i. On se donne deux plon-

gements propres et lisses

on note respectivement XO et YO leurs images. Bnfin, soit X la composante
B [ee]
la topologie C .

La donnée de YOCZM permet de définir unme stratification de X
la strate de codimension O, notée X, est la partie de X formée des
plongements de X dans M dont 1'image est transversale sur YO s la strate
de codimension 1, notée X;, est la partie de X formée des plongements dont
1'image est transversale sur YO partout sauf en un point exactement ou
il y "contact d'ordre 1" (voir [ # ] chapitre 5, § 5.2). Nous reviendrons
plus loin sur ces définitions ainsi que sur celle de la strate de codimen-

sion 2.
Dans [ 4% ] on trouve le théoréme suivant

Théoreme (Cerﬁl : On suppose n =5 et n-~i =3 ; on suppose en plus que le

fibré normal a XO dans M admet une section. Alors tout lacet relatif de
(2, 2°) est homotope (avec origine fixe et extrémité restant dans x°) a
un chemin tel que l'application F:Xx [ -M associée0 soit un plongement
ligse.

¢ 1) On notera I 1'intervalle lo,11. A
2)'0n identifiera toujours une application F d'un compact K dans ) a
upne application F de X ¥ K dans M.




Le but de ce paragraphe est de généraliser ce théoreme a des familles

a 2 paramétres, plus précisément

3.1.2 Théoréme : On suppose n=27 et n-i 25 3 on suppose en plus que le fibré

2CZBD2

normal a X0 dans M admet deux sections indépendantes. Soit o, D
1'hémisphere supérieur’ de aD2=Sl; soit I‘{\: (D2,6D2) = 0 N r° U ')Cl) une
application continue telle que F'X‘XB D2 soit lisse, et telle que .'E“BD2
soit transversale sur ‘ﬁcl. On suppose que la restriction

FIXX B+D2 : X %o, D2—>M est un plongement lisse. Alors I‘,*\ eat homotope, rel.
B+D2 et a travers des applications dont la restriction a 3D2 est une

. . 2 1 o . .
application de 3D~ dans IOU')C lisse et transversale sur 11, a une appli-

A
cation G telle que G: X )<.D2—)M soit un plongement lisse.

Remarque : Ce théoreme n'est une conséquence directe de la position gé-

nérale que si 2(i+2)+ 1<n, c'est-a-dire n-2i =5.

Forme générique d'une application de ‘Dz dans ¥

On notera (Xl,...,xi) des coordonnées locales dans X et (ylg...,yn)
des coordonnées locales dans M telles que les équations locales de Y soient
Y= e =yi=0 (de te/l\les coordonnées seront dites adaptées & Y). Une fa-
mille a 2 parametres F: D2—*’)Cest identifide a une application
F:¢X7<D2—*M. On appelle indicatrice de la famille 1'image réciproque
LEFﬁl(Y). Si Fe%i différentiable et transversale sur Y, L est une sous-
variété lisse de dimension 2 de X xD2. On dira que l'indicatrice est
excellente pour la projection P, * X x<D2-+D2 gi la restriction Py L: L-—»D2
est générique au sens de Whitney (voir [347, et [49]). Les points singu-
liers de p2|L sont alors de deux sortes : 1l'ensemble Zl des points de L
ol rang d(p2|L)= 1 consiste en un nombre fini de courbes fermées non sin-
gulieres ne s'intersectant pas, appelées "courbes de pli" (si une courbe
de pli va jusqu'au berd de L, elle y arrive transversalement) 3 les points

1 )
de ¥ en lesquels d(pzlzl) = (0 forment un sous-ensemble discret

9
On notera dans la suite aD2 = 3,07 Ua ])2 la décomposition de aD2 en deux

hémispheres.
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51,1

.1 . 1,1 . ‘ .
nage dans 2 d'un point de ¥’ présente un point de rebhroussement (voir

figure 1))u

. 1 ; . . .
Cint 27, 1'ensemble des "points-fronce" (1'image par Py d'un voisi-

Figure 1

Nous avons énoncé ici les conditions de généricité "a la source" 3 on im-
pose en plus les conditions suivantes de généricité "au but" : les ima~
ges par P, des courbes dezpli ne présentent que des points doubles trans-
versaux situéds dans int D , et les valeurs de Py sur lgs points-fronce
sont toutes distinctes entre elles et hors de pz(Zlm Zf’l). On peut voir
sur les équations locales de Whitney que si p2|L: L-D° est générique,
il en est de méme de p2‘8L==8L-*8D2.
A ¢

3.1.4 Définition : On dit qu'une application F: D™ - A est excellente si 1tap-
plicationyf‘:XﬁyD2-M associée est différentiable, transversale sur Y,
et si l'indicatrice IMZX)(DZ est une surface excellente pour la projection

p, ¢ X 3 D% =2,

«

A ¢
3.1.5 Lemme : Toute application F:.Dzwéx_peut étre approchée arbitrairement

pres (au sens CO) par une application excellente.




Démonstration : Elle est formellement identique a celle du lemme 2 de

([ 4 ) ehapitre I,paragraphe 5.1).

Remarquons que ce lemme admet un énoncé relatif ; on utiligera en
particulier la forme relative dans le cas ou la restriction de ﬁ a k8+Dd
est excellente (c'est-a-dire lorsque la restriction
pziLfW 8+D2: Lf\a+D2-ﬂa+D2 =] est une fonction de Morse excellente) H

cela donne le

3.1.5bs Lemme : Si F D - L a une regtriction Fla D $ 0, D - X qui est une
application excellente, F peut étre approchée arbltralrement preés au sens
CO, a travers des applications fixes sur a+D2 et dont la restriction a

dD” est transversale sur'xl, par une application excellente.

3.1.6 Nous allons maintenant étudier individuellement les éléments de X
A
que peut rencontrer une application excellente F: D2-*x. Soit

(xo,ao) eLcXx D2 un point de 1'indicatrice 3 trois cas sont possibles :

(i)' (xo,ao) est un point régulier de la projection p2\L: L—AD2. Nous
allons montrer que dans ce cas Faostlx x{ao} est un plongement de X dans
M transversal sur Y au point X Pour cela{ écrivons au yoisiqage de
(x,,a ) 1'application F sous la forme F: R'X RZ -mP = m' y P

F(x, a)-(f (x a) <ot (x d)) avec
X = (Xl""’xi)’ o= (u,v) 3 ({0 ) a pour équations
fl(x,a)= ...=:fi(x,a)= 0. Un vecteur (x', al) eR'x B. tangent au point

(xo,ao) a L est défini par les équations

o L iy S 0
Bxl Bxi 1 du ;v
: . u' :
+ . o -
afi Bfi ' Bfi Bfi o
ox, " dx. /. i du DV
1 i

).

ou toutes les dérivées sont prises au point (xo,ao




Eerivons que pour tout (x',a') comme ¢ci-dessus | dpq(xo,ao)](x'ﬁa')% 0,
ice. a'#£0 3 cela signifie que pour tout x'£0, x' er' , (x',0) ntest

pas tangent en (xo,ao) a L. I1 est clair que cette condition s'écrit

D(f, ,...,f.)
X _ 1’ ! )
bFa;XO) = D(xl,ﬂ.n,xi) (Xo’qo)% 0,

ce qui traduit exactement la transversalité sur Y de Fa au point X €X.

o

1

(ii) (xo,ao) egt un point de Zl~=2 1 (pointmpli). Le rang de

Ker @1p?|11(x03a0)) est égal a 1, ce qui dquivaut a

O
aX1 aXl
Tang ol e i e = d-1
of . of
. 3 e
axl ox
en particulier, b (x )=0.
Fo, 0

o 1,1 : 1 ;
Eerivons que (xo,ao) g o 3 pour cela, remarquons que ¥ g'dcrit locale-

ment comme 1'image réciproque de 0 par 1'application
5: RExR® - i, m détinie par
@(X:E(X)r (fl(X,OC),..-,fi(X,(X),éF (X))
o
Un vecteur (Xf,aﬁ) tangent en (xo,ao) a Zl est défini par les équations

A(xo,ao).x'-+B(x0,a0).a' = 0, ou les applications

linéaires A(x,a) : | T TR et B(x,a): m?'« ri*! sont définies par les

matricesg
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Bfl dfl af1 af1
ax1 axi du ov
_ afi afi af_]. of
Alx,a) = =3 cen = , B(x,a) aﬁ' - ,
561006 66[(‘06 ?S‘ . B&Fq
ax1 tt axi du v

toutes les dérivées étant prises au point (x,a).
. . S |
En écrivant que si x'% 0, le vecteur (x',0) n'est pas tangent a & au

point (xo,ao), on voit qu'un point (xo,ao) 62&-Zl’1 est caractérisé par

(1) 6Fa(x0) = 0

(2) La dérivée premiére de (f (x,a ),...,f. (x,0 ), (x)) par rapport a
1 0 i o Fao .

a (xi,...,xi) est de rang i en X

Remarquons que le fait que la dérivée premiere de (fl(x,ao),...,fi(x,ao))
par rapport a (Xl""’xi) est de rang i-1 en X, est une conséquence
de (2).

On dit que F, : X - M a au point X, un contact d'ordre 1 avec Y.
o

(iii) x ,00 ) est un point de 21’13‘:
0’0

D'apres ce qui précede, on doit avoir en un tel point

1') La dérivée premiere de (f (x,a ),...,f. (x, )) par rapport a
1 o i 0

(Xl"°°’xi) est de rang i-1 en X,

(2') La dérivée premiere de (fl(x,ao),...,fi(x,ao),éFa(x)) par rapport
N : . 0
a (xl,...,xi) est de rang i-1 en X, :
I1 faut ajouter a ces conditions une condition de,non dégénérescence du
jet d'ordre 2; traduisant le fait que (xo,ao) est un point-fronce de L
utilisons la caractérisation que donne Whitney du point-fronce (voir [34],

8 4) s soit Q(t)= (x(t),a(t)) une paramétrisation 02 de la courbe lisse
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21 au voisinage du point @(0)n~(x o ). En (11) nous aurions pu caracthté-

d(p20 CP) R
riser un point-pli (xo,ao) par la condition T — (0)%(), c'lest-a~dire
dJD(O),éO qui équivaut a Ker(dpzlzl(xo,ao) = 0. Pour un point-fronce, on
, 9) . @2 (py o 9) .
éerit M“Mébmww( 0)=0, ce qui correspond a (2'), et ( %ﬁ P (0 #0 qui

‘ at
est la troisieme condition annoncée. Cette condition peut encore s'écrire

de la maniere suivante

Soit ®: ]Ri W ]Rg)c]Ri x']H.2 ->1Ri xR ‘;<]Ri+1 l'application définie par
®(x,0,x",0t) = (f (x, oc),....,f (x,a),8 by (x),A(x,a). '+B(x,oc).oc') ou A(x,a)
et B(x,o) ont été deflnle% precodommenn. I1 est clair que ®° (0) est le
plongement naturel dans R* yll xIL }R? da fibré tangent de Z'CIR1K1H2@
Un vecteur (X,Y,X‘,Y') G]R xﬂi xﬂl xIl est tangent a ce fibré au point

(x,0,x',a') si et seulement si il vérifie les équations

(a)  A(x,0).X+B(x,0).Y = 0

ox ax Ao i ou

i (b) §h%££iﬁl;§ﬂ.:x dB(x,a). av X BA(X a). x’ v BB(X,Q).M'G‘Y
i

+ A(x,a) . X' +B(x,q) . Y' = 0

Remarquons que (a) dit que (X,Y) est tangent a w1 au point (x,«), donc
(x, Y) esl proportionnel a (x’ a') Plagons-nous en un point (x ,ao,xg,ag>
tel que (x TR ) CZ} l. Dans ce cas aé— 0, et donc Y=0. On peut supposer
(pg o 9) (0)
ot
(xg,O,X',Y') est tangent a ©®7

X::xg. La condition. £ 0 signifie que si un vecteur

1(0) au point (xo,ao,xé,O), alors Y'%T),

“ce qui s'éerit encore
aA(Xo’oco) i+1e N
(3') Le vecteur - . xé €ER n'appartient pas a l'image de
AA(XO,aO).

(xé étant défini a une constante prés par A(xo,ao).x$= 0).

[
oA (x,a ) ‘ i+l
La notation MME;rMW~“.Vx‘2 désigne le vecteur de R image de (x',x')
MA(x,a )
par o 2 L (EL ]Rl+l)

A%




o1

Si les conditions (1'), (2'), (38') sont vérifides, on dira que Fa : X -M
v 0
a, au point X, s un contact d'ordre 2 avec Y. Nous aurons besoin d'étudier

le cas particulier ou Fao(xl,...,xi)= (fl(xl)’x2"'f’Xi’O""’O’x1)°

of
Sﬂi 0 ... 0
*1
. of
Le 6 .
et Fa = S“l , et A(x,a ) = .9,.%.e9..9
0 *1 0 0..0 1 ;
aafl
0 ... 0
sz
1
| L1 of | 2%,
En particulier, si (O,aO)E £ ’7, on a S;a(o): 5 (0)=0, et on peut choi-
1 axl
sir xé:=(1,0,.,.,0). Pour que (0,a ) corresponde a un vrai "point-fronce"
0 o 3
) )
de L, il faut vérifier (3'), c'est-a-dire:le vecteur ( 5 ©)’0’""0’—“7T«»)
an axl axl
n'appartient pas a 1'image de A(O,ao), ou encore (0) #£ 0.
Jab.¢
1

Donnons maintenant les formes canoniques de plongements de X dans M ayant

avec Y un contact d'ordre 1 ou 2 (le cas du contact d'ordre 1 se trouve

dans [ & ]).

Lemme : Si un plongement f : X M a en X, un contact d'ordre 1 (resp. 2)
avec Y, il existe des coordonnées locales au voisinage de X, et des coor-
données locales adaptées a Y au voisinage de f(xo) par rapport auxquelles

f gtécrit

f(xl,...,xi)==(xi,xz,...,xi,O,...,0,x1) dans le cas du contact

d'ordre 1, et

3
f(xl,...,xi)= (Xl’x2""’Xi’O""’O’Xl) dans le cas du contact

d'ordre 2.

Rappelons que (yl,...,yn) est un systéme de coordonnées adapté a Y si Y

s'éerit localement Y ==y, T 0. On prendra x0==(0,..°,0).




"Démonstration : Dans les deux cas, on peut supposer que le rang de la

dérivée premiére en 0 de (f2’°"’fi’fn) par rapport a (X1"'°’Xi) est égal

& i j on en déduit que l'application (f .,fj,fn) est un difféomorphisme

. . 27"
local de (Iﬁ,O) dans (B},O)._A 1'aide du difféomorphisme inverse, on défi-

nit un difféomorphisme local & de R tel que f3: If‘*]Rn s'écrive s

£5(x) = (fl(x),xz,a.u,xi,fi+1(x),..o,f

(X)9X1)

n-1

On considere alors le difféomorphisme local ¥ de R™ défini par les for-

mules

Y(yl’""yn)x:(yl’""yi’yi+1Kﬂfi+1(yn’y2’""yi)’""ynwl'mfnmfjh’y2’"°’y9’y

On remarque que Y conserve Y, et que

vf @(x)=:(fl(x),xz,.o.,xi,O,.,.,O,Xl)

Montrons maintenant qu'on peut supposer que f on

1 13
congsidere a cette effet l'application locale C):ﬁRn'ﬂ Ifl définie par

ne dépend que de x

Oy seeesyy) = (alyseeesy )oygseee,y,), ou

Wy ey =y =t (v vy + £ (v, ,0,...,0)

On a J¥L(O)= 1, donc‘t)est un difféomorphisme local. De plus,() conserve Y,
y

1
car

cee,y)

@NO,...,O,yi+1,..-,yn)==(a(oa--a,O’Yi+1s---,yn),0,~-~,ani+1, n

et d(O,...,Ozyi+1,...,yn)=:wfl(yn,O,...,O)4-f1(yn,0,..;,0)=(L

Enfin, on a

®¥ﬂf@(X)==(f1(x1,0,n..,0),x ,xigo,.,.,o,xl)

PERRE

of
Remarquons que sous cette forme, & (X)ﬁ-_-£(x) .
f o ot

Dans le cas du contact d'ordre 1, les conditions sont S;i(O) = 0 et
1
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azf ’
-—-§-(O)% 0. Il est clair qu'un difféomorphisme de B va transformer fﬁxl)
ox
1

. 2 . . . ~ . :
en la fonction X, 3 sl on fait agir le méme difféomorphisme sur l'axe des

Yo on trouve la forme annoncée

f(xl,...,xi)==(xi,xz,...,xi,O,...,O,xl)
of . Bgfll
Dans le cas du contact d'ordre 2, les conditions sont S;M(O)ﬂ’““zf(o)‘=os
1 ox
3 1
d f

1, , : : . . ip
3(0);40“ Le 3-jet en 0 de (xltﬂxi) étant suffisant (ce qui signifie

1

ox

3 N
que x, est stable sous des pertubations d'ordre supérieur ou égal a 1) on
peut comme précédemment trouver un difféomorphisme de R qui transforme
3 . . . ” . .
fl(xl) en x, 5 si on fait agir le méme difféomorphisme sur l'axe des Yy

on trouve la forme annoncée
3
f(X1’°°"Xi)=:(xl’x2"'°’Xi’o"'°’0’xl) , cgqfd.

Stratification de X définie par Y ; familles élémentaires a 1 et 2 para-

metres

. . . 2 ‘ .
Nous avons vu qu'une application générique de D° dans X a son image

1

. ; o 2 ..
contenue dans la réunion des trois sous-espaces £ , X7, X% de X définis

de la maniere suivante

X% est 1'ensemble des plongements de X dans M dont l'image est trans-

versale sur YO,

1
L est 1l'ensemble des plongements dont 1'image est transversale sur

YO partout sauf en un point ou il y a contact d'ordre 1,

w2= Iiljmé , ou mi est l'ensemble des plongements dont 1'image est
transversale sur YO partout sauf en un point ou il y a contact d'ordre 2,
et xé est l'ensemble des plongements dont 1'image est transversale sur

Y0 partout sauf en deux points ou il y a contact d'ordre 1.
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O 1 .  ps .
Pour montrer que X7, x N w2 eadt une bonne stratification de

0 1 2 . ~ ’ .

L UX UX on suit le méme plan que ([lf],vchapltre I, paragraphe 5.2),
ce qui nous amene a rappeler la définition des chemins élémentaires de
traversée de X (appelés par Cerf chemins de Whitney) et & définir des

. . < | . o 2 2
familles élémentaires & 2 parametres de traversde de xa etifBo

e . : i N o
Soit w une fonction en cloche de R- dans I & suppert contenu dans

1, i1

D% D , égale a 1 au voisinage de 0, et soit € >0.

Pour tout t €T on définit un plongement lJ(j de Dl')chm1 dans

1 i L
D x D' 1x ptt 1x D1 par

\ 2 1
lt(xl,.ue,xi)x=(x1-+£:w(x)(tm5)3x2,,..gxi,O,.u,,O,xl) .

~ . , 1 i-1
De méme, pour tout (u,v) 612 on définit un plongement k(u v) de D" x D
9

dans Dlx Dlmlx Dnm1w2><D1 xDl par

%ujvﬁxlguwxi)==(X§+€w(xxxum%)x+(vwéﬂ;%y“wxi,O”",O,Eu(x)(umé),xl) .

L' étude de lt étant faite par Cerf, contentons-nous d'examiner k(u v)
?
sur le complémentaire du support de w, k colncide avee k 2
p PP ’ (u,v) (yé,yg)a

donc son image ne rencontre pas {0} x {0}« pP-i-2, plyp 3 en fait, si

€ est assez petit, il en est de méme sur wml(]O,l[). Sur w—l(l)g on a

6ku éxl,,.o,xi) =3Axi+-g(u«=%), et on voit facilement gue (Xl""?xi)
?

est un point de contact d'ordre 1 de k., ) 8l et seulement si on a :
, ,

{a,v

-3 1 1
X+ 6:|:(u-w-§)x+ (Vw“é‘)] =Xy Eee. = Xi=0

xl#()

et un point de contact d'ordre 2 de k(u V) si et seulement si
]
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La trace sur le plan (u,v) de la stratification de l'espace

e e Y e _
p1gt (D1 x p*Y, by DYl x 0P 25 «pt) @érinie par {0 x{0}xD"

est donc le cusp d'équations

1“2xD1xD1

e(umé) = -3 xi
ua(vm%) = 2x2 .

3.1.9 Définiticn ¢ Un chemin Ft dans Y, est appelé chemin élémentaire de tra-
versée de ml s8'il existe un plongement &: Dl-xDiﬂl-#X et un plongement
3 s iy Dl ypl oy adapté & Y (c'est-a-dire tel que

Y 0 (image @')*:QY({O}%{O}%Dl) tels que 1'un des deux diagrammes ci-dessous

goit commutatif pour tout i ¢

Dl%Dlwl & . X
) ‘ idem avec 11«f au
; . 4
(1) lt Ft (1) ~ lieu de 1t
wo .l
phaptdpt B Ly

et si de plus Ft est indépendant de t sur le complémentaire de 1'image
de 3. Dans le cas (1) (resp. (1')) on dit que Ft est un chemin élémentai-
re de suppressionv(resp. d’apparition).

3.1.10 Définition : Une famille & 2 parameétres Fuv d'éléments de Y est appelée
famille élémentaire de traversée de‘Xi 8'il existe un plongement
3 DlxﬁDimlmaX et un plongement &' : D1 xDiml XDlx Dl-ﬂM, adapté a Y
(c'est-a-dire tel que YN (image @')==§'({O}X{O}XD1X Dl) tels que pour

tout (usv)‘EI2 1'un des deux diagrammes ci-dessous soit commutatif

‘D1)D1M1 $ . X

(2) Tk F idem avec k au

1-u,v
WV ‘ uv (2') lieu de k ,
T Ta, v
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‘et si de plus Fuv est indépendant de (u,v) sur le complémentaire de

1'image de &.

Définition : Une famille & 2 parameétres F__ dans X est appelée famille

élémentaire de traversée de m2 et FO

B ’ )
respectivement associés #ux plongements
(él,éi) et (@2,®é) avec Image (@1)(WImage (@2) =0,
Image (@i)fWImage (@é)==¢, et si F v(x) est défini par :
,

si Fu sont des chemins é1émen-

taires de traversée de‘X',1

Fu,v(x)==Fy@,y@(x) si x ¢ Image (Ql)lJImage (@2)

R i ,
Al — ' X
Fu’v(x)—-®10 ku,vo 2 (x) si x € Image (@1)

F (x)=

-1 . T
- poky o @2-(x) si x € Image (@2) .

et F
u,o 0,V
, ce qui donne trois cas différents. On appellera

On se permet bien str, dans cette définition, de remplacer F

1-u,o0 et F0,1—=v

FO o l'origine de la famille.

par T

Dans les trois définitions qui préccédent, la déformation de 1'image

de X dans M est localisée au voisinage d'un complexe de dimension 2 ou 3

- qu'on appelle "&me de la déformation".

3.1.12

Q}

. 1 p P PP
mension 2 de X?ij LJ?%. Plus précigément, xl est une sous-variété de

Lemme xP, , 12 est une stratification localement triviale de codi-

. . 1 N N
codimension 1 de &PLJI., et 12 admet pour modele transverse un disque

ouvert D2 stratifié comme sur la figure 2 :

Figure 2
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Pour la définition d'une stratifigation localement triviale, voir

le chapitre 1 et [4 7 chapitre I, paragraphe 1.2.

- N > 1) 3 A N " -
Démonstration : L'agsertion concernant % est démontrée par Cerf ([Afjg

chap. T, § 5.2, lemme 3). La démonsiration pour Xi est formellement iden-
tique : a condition de remplacer lt par ku,v‘et "sommet de courbe indi-
catrice" par "point-fronce de la surface indicatrice”, on montre que 81
<
¥ est un petit voisinage de h dans Xi, et gi A‘fUEIzﬁaix est définie par
.
A(hqgugv)::hV,mh,Fku v"A est un homéomorphisme de UPKIJ sur un voisi-

7

nage de h dans Y.
2

B

L'assertion pour X7 se déduit trivialement de celle pour X .
3.1.13 Définition : Une famille génédrique & k parametres d'éléments de X
(k=1,2) est appeléde famille de traversée de xt (k=1) (resp. famille de
s 2 . A2 iy .
traversée de Xd (k=2), resp. famille de iraversée de XB (k:=2))9 81
1'image réciproque sur Ik de la stratification de ¥ est isomorphe au
. 2 ) 2
modele transverse de 1}9 resp. md, resp.ixB.
3.1.14 Lemme ,
' . L1 .
(1) Pour tout h GTE, tout chemin de traversée de ¥ d'origine h est ho-
motope (dans 1'espace des cheming de traversée de %1 issus de h) a un che-

. . . A §
min é&lémentaire de traversée de X7,

' ¢ . .. « N . ) e 4
(2) Pour tout h € % , toute famille a 1 paramétre de chemins de traversee
1 I . , , . .
de ¥° d'origine h, dont les extrémités sont des chemins élémentaires de
. 1 , ; . ‘
traversée de % , est homotope rel. ses extrémités (dans l'espace des
. . , 1. s S s amd t d
chemins de traversée de X issus de h) a une famille a 1 parametre de
. ‘ . ) o 1 ‘
chemins élémentaires de traversce de ™.
:)
< o~ PRI o “ . ; I - s B
(3) Pour tout h € , toute famille & 2 parametres de traversdée de &y
2 o . ) i L A S
(resp. %B) d'origine h est homotope (dans l'espace des familles du meme
.. - L » . R N - L
type d'origine h) a une famille élémentaire a 2 parametres de traversee

de ﬁfi (resp. %g)
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Démonstration : Le (1) a été démontré par Cerf dans [ & ].

Pour le (2), il faut définir ce qué 1'on entend par famille a 1 parametire
de chemins &lémentaires de traversde de X' d'origine h : c¢'est une famill

a 2 parametres F de plongements de X dans M telle qu'il existe un dia-

st
gramme commutatif pour tout t €1 (on se permet bien entendu de remplacer

1t par 1 comme dans la définition 3.1.9)

1-t

e B x 1

o F (x,8)= (P (x),s)
1 x1d l %t ®(X’S)=(@S(X):S)

@' (@'(X,S)= (@é(x)’s)
phpt L plr sk T

avec en plus leés conditions :

(i) pour tout s €1, thz:qu sur le complémentaire de 1l'image de
Ot p* ! ()

(ii) pour tout g €1, Fsozch

Seit &1 l'espace topologique (muni de la topologie compacte«ouverte)}
des chemins elementalres de traversde de K dar orlglne h 3 soit,{(&lh) le
complexe singulier de €1

he

Soit Phcrplgt(l)l » DL %) Plgty(Dlx pi-i

x Dl,M) 1'ensemble des cou~-
ples (&,3') tels que hd= @'10 (les espaces de plongements sont munis de
la topologie Cw, et 1'indice Y désigne le sous-espace des plongements &'
adaptés & Y (voir défipition 3.1.9)) ; on note,f(Ph) le complexe singulier
de Ph 3 soit 7 Ph~+81h l'application continue définie par
n(§,8") = {Ftl"bEI}, oit

Ft::h sur le complémentaire de 1'image de 3

Ff®(2)=:¢'1t(z) pour tout t €1
F =h,
)

(il existe bien siir une définition analogue en remplagant lt par 11@f)-
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On voit qu'une famille a 1 parametre de chemins élémentaires de tra-
1 _— .
versée de X° d'origine h n'est autre qu'un l-simplexe du sous-complexe

gih de /ﬂ(Elh) image de J(Ph) par l'application A(n) :J(Ph) —’-/?(('ﬂh)e

A
5011: P' 1'ensemble des couples (8,8') tels qu'il existe (8,8") EP

L oenl o ied 1. .i-1
Ve &Y : .
avec @' = 3 itgllt(D xDYTT) _t_,LéIlt(D x D'7T)

est une fibration de fibre acyclique, et l'application n se factorise

— . 1 i ey
M 3 la restriction (Ph Gh
a

travers une application 7' : P' —*81

Remarquons de plus que, dans la deflnltlon de 1 L on pouvait supposer

que support w= Dl)( D1 -1 en écrivant par exemple
' 1
w(xl,xz,.o.,xi): u)l(xl)x mg(xz,...,xi) avec support w =D" et

support W, = pi-1,

- s N e .
Supposons que deux éléments (3,3') et (V¥,¥') de P}'l définissent le
méme élément y = {Ft]tEI} Efilh° Par le choix de la fonction w, on a
Im $=TIm v (support de la déformation), ce qui permet de définir un difféo~

- -w _.“- /\
morphisme ® = y 1@: Dl)( p* 1“*Dlﬁ(])l 1., On a /‘\é"' 1 03): @'113 pour tout t €1,

I n
ce qui montre que la donnée de Y' et celle de @ détermine <I>' $ on a
: - i~1
donc une action sur u' 1(y)c:P}'1 de certains éléments @€ Diff (D ®xD ) s
précisons les contraintes qui existent pour ® :
Considérons, pour 0 <t <~%, 1'image par ® du point
x:(lez(t),o,,,”,()) eDl‘xDlml, u L(t N/maw( ) (t-n ) ; si on pose

®(X):y? (y:l’“"yi)’ on a

VA 3 A 2 1 4 ) 4 +
¥ 1t®(x) =y (yl + EW(Y)(‘t“'z’)sz; . "’yiayl) = lt(x) = 3! (0905 '°"07X1(t))EY'

#\
On en déduit que yi+ £ w(y)(t-—é-) =Yg = oo =Y, =0 , puisque ¥' est la res-

triction d'un plongement V' adapté a Y.

S5i on a choisi e assez petlt pour que uu(a 0,...,0)= 1 dés que
la| <€, on trouve que YT Vo-e(t- ) et x, = - ?(t_ ) La restriction
‘ £ \/ 1 i-1 s .
au segment [ -4 oot j x {0}cD” xD du difféomorphisme # est donc

1'identité ou la symetrle par rapport a l'origine.




J.1.15

3.18

N A
A 1. ) £ .
Réciproquement, si (8,5') GRVQL(y)CtPﬁ, et si (V,¥') est obtenu
= . 4 A - - ; » » - 2 -
a partir de (@;@') en faisant agir comme précédemment un difféomorphisme

. ' i - ” -4,
@ de Dlx D' L ayant la propriété ci-dessus, on vérifie que (y,v') en’ (y)

Le sous-groupe GCZDiff(Dlx Diml) formé des difféomorphismes qui
sont l'identité ou la symétrie par rapport a 1'origine sur le segment
[wvﬁ%} +Vﬁ§] x{O]<ZD1'ﬂDiM1 opere donc simplement transitivement, par
l'intermédiaire de son complexe singulier J(G), sur les fibres de l'appli-
cation j(n'): j(Pﬁ)*ﬂEﬁh. On en déduit que Eih estb un complexe de Kan et
que‘X(w') est une fibration de Kan (voir [32]). Par compesition avec la
fibration de Kan de J(Ph) sur‘ﬁ(Pﬁ) induite par la restriction, on en

déduit que

A(n) s X(Ph)wekih est une fibration de Kan.

D'autre part, soit G le groupe produit de Diff X par le groupe des
difféomorphismes de M laissant stable Y. G opére dans ¥ en laissant in-
variante la famille des chemins élémentaires de traversée de %1, et vérifi
les conditions (ao) el @1) da lemme des chemins élémentaires (voir chapi-
tre 1, paragraphe 1.2, ou [ 4] chapitre I, paragraphe 2.2). Pour la condi-
tion (ao)ﬁ Cerf remarque dans [ 4 ] chapitre I, paragraphe 5.2, démonstra-
tion du lemme 3) que c'est une conséquence des théoremes de fibration i
pour la condition (a])§ il faut en plus un lemme local au voisinage du
point de contact avec Y ; on commence par se ramener au cas ou le point
de contact est fixé, puis on remarque que, compte-tenu de la stabilité

K

: . 2 . . . s .
de la fonction x+x", la mise sous forme canonigue utilisée pour démonirer

: p .o Ty s s k- . ~
le lemme 3.1.7 dépend localement contintiment de 1'&1ément de @ cons1dérée‘

On déduit alors du lemme des chemins élémentaires que pour démontrer

le (2) du lemme 3.1.14, il suffit de démontrer le

Eavd £nd

Lemme : Le complexe de Kan &lf, défini de maniere analogue a €1 mais

h
ayanl pour O-squelette l'ensemble des chemins é1ldémentaires traversant

% en un point donné f, est connexe.
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‘Démonstration : Un chemin élémentaire de traversée de ml au point f est

déterminé par un couple (&,3') de plongements rendant commutatif le dia-

gramme
DlX Dl—l @__, X
Ly £
v
1 -1 .1 ¢ )

D"%D" % D7 e M

Si on définit, pour 0 <A <1, des plongements

1

pK‘ pl D1M1-6D 1 1

L %Dl =plw pi™t D

«D L ey & ply, pi-

1

par les formules

2 :
px(xl,".,xi)z (le,.",x.xi) et pi(yl,y2,".,yi,yn)= (A yI,KY2,uuKYEaKYQJ
on vérifie que, pour tout A, on a 11@ QK::Oi 1y2°

On en déduit que tout chemin élémentaire de traversée de ml en T est
homotope (au sens du complexe de Kan E&f) a un chemin élémentaire défini
par un couple (3,38') tel que l'image de & (resp. 1'image de 8') soit con-
tenue dans un voisinage arbitrairement petit dans X (resp. dans M) du point

de contact.

Supposons maintenant que (%,8') et (v¥,¥') définissent deux chemins
élémentaires traversant m; en f. L'argument ci-dessus permet de se ramener
au cas ot Im $Cint (Im v¥), et Im &' Cint (Im ¥'), ¥' &tant un plongement
de Dlx Di-lj‘Dl‘anhi_l dans M qui prolonge V' el qui est adapté a Y, ce
qui signifie ¥' =¥ |DYu D1 a Dy 0, et (ImT)NY = 91({0 Jx {0 Jx DR DP I,
Si on définit (G>,&5') par ® = leé et jj'zlq'mlé', le diagramme sui-

vant est commutatif
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:1 i-1 .. - Dlx D1~1

]y?‘ ly@xio}

et

plept Lep? 5 plypt heplypri-t
Posons ® -::(@1,...,@].7) et ®i:(@"°”’®;‘i’®;19”’i+1’ ’@5*15 ;o 1l
vient
@ ﬁdﬂ 2
1(X1’°'°’Xi):z@h(xl’x2""’Xi’xl)
. N‘;. 24 N
(A) <32(X1,,a.,xi):A@g(xl,Xz,...,xi,xl)
Ly 2
qu(X_,,.,,xi)rimi(xl,xz,..u,xi,xl)
ce qui montre que @' ddtermine @ ; d'autre part on a
L2 =2 2
BRI ~ = [@ (- c oo .9 X
(Dl(xlsxgaﬂ"sxivxl) [ n(X17X27 axlaxl)J
(B) %;7 (x2 Xy yuee yX. X, ) = ...m@; (x2 X, ee 3%, X )ﬂ(f
) TS T D U Rt T | n-13T12T27 T

(@ )N {07 {01 x0T 2BV ({03 (0},

Réciproquement, soit ®' un plongement vérifiant (B), et définissons
™ par les formules (A) 3 si (¥,y') définit un chemin élémentaire de tra-

versée ae'x} au point f, il en est de méme de (W@),?'E&).

~ Le lemme 3.1.15 découle alors de 1l'existence d'une "bonne isotopie”
entre(g‘ et un plongement définissant le méme chemin élémentaire que le
plongement standard de ply DimlxD1 dans Dleim1YDlanmlm1. (On appelle ic
"bonne isotopie” une isoﬂopie a travers des plongements satisfaisant aux

conditions (B) ). L'existence d'une telle isotopie se voit de la maniere

suivante




D'apres la remarque précédente, il guffit de rendre ®' standard au voisi~
nage de l'origine (la condition (B) a pourvconséquence que ®' envoie

. . . 1 i- i1
l'origine sur l'orlglne) 3 soit @1 un plongement de Iﬁkm} 11Eﬁ]]ﬂn .

satisfaisant a des conditions analogues a (B).

Pour tout t €I, t#0, on définit un plongement

t t

b (! t i1
LS SRR S L SR R S

) s R i m! - mixmithemE AR

par les formules

Il est clair que @t vérifie encore (B).

Montrons que la limite de @t lorsque t tend vers 0 est encore un plon-
gement au voisinage de l'origine ((B) est automatiquement satisfait) 3
pour cela, écrivons le jet %%T(O) dans les coordonnées choisies : on

obtient la n x (i+1) matrice

a;; 0 .. 0 0

891 222 2951 0
ﬂgi (O) = an a 0/6: a 6 avec a ==a2
ax i1| %2 ii 117 %un

anl an2 ot an.i an.n

g 411

0
=11

Pour que le rang soit i+l, il faut et il suffit que ann;éO (donc ali%())

et que 4 soit inversible.
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Or, dans les mémes coordonnées; le jet de la limite @0 de @t lorsque

t tend vers 0 est représenté par la matrice

0
0 P ‘ i %on
. 0
0

qui est donc de rang i+1.

De plus, si on développe en série au voisinage de 0 les coordonnées

1
de ¢ , on obtient :

b oXx.x, + ...

1
g (xgseeexyox ) =ay x + kT

avec b = 0. Donc
nn.

0
do,
@3(x)r=—gi(0)ax pour j# 1, et @i(x)=:a11xl'+ = bjkxjxk'

Jsk=2,..,1i,n

PRI y 2 R 0‘2 = 0'2 ; 2 A . "
Mais 1'égalité @1(x1,xg,ao.,xi,xl) [Qn(x19xg,vo.,xigxl)] détermine les

bjk (j,k=2,...,i,n) en fonction des a1 (1=2,...,i), ce qui montre qu'en

multipliant tous les a (1=2,...,i) par A et en changeant les bjk

(j,k=2,...,i,n) en conséquence, on obtient encore un plongement vérifiant

(B).

On en déduit qu'il existe localement une "bonne isotopie" de o

Jusqu'au plongement linéaire défini par la matrice

ay 0 . 0 0
0 , 'f
A
0 0 0 a (avec f117 nn)
) nn
: 0
0
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et donc (suivant le signe de ann) une "bonne isotopie"” jusqu'a un plon-

gement

il

+ -

H (xl,xz,x3,,..5xi,xn)%+(x1,ix2,x3,...,xi,xn,O,...,0) ,

ou bien jusqu'ad un plongement
ﬂi: (Xlsxz,x3,...,xi,xn)kﬁ(xl,ixz,XB,o..,Xi,»xn90,,,.,0)

I1 suffit maintenant de verlfler que les quatre plongements

. 1 . . . g1 2
Er, 7&: Dl%Iﬂ' XD1-*D1K p* XI) % D n,1 1 définissent le méme chemin é1é-

mentaire de traversée ; mais ceci est une conséquence de ce que les difféo-
. . 1 i~ pp s . ~

morphismes Et, ﬂ+ eDiff(D x D' l) définis a partir de &', ﬂ' par les for-

mules (A) appartiennent tous au sous-groupe G de Diff U) x D' 1) défini

lors de 1'é&tude de la fibration A(n') :/g(PI'l)—»'E’i’h
gi: (xl,.,.,xi)**(Xl,txz,x3,..o,xi)

: (xl,...,xi)%ﬂ(mxl,ixz,XS,ae.,xi)

Le lemme 3.1.15 est donc démontré, ainsi que le (2) du lemme 3.1.14.

En ce qui concerne la partie (3) du lemme 3.1.14, c'est une conséquen-
ce directe du lemme des "familles élémentaires" (voir paragraphe 1.2),
compte~-tenu de ce que, d'apré le lemme 3.1.7, il est c¢lair que par cha-
gue point de x (resp xB) 11 passe une famille a 2 parametres élémentaire

de traversée de x, (resp. & )

Nous pouvon maintenant commencer la démonstration du théoreme 3.1.2.
Soit f (D ,0D )—~(m x° UDC) une appllcatlon continue comme dans 1'enonce‘
du théoréme . Par hypothese, FIBD est lisse et transversale sur x
De plus, si F: X><D2-ﬂM est l'application associée a %, on a supposé que
la restriction de F a X %5 D .est un plongement. Soit Bcint(d D2) un
fermé connexe tel que F(B)(ma? D'apres le théoreme3lq ou plus exactement

d'aprés sa démonstration (voir [# 1, chap. I, paragraphe 5) on peut, des
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. . Co . . 2 .
ue n =5, n-i =23, construire une homotopie, fixe sur 5D dont l1'origine
q 3 3 R i ?

A N
est I' et dont 1'extrémité est une application G qui vérifie
. A g
(i) G|aD® est lisse.

(ii) La restriction a X x (aDZmB) de l‘application associée
G<:XAXD3~4M est un plongement.
- - A . o~
D'apres le lemme 3.1.5bis , on peut approcher G arbitrairement pres
(au gens CO), et sans changer sa restriction,é.&sD%EQ)par une application
A

A :
H excellente. En particulier, H: (DZ,BDZ) - (XOijlLf$2,3f Ulﬂ),

‘ I )
Soit Acint(d Dd) un fermé tel que F(A)Ctxp (c'est-a-dire tel que
\ +
f/I(A) <X°).
A
Puisque H est une application excellente, la stratification induite
A
par I sur D2 est de la forme décrite au paragraphe 3.1.3. Un simple ar-
gument de transversalité montre qu'on peut décomposer D2 en "secteurs
élémentaires” (notés Si’ i=0,1,...,2p) ayant les propriétés suivantes :
° » . N B . » . 2 2
(i) 1la décomposition est 1"image par un difféomorphisme ¢ : D™ =D

d'une décomposition de la forme ci-dessous (voir figure 3)

[
S
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A
(ii) o(a)=4, ¢(B)=B (donc Ho(a UB) cX%). Pour chaque Sj’ on note-
ra BOS]. et alsj les deux bords 'verticaux" de Sj (la d@éfinition de bord
vertical est claire sur la figure 3) de fagon que alsj= BOSj+1.
La condition (ii) dit en particulier que seuls les bords verticaux d'un

. A -1
secteur sont susceptibles de rencontrer (H 9) (X ).

N - ¢
(iii) /Si j est pair, la trace sur Sj de (Ho) 1 (DCZ) est vide, et la
\ £
trace de (I—I(p) 1('1?1) est formée de segments disjoints partant transversa-

lement de aon et arrivant transversalement sur alsj.

(iv) Si j est impair, ou bien il existe exactement un point de int Sj
ql/l\i est dans (H (p)ql(ﬁc2), ou bien il existe exactement un segment dans
(H cp)wl(fxl) NS. dont 1'origine et 1'extrémité soient sur le méme bord
vertical de S.Jo .
Dans les deux cas les (autres) composantes de (I/-I(p)-l(xl) ﬂSJ. vérifient

la méme condition que dans (iii).

Les plan de la démonstration est alors le suivant A

On commence par prouver que (quitte a rétrécir les Sg 1) H est homotope
ommence A - :

rel.(aD2mB) 4 une application K telle que la restriction a XX (p(‘}) de

ltapplication associée K : X x D% M soit un plongement, ou W est un voisi-

- p
nage dans D2 de (8D2~B) u( U s (sur la figure 4 ci-dessous, on a
=1

; 2jw1)
hachuré V). o




Cette partie utilise essentiellement les (1) et (3) du lemme 4.

Dans une deuxieme étape, qui utilise le (2) du lemme 4, on prouve
A A
que K est homotope a L telle que l'application assocdde L 2X7(D2w»M s0it

un plongement, par une homotopie qui est constante sur ('), on W' <l
, e R P
est un voisinage un peu plus petit de (aDzm B)LJ( U Szgwl)m
/\ A
Dans la suite, nous raisonnerons toujours sur Hg ; il suffira a la

fin d'appliquer le difféomorphisme @ml aux homotopies que l'on aura

trouvées.

Netation : Si AC:D2 est un fermé et si tOz A= X est une application
générique, on dira qu'une homotopie T: A% I-% est une "bonne homotopie"
gi, pour tout s €I, la restriction tq de T & Ay {s] induit sur A une

stratification isomorphe a celle induite par tow

3.1.17 Lemme : Soit n=26, n-i =4. Pour tout j=1,...,p, il existe une "bonne

homotopie", constante sur le sommet di de S2 entre la restricltion a

/\ A N j"“‘l’
ngwl de Hp et une application ﬁ21~1 telle que l'application associée
K : X % 82"f¢M s0it un plongement.
J-1

22]? ‘“'1

A A \'
Démonstration : Nous noterons H2j~1 E(}l@)lszjml.

I1 y a 3 cas a regarder

A
(i) Ho induit sur SQjml une stratification isomorphe a celle d'un modele

transverse de’X; (resp.ﬂié)z

¢

Le (3) du lemme 3.144 fournit une "bonne homotopie” constante sur o,
A )

£
dont l'origine est H2_ et dont l'extrémité K! -

j-1 2j-1

<

définit une famille

a 2 parametres élémentaire de traversée de'xi (;esps'X§)<p0ur étre tout-

a~fait correct , il faudrait modifier les défimtions 3.1.10 et 3.1.11 en

i-1 1 1
b

remplagant, dans le diagramme, Dlx D D" xD” par Dl'xDlm1 XS2ij.

A}
Supposons que la strate de codimension 2 rencontrée soit Xi 3 Kéjml
est défini par un couple de plongements & : Dlx D1M1~~X, )
W1 i-1 \ , .
P, ; - — X . sgatricti 5 X - ! 30
' : D x D X S2jml M, et la restriction a (X - Imd) de K2j~1(9) est
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indépendante de © Esgj_1.

De plus (si on choisit, dans la définition de ku v le support de w

- A ’
égal a D1¥ p' 1) KéJ—l définit un plongement de [int'(Im_@f]XS2j_1 dans
M, et donc un champ de secteurs (isomorphes a S2j 1) normal a

2 (d )(Im 8) dans M (rappelons que GJ est le sommet de S ) L'hypo-

these falte sur le fibré normal de Xo dans M permet de prolonger ce champ
en un champ de secteurs normaux a K'J 1(6 )(X) dans M, i.e. un tube tri-

A
vialisé d'édme K' (d Y}(X) et de fibre S tel que, pour tout 0O €S2j—1’

2j-1

la propriété sulvante soit vérifide : si 6C:S21 1 est la demi-droite

définie par 0. et 0, et si T, désigne le demi- bube trivialisé d'ame

o}

J
2 (d )(X) et fibre IL défini par &, alors K'J 1(9)(X)<:T ; la trane-

1at10n sulvanL & de longueur A fois celle du segment [d ,0] est bien dé-
finie pour les points de T6 assez voisins de 1'dme du tube : on note
T ] > i .
. D cette translation
Soit p une fonction positive de X dans R dont le support est un voi-
sinage assez petit de (X~ Im $). On aéfinit K . .3 X XS2jm1-*M par la

2j~1
formule - :

K )
2 wl(x’e) u(x) B° 1(X 8) -
Si le module de u est assez petit, K2j~1 est bien définie, et est
un plongement. Il est clair qu'il existe une bonne "homotopie" constante
A s}

sur dj entre 1'application K ainsi définie et 1l'application Kéjﬂlu

2j-1
2 ’ .
Si la strate de codimension 2 rencontrée est mﬁ , la démonstration
se fait de maniére analogue en modifiant légérement une famille a 2 para-
métres élémentaire sur le complémentaire du support de la déformation.
La encore, on utilise l'hypothése sur le fibré normal de X = dans M pour

réaliser cette modification.




: ; A .
(ii) La stratification induite sur SZj 1 bar Ho comporte un seul segment

c, et les extrémités de ¢ sont situdes sur le méme "bord vertical®

de S 251 (par exemple sur 3 S2J 1) : '
3 £ ¥ v . 1 fmité sur a4
Soit yCiS2j~1 un segment, d'origine 7y et d'extrémité sur BO 91
qui coupe ¢ en un seul point et transversalement. En appliquant a
A ) .
H, . [y le (1) du lemme d.1.14, on trouve une "bonne homotopie" constante
2j-1 A

Ak
sur dj entre sz 1|y et un chemin élémentaire de traversée de X . On

»

modifie ce chemin de fagon qu'il soit associé & un plongement de X x y
dans M (voir [ 4], ou bien (i) ci-dessus avec un parametre de moins)

et enfin on définit un plongement K de Xﬁszj dans M qui prolonge

2j-1 1
celui de X vy dans M (ceci est possible par épaississement" gréace a

1'hypothése sur le fibré normal de XO dans M)s Il est clair qu'en peut
N

définir alors une "bonne homotlopie' constante sur 0. entre Hg]ml et K2jm1

@

i)
on commence par "rétracter” H2. | sur ﬁg] 1|y, on modifie H 1|Ya puis

on "épaissit",

(iii) Cas général

11 existe une rétraction de deformablon pJD de 821“1 sur un complexe
Z=eqv A ve, isomorphe a I\/bz] 1Y r’ , (voir figure 5), qui vérifie :

(1) au oours de la rétraction, 3 SZJ 1 et a S 1 restent tranver-
ses a I Cn ) et ne rencontrent pas 1('?0)

(2) si ng_1 contient un point de H 2§ 1(1 ) ce point est dans 1'in-
térieur de A ; si SZiwl contient un segment de H?1 (1 ) dont les extré-

mités sont sur le méme bord latéral e b ce qegment rencontre 1l'in-

-1
térieur de A et est situé dans A de faQOn identique (c'est le cas repré-

senté sur la figure 5).

(3) A ne rencontre pas les composantes de ng 1(& ) qui vont d'un

"bord latéral” & l'autre de S_ . .
2j~-1

Bien entendu, ¢, ou g peuvent ne pas exister.




oS

o 2j-1
Figure 5
A ; »
I1 est clair que la composition de H2j | avee la rétraction de dé-
VAN
formation Py définit une "bonne homotopie" de H2j 1 constante sur dj.
Montrons maintenant qu'il existe une "bonne homotopie" entre la restric-
N A

tion a & de H2jw1 et une application Kéj L} v-X associée a un plonge-
ment Kéjml de X X ¥ dans M. On raisonne par récurrence comme dans la dé-

monstration du théoréme 2.1.1 (voir [4 ], chapitre I, paragraphe 5.2).

Les nouvelles conditions de dimension proviennent de la présence pos-

A-«a
sible d'un point de H2§%16ﬂ2) qui introduit une déformation élémentaire

I3
suffit, d'apres Cerf, d'avoir n=25, n-i =23 3 pour plonger H

A
a 2 parametres dont l'dme est un disque D3 3 pour plonger H2ju1‘cl’ il
; pjtlegv e
on est amené a disjoindre un disque D° d'un complexe de dimension i+1, ce

qui est possible par position générale dés que n-i =5 (en fait, il suffit
de se disjoindre d'un voisinage d'un complexe isomorphe a la réunion de

X et d'un nombre fini de disques D2, ce qui est possible des que n 26,
N
n-~i 24) § enfin, pour plonger ngwllz, on est amené a disjoindre un disque

2 . . . . . N .
D™ d@'un complexe de dimension i+2, ce qui est possible des que n-1i 295 par

position générale. (Ici encore, il suffit en fait de disjoindre un disque

2 . . N . .
D™ d'un voisinage d'un complexe isomorphe a la réunion de X, d'un disque

3

D", et d'un nombre fini de disques D2, ce qui est possible des que n=26,
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cn-~123}).

d4.30

Maintenant, 1'hypothese sur le fibré normal de X dans M permet

"d'épaissir ce plongement" jusqu'a un plongement K2]-1 X« 8 ]mlwéM, et
on termine comme en (ii). cgfd e

Lemme : 8i n=27, n-i =5, il existe une '"bonne homotopie", constante
T A A .

sur BDzmﬁh entre Hp et une application K telle que la restriction a

XxV de 1'application associde K zX)4D2~eM soit un plongement (1% a é&té

défini sur la figure 4).

Démonstration : D'apreés le 1emm9 3.1.17, il exlqte une "bonne homotopie!]

constante sur aDzw B, entre Hkp et une application K' telle que l'appllcamk

tion associde K! :XAXD2~*M vérifie
(1) 1la restriction a aDzm B de K' est un plongement (par définition)

(2) Pour tout j=1,...,p, la restriction de K' a 82j~1 est un plon-

gement,

A
Si on observe que K'(aDzm B) est un complexe de dimension i+l et
A
que les KV(S i ) sont des voisinages (effilés au bord) de  complexes qui
sont reunlon d’un nombre fini de disque D2 et D3 et d'un sous-complexe
3
de K'(aD - B) il apparait que si 1'on peut disjoindre deux disques D
l1'un de l'autre ou bien un disque D3 d'un complexe de dimension i+1 on
. 2 ¥
pourra trouver une "bonne homotopie", constante sur 3D- B, entre K et
une appllcatlon K" telle que la restriction de K" 3
X x [(BD “’B)LJ( U S,. +) ] soit un plongement.
2j-1
J=1,..,p
Or ceci est possible par position générale dés que n=7, n-i 25,

2] A
L'existence d'une "bonne homotopie™, constante sur 3D~ (3, entre K" et

N 5 .
une application K comme dans 1'énoncé du lemme 3.1.18 ne pose alors plus

de probleéme.




3.31

Nous passons maintenant & la deuxiéme (et derniére) étape de la dé-

monstration du théoréme 3.1.2.

Notons S;j (j=:0,.oo,p) les composantes connexes de D2=nint v (voir
figure 4).
A
On appellera "bonne homotopie" de KiSéj une homotopie qui d'une part
ne change pas la forme de la stratification induite sur Sé. (comme pré-

cédemment) et d'autre part est constante sur aSéjr=(BSéj ﬁB)m

3.1.19 Lemme ¢ Soit n=27, n-i =25, Pour tout jg=0,,o.,p,il existe une "bonne ho-

A
motopie" entre K Séj et une application L telle que l'application asso-

2J

iée L. S s01
ciée 23 XX SZJ M soit un plongement

Démonstration : Elle se fait par récurrence sur le nombre de composantes

A g
connexes de K 1(x1)fWSéjn

(i) Il y a une seule composante connexe :

On sépare Bng-a(aSéJFWB) en trois parties comme sur la figure 6

Figure 6
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Le chemin I (resp. Fl) correspond a un plongement ko (resp. ki) de
XX I dans M 5 on montre facilement qu'il existe un plongement de X % S
dans M (S est un secteur homéomorphe & I yI/1 y {0}) dont 1'image est dans
un voisinage arbitraire de kO(X %I)(fespm kl(XZxI) ), qui réalise une
homotopie entre le chemin [ (resp. Il) et un chemin I° (resp. F'I) obte
nu a partir d'un chemin é1émentaire yo (resp.‘yi) de traversée de ¥
d'origine %(ao) (resp. ﬁ(a )) par "épaississeme&&/%Pﬁhe section du fibré
normal de K(ao)(X) (resp. K(al)(X)) dans M. (Dans [ 4 ], Cerf les appelle

"chemins de Whitney modifids").

Puisque la restriction de K a X ¥ [aSéj - (2 SéerB)] est un plongement
dans M, on peut supposer que les deux plonéements de DlX Dlwlx D1 dans M
qui définissent yo et yl ont des images disjointes entre elles et dis-

jointes de K(X x]ao,al[)m

Si on recolle les homotopies naturelles entre yo et FO (resp. entre
1 A ca s
y et Fl) avec la restriction de K a Séj’ on définit une famille a 1 pa-

y . p h . . i
rametre de chemins de traversée de xl (d'origine variable) euntre yo et y
Le (2) du lemme 3.1.14 a le corollaire suivant : il existe une famille

< < -8 ) . . 1 .
a 1 parametre {y |s €1} de chemins élémentaires de traversée de X gqui

U
veérifie

(1) cette famille est homotope a la précédente en tant qu'applica-

tion de I xI dans L, rel. Ix3IUf{0}xTI.

¢ ) . § 8 A
(2) si O0O<s=12 | y0$§'|a2s
- (3 < ?,‘.i: S:
i J2<ss1 yo=Kla, .

Pour le voir, on reprend les fibrations de la démonstration du lemme des
chemins élémentaires (voir [ 4], chapitre I, paragraphe 2.2). On se ramé-
ne alors sans difficulté a une famille a 1 paramétre (encore appelde ys)
de chemins élémentaires ayant les mémes propriétéds, mais ou (2) est rem-
placé par (2') yir:g a . Cette famille est définie par un diagramme com-

mutatif (voir le début de la démonstration du lemme 3.1.14)
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5 I

DlxD1“1xI Y » X A1
1txid 817
(resp. 11M+Xid)
i-1 .1 ®©

praptIxplyt > MxT

ol

5,000 = (1503 6) + Bx,s) = ©,(x),5) , O (r,) = G ()8)
et

(i) pour tout s €1, yi==y§ sur XndES(D1X~Dim1) ,

(ii) pour tout s €1, y(s)::f{‘la

s

1 1

Appelons V¥ l'application p @ : Dvx'Dlmlx D x I-M, ou p:MxI-Mest

la projection naturelle. Par construction, la restriction de ¥ a

Dlx Dlmlx‘D1 3T UAXI est un plongement dans M, ou

= T 1 i-1_-1 _ .2 ¢ ;
A::As—-{(xlgw.,xi,xn) €D xD xD y X =X o- T w(xn’XZ’"°’Xi)}

dans le cas de chemins de suppression (lt dans le diagramme)

\ i-1 :
Azh o= {(x,,0w,x ,x_ ) GDlxDl xD’ ) X ==X2'+£
a N § i’ n

1 n 2 &)(Xn9X2,...,Xi)}

dans le cas de chemins d'apparition (1 dans le diagramme).

1~t
Nous ne distinguerons pas entre les deux cas

On commence par approcher la famille {ys|s €Il par une famille {y'sls €1}

ayant les mémes propriétés, et telle que l'application ¥ correspondante

soit un plongement sur Dlx pi-ix D1><BILJAXILJD1>({O}x‘DlﬂtI ; c'est

possible par position générale (et parce qu'une application proche d'un

plongement est un plongement) dés que n=27, n-i 25 (voir figure 7).‘




A X T el e "‘”fr“"’w"";)
g ‘ }

4 /lwz- B e oo iy o RSV N

MWMMMH\\HMWW wumwm»mmﬁ

T y/ /)X<
;/" __mw.m,m,_,/___m,mmmw.m
/L@'”l

“Look (1)

Figure 7 (cas ou pi-1 O}) (chemins de suppression)

i

L'intérét d'avoir commencé par plonger D1 ¥ {0} xDl ¥xI est gque cette partie
de D x pt- ]X D" X I contient la réunion des dmes des chemins y’s 3 sans

introduire de nouvelle condition de dimension, on trouve alors une homo-
topie (constante sur ce qui est déja p]ongé) entre la famille {y‘s‘s €1}
et une famille {? |< €1} telle que‘l'application Y correspondante soit un
plongement de Dlx D1 1X Dlx I dans M (on utilise pour cela le fait que

l'espace des plongements de Dlm1 dans M a méme type d'homotopie que son

espace de jets & 1'origine).

Pour passer de la a 1‘appli§ation ﬁzj: Séj-*DC qu'on recherche, on
procede en trois temps (voir figure 8) : on commence par trouver une
famille a 1 paramétre de chemins de traversde entre I'° et P'i qui corres
ponde a un plongement de Xx I xI dans M ;3 la méthode est la méme que pré-
cédemment : on "épaissit"” 1'application de X x I x I dans M correspondant
a la famille {esls €I} en utilisant une section du fibré normal du plon-
“193§l[a0,a1]99(F'1). On

disjoint alors l'image de ce plongement de 1'intérieur de 1'image des

gement de Xx I dans M associé au chemin(F‘O)
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. o i
plongements de X xS dans M donnant les homotopies entre % et T'09 " et
1 . . . L . 1 1
" (c¢'est possible car il suffit de disjoindre 1'image de D %D xI d'un
voisinage d'un complexe de dimension i+1). Enfin on se raméne a un plon-
gement lisse gréce au théoreme d'isotopie locale (voir [2 ], corollaire 2,

page 331).

Figure 8

(ii) Cas général :

La récurrence est exactement du méme type que celle utilisde par
“Cerf pour démontrer le théoreme 3.1.1 3 on suppose Séj partagé en 2
parties A et B comme sur la figure 9

181
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On suppose (hypothése de récurrence ) que K]X XA est un plongement, et que
K|X *B est un plongement obtenu comme dans 1le (i) a partir d'une famille

a 1 paramétre de chemins é1lémentaires de traversée de %1. Grace au théo-

reme d'isotopie locale appliqué a K|X»x A au voisinage de X x(ANB), on

peut supposer que K est encore différentiable.

Le probleme est alors de disjoindre de K(X ¥A) 1'"&dme" (de dimension
3 puisque c'est 1'image de Dlx{O}y Dlx I) de la déformation %IB. Mais
K(X *A) est un voisinage d'une réunion de sous~complexes de dimensions
3 et i+l, et la disjonction se fait par position générale dés que n=7,

n-iz5. cqfd

3.1.20 Fin de la démonstration du théoreme 3.1,2

En appliquant le lemme 3.1.18 et le lemme 3.1.19, on peut supposer
que K|X » U est un plongement, et que pour tout J=0,...,p, K|X7<Sé1 est
un plongement. En appliquant le théoréme d'isotopie locale a X x ¥ au

voisinage de X x [ y (ang~(BSéj N8))], on peut supposer que K est
3=0,..,p - ‘

différentiable (on ne change pas K sur X xvﬁ).

Pour rendre K plongée sur Xy D2, le raisonnement est toujours le
méme : K(X xW) est un voisinage d'une réunion d'un complexe de dimension
i+l et de complexes de dimension 3 3 chaque K(Séi) s'obtient a partir de
K(X y\") par des déformations dont 1'"Ame" egt deLdimension 3 3 la encore

la possibilité de disjoindre est simplement une propriété de position

générale. cgfd
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3.2 Unicité de 1'élimination des queues d'aronde

3.2.1 Théoreme : Soit F: (D2,8D2) *(g(W)?go(W)) une application continue géné-

rique du disque dans l'espace des fonctions différentiables a valeurs
réelles définies sur une variété W de dimension n+1. On suppose que le
graphique de F est comme sur la figure 10, les strates de codimension 1
et 2 rencontrées correspondant a trois points critiques d'indices i+l, 1,
i+l de la fonetion F(O)n Si n27, et n-i 25, il existe une homotopie cons-
tante sur aDz5 d'origine F0 =F et d'extrémité une application

2

FI: D ~480(W)3 De plus, on peut choisir cette homotopie de fagon que pour
toutes les valeurs de t sauf une la stratification induite sur D2 par Ft
goit isomorphe a celle induite par FO ou par Fl’ la valeur exceptionnelle

. N . 2
to du parametre correspondant a un contact d'ordre 1 du disque F_t (D )
o
avec une strate de codimension 2 du type gi(W) (voir figure 11).

3.2.2 Remarques

(1) Séparons D2 en deux demi-disques By s Al comme sur la figure 12. Soit
& = aAO N3 Al H FIS est un chemin dont le graphique est une queue d'aronde
et les restrictions de F a A, et By sont des homotopies de FIG qui élimi-
nent cette queue d'aronde. On peut encore énoncer le théoreéme ci-dessus en

disant que T AO et F|A, sont homotopes & travers des applications du méme

1
type 3 il existe donc une seule fagon (au moins homotopiquement) d'élimi-~

ner une queue d'aronde du graphique d'un chemin.

(2) Comme pour le théoreéeme 2.1.1, il peut exister d'autres points criti-

gques auxquels n'arrive aucun accident.
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au-dessus de chaque point
XED2, on a mis les valeurs
critiques de la fonction F(x).

On obtient,par projection,
la trace induite par F sur D
de la stratification naturelle

de J(W). '

lére élimination ~2de éliminati

Figure 10 (graphique) d'apres [27%F]

3é(xi+1,i+1)

c32(queue d'aronde
Oa' i+1,i,i+1)

—r, 0% =r(?)

v, 0%
4]

'°'”’“F1(D2)
Figure 11 (dans 1'espace
fonctionnel)
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3.2.3 Démonstration : Les détails sont identiques a ceux de la démonstration

qu théoreme 2.1.1. Nous appellerons "bonne homotopie” de FO une homoto-

pie F+ telle que pour tout t €I, la stratification induite sur)D2 soit

la méme. Il suffit, pour démontrer le théoreme 3.2.1, de trouver une
"honne homotopie" telle que Fl(Dg)(:goa Les résultats des paragraphes 1.3
et 1.6 nous fournissent une "bonne homotopie® entre F et une application G

ayant les propriétés suivantes (voir figure 13)

1
€]
gi»ﬂ/ —/ A 21
Figure 13

(1) G(0)==F(O)==h a trois points critiques dO, a, dl d'indices respectifs

. . 0 1 ~ .
i+1, i, i+1, avec d et d au meme niveau.

" . . . 2 .
(2) 11 existe une décomposition de D~ comme réunion de secteurs fermés Sog

Sl’ FO, Fl, ZO, Zl telle que

(2a) GIS0 et GlS1 sont des familles &lémentaires a 2 parametres de

. 2 .
traversée de 8& igsues de h,

(2b) GIFO et G|F1 sont des familles & 1 parametre de demi-chemins

dlémentaires de croisement.




(2¢) G|Z0 et G‘Zl sont des familles a 1 paramétre de chemins &1émey

taires d'élimination.

Notations : J aS na 2k y = aS N3y H{ (i, k=0,1) ; Gle {&tit
G]F = {hltEI} (k = o 1.

(3) GISO (resp. GlSl) est associée (notation du chapitre 1) & un triple
de nappes en bonne position (Dg,A,Di) [resp. (D;,A,Di)] adaptées a la

fonction h=F(0)=6G(0), ou DZ et Dg descendent de d°, Di et Di descendent

de dl, A monte de a, toutes ces nappes &tant limitdes & une méme variété
1

M intermédiaire pour h. On peut %uppOQGr de plus que D et D1 (resp. D

et Di) cofncident au voisinage de d° (resp. dl) (par exemple au- dessus

d'une variété intermédiaire M).

N 1
(4) Les chemins yz (resp. yi) sont associés a des nappes montant de d
(resp. do) adaptéesa h, et on peut supposer que toutes les fonctions de

la famille GIFOLJfl cofncident avec h au-dessous de M.

(5) Les chemins Eirsont associés a une famille de couples de nappes en
bonne position (D?,A) correspondant aux points critiques (dk,a) et adap~-
tées 4 toutes les fonctions de la famille G|1"k (k::O,l).

De plus, toutes le nappes Di coilncident avec D% et D? au-dessus de
M (k=0,1).

La seule chose qui n'est pas immédiate & partir du chapitre 1 est
la propriété (2c) (combinde d'ailleurs avec la propriété (5) ). Pour se
ramener a ﬂi(@(f),ﬁl(f))zzo [G(f)z=cheminsd'élimination, Ei(f)= chemins

élémentairesd'élimination], on utilise l'argument qui au chapitre 2 per-

met, dans la démonstration de 1'implication (Prop. 2.1.6 = th. 2.1.1), de
trouver la deuxieéme homotopie entre u' et 8' (voir immédiatement avant

la démonstration de 1la proposition 2.1, 6)

La situation est résumée sur la figure 14.




.
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—

Figure 14 (h=F(0)=G(0) est la fonction hauteur).

’?ur cette figure on a représenté deux nappes D? et Di dont 1’intersec«]

tion n'est pas vide.

3.2.4 Lemme : Sin=27, i<n-5, on peut supposer que, pour tout t €1,

Dg(\Di==ﬂ, ce qui fournit une famille a 1 parametre {(Dg,A,Di)]t €1} de

triples de nappes en bonne position pour la fonction h.

Démonstration : RBlle est similaire (& un paramétre de plus) & la démons-

tration du lemme 2.1.5.

Soit M une métrique riemannienne sur W pour laquelle le triple
‘ 1 . . . . )
(DE,A,DO) soit de gradient, soit K la partie de W limitée par M et M, et
goit Y M'XI-+K le difféomorphisme défini par M.

On commence par trouver, dans l'espace des triples de nappes en bonne

position coincidant avec (D?,A,D}) en dehors de K, une homotopie entre
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1
o L -1
by (resp. A]) correspond par le difféomorphisme ¥V = & une famille a 1

£YS

“le triple (D;,A,D ) et un triple (Ai,A,Al) ayant la propriété suivante

parametre de plongements de s' dans ﬁ'représentée par un plongement de

s' X I dans M, et ces deux plongements ont des images disjointes : la

démonstration est une simple application du théoréme 3.1.1 au cas ou X
i n-1i

. C e R i o « . t
est la réunion disjointe de deux sphéres S, et Y une sphere S 5 les

conditions d'application sont nz25, i £n-3.

Grdce a la fibration de 1l'espace des plongements du modéle d'élimi-
nation des queues d'aronde adaptés a h sur l'espace des triples de nappes
en bonne position adaptées a h (voir 1.6.8), on peut supposer que

4 L P oo ]
(Dg,Ang) a déja cette propridté.

Le théoréme 3.1.2 (ou plutdt un énoncé équivalent ou "disjonction

de deux familles a 2 parametres” remplace "plongement d'une famille a 2

paramétres”) fournit alors une homotopie rel. le bord du chemin {Dzlt €1}
~ . 1 . . R

(resp. du chemin {Dflt el}) dans l'espace des nappes adaptées a h coln-

cidant avec Dg (resp. Di) en dehors de K aboutissant a une famille

ol
0t 0 1

B fWEfzzﬂ ; en particulier, pour tout t €1, Et(WEézxﬂ et le triple

SO v 1
(Et,A,Eu

t €I} (resp. {Eilt €T}) telles que : pour tous s, t €1,

t) est en bonne position.

Les conditions de dimension viennent de la nécessgité de digjoindre

S

dans M un voisinage d'un complexe C d'un voisinage d'un complexe C ou
. - - O L

19

GO=zAbtJBO, ClzzAltJBl, dim A0=:d1m A1::1+1, dim BO=:d1m le

AOfWA1==¢, ce qui est possible par simple position générale dés que

3, et
i+1+3 <n, et 343 <n, c'est-a-dire n =27, et i <n-5.

Enfin, gréce a la fibration de l'espace des plongements du modele
d'élimination sur l'espace des couples de nappes en bonne position et a
un argument déja utilisé au chapitre 2 et au paragraphe 3.2.3, on peut

supposer que pour tout t &€1l, le triple (DE,A,D}) est lui-méme un triple

t,
en bonne position, ce qui démontre le lemme (quand on dit on peut supposer

cela signifie bien sfir "a une bonne homotopie de G prés").
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On déduit du lemme 3.2.4 l'existence d'une famille & 1 parametre
{@tlt €1} de familles élémentaires a 2 parametres (e traversee de ga

issues de h, qui vérifie

(1) & =6G[S_

(2) Pour tout t €1, la famille @+ est aséociée au triple de nappes

en bonne position (Dz,AgDi)b

La fin de la démonstration du théoréeme 3.2.1 est un analogue a un
parametre de la démonstration du théoréme 2.1.1 a partir de la proposi-
tion 2.1.6. On utilise la connexité du complexe des familles élémentaires
a 2 parametres de traversée de gi issues de h qui sont assocides a un
méme triple de nappes en bonne position [a savoir (D;,A,Di)], et la simple
connexité du complexe des chemins élémentaires d'élimination issus d'une
fonction, qui sont associés a un méme couple de nappes en bonne position
(voir paragraphes 1.6.12 et 1.4.5). Nous ne répéterons pas les détails de

la démonstration, car ils ont déja été vus au chapitre 2.

Jeci termine la démonstration du théoréme 3.2.1,qu'on obtient

d'ailleurs sous la forme énoncée a la remarque 3.2.2.

Unicité de 1'apparition des queues d'aronde

Comme dans le cas du lemme d'unicité des naissances (voir [L]), le
probleme de l'unicité de l'apparition des queues d'aronde est de nature
locale et est donc beaucoup plus facile a résoudre que le probléeme pré-
cédent. Nous allons démontrer le
Théoreme : Soit F: Dz-»g(W) une application continue générique du dis-
que dans l'espace des fonctions différentiables réelles définies sur une
variété W, On suppose que le graphique de F est comme sur la figure 15,
les strates de codimension 1 et 2 renconirées correspondant a trois points

critiques d'indices i+1, i, i+1. Si i# 0, il existe une homotopie Ft
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a la figure
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constante sur aD29 d'origine FO =F et d'extrémité une application

. 1 ‘ .
Fy D2=*80(W)LJ8 (W) dont le graphique est comme sur la figure 16.

oo

Remarques
(1) On peut faire sur l'homotopie F

du théoreme 3.2.1.

; des remarques analogues a celles

(2) Le théoréme dit exactement que si i# 0, il existe (& homotopie
prés) une seule famille a 2 parametres de traversée de gi issue d'une
fonction ayant un seul point critique, d'indice i+1.
8i i=0, il y a (& homotopie prés) deux telles familles, 1l'une se dédui-

gsant de l'autre par une symétrie de D2 par rapport a un diametre.

(3) Comme pour les théorémes 2.1.1 et 3.2.1, il peut exister d'autres

oints critiques auxquels n'arrive aucun accident.
q q

3

. 2 . . .
Démonstration : On sépare D~ en deux demi-disques B Ay et on consi-~

dere les restrictions F A, et FlAl comme des familles a 2 parametres de

traversée de gi issues de la fonction F(0) (dont on suppose qu'elle a un

seul point critique, d'indice i+l).‘

On remplace alors FIAO et FtAl par des familles élémentaires a 2
parametres de traversée de 8&’ Pour démontrer le théoréme 3.3.1, il suffit
maintenant de prouver que, si i# 0, le complexe des familles élémentaires
igsues de F(O) est connexe. Mais une telle famille est déterminée par la
donnée d'un plongement du modele de Morse® d'indice i+l dans W adapté a
F(O) et & la fonction standard mxiw.“ ~x?+x?+1+."+xi—9(x)ahixi+1—xi+1/4
sur le modéle (voir paragraphe 1.6). En utilisant 1'appendice de [ 4]
on montre que l'espace P de ces plongements adaptés a méme type d'homo-
topie que son espace JiP des jets d'ordre 1 a 1'origine, lequel (si on
ne considere que des plongements conservant 1'orientation) est isomorphe

a S0(i+1,(n+1) -~ (i+1))x 10,»[ ; ce dernier espace est connexe si i+1l=n+1,

et a deux composantes connexes sinon.

¢ N . . .
ou plus exactement d'un modele qui s'en déduit canoniquement.
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Si i£0, n, et si 9 €P,le composé de ¢ avec le difféomorphisme du mo-

dele de Morse défini par

(X17' . s ’Xn+1) 1= (-—Xl,X2,o ¢ e ’Xi‘“ Xi+1yxi+29- ° O”Xn+1)

n'est pas dans la méme composante connexe de I .que ¢,mais définit la méme
. , . N 2 .
famille élémentaire a 2 paramétres de traversée de ga, ce qui démontre

le théoreme.

Si i=0, le composé de ¢ avec le difféomorphisme du modele de Morse

défini par
(x ge e e 93X )**(mx 3 Xoyyeoo X 3~X )
1 n+1 1’72 n n+1

n'est pas dans la méme composante connexe de I’ que ¢, et définit une famil-=
le élémentaire qui s'obtient a partir de celle définie par ¢ par une symé-

trie de D2 par rapport a un diametre o (voir figure 17).

origine de la famille

P o

D2 muni de la stratification induite par

e | la famille a 2 parametres standard de

2
traversée de 5av

Figure 17

La différence entre le cas i=0 et les autres tient & la non-connexité
du complémentaire de l'origine dans une nappe descendant d'un point cri-

tique d'indice i+l=1.
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3.3.4 Connexité de 1l'espace des chemins en.gueue d'aronde

On montre immédiatement & partir du théoréme 2.1.1 et du théorcme

3.3.1, le

Corollaire : Soit h:W-1T une fonction de Morse excellente, soit ¢ un

point critique d'indice i+l de h ; on note Q(h,c) 1l'espace (muni de la to-

pologie CO) des "chemins en queue d'aronde" d'origine h relatifs a ¢

(c'est-a~dire des chemins dont le graphique est comme sur la figure 18).
Si 1<1i<n-3, 1'espace Q(h,c) est connexe par arcs.

51 i=0, 1l'espace Q(h,c) a deux composantes connexes par arcs.

o

Figure 18 (graphique)

Remarques :

(1) Les deux composantes dans le cas i=0 viennent de la non-unicité

des naissances a un niveau de h immédiatement inférieur & celui de e.

‘(2) Le lemme 2 du paragraphe 4.2 du chapitre IV de [4 ] entraine
le corollaire 3.3.4 dans le cas Qﬁ nl(W)==O ; en effet, on s'apergoit que
dans le cas i#0, deux représentants des composantes a priori distinctes
sont des chemins hglk et hgl'k' comme sur la figure 19, ou gl et gl' sont
deux chemins élémentaires de croisement non homotopes, mais ol gl' est
homotope au composé w¥* gl, le lacet @ étant le bord d'un cbne non trivial
de naissances issu de h. Puisque dans [[+] on se place dans les condi-

tions de validité du lemme d'unicité des morts, on voit immédiatement que
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hglk et hgl'k' sont homotopes danst(h,c) (mais‘non homotopes rel. hg).

Figure 19

3.4 Conséquences de l'unicité de 1'¢élimination des queues d'aronde

Ce paragraphe correspond (avec un paramétre de plus) au paragraphe

2.2 du chapitre 2, aussi passerons-nous rapidement sur les démonstrations

3.4.1 Théoreme (unicité faible des familles & un paramétre d'éliminations sur

. . &
un_cobordisme élémentaire)

Soit I : (D2,5D2)~ﬁ(3(W),30(W)) une application continue générique du
disque dans l'espace des fonctions différentiables réelles définies sur
une variété W de dimension n+l. On suppose que le graphique de F est ¢ omme
sur la figure 20(&) et qu'il existe une nappe descendant dﬁ point criti
que d'indice j jusqu'a la composante connexe du niveau de la naissance
ou a lieu cette naissance. Si 5<j<n-4, il existe une homotopie
2

F |t€l}] constante sur 6D2 entre F =F et une application F, de D
t ’ 0 1

dans 30(W) (le graphique est donc comme sur la figure 20 (b) ).

¢ Comparer a 2.2.4.




Remarques

(1) Comme d'habitude, il peut exister au-dessus ou au-dessous du
groupe de points critiques considéré d'autres points critiques auxquels

nfarrive aucun accident.

(2) F est une famille & 1 parameétre de cheming d'élimination d'ori-
gine F(0) ; le théoréme affirme que le lacet de fonctions de Morse formé
des extrémités des chemins de la famille est homotope a 0 dans sa strate,
d'ott le nom du théoréme. Nous verrons au chapitre 5 que, méme si W a beau-
coup de connexité, il peut se faire que la famille de cheming d'élimina-
tion ne soit pas triviale 3 autrement dit, il n'y a pas unicité forte

des familles a 1 parametre d'éliminations.

Figure 20 (a) (b)
@raphiques)

N . . . s < ¢
3.4.2 Théoréeme (lemme de translation des indices a 1 parametrq) :

Soit F (D2,5D2)-{§(W),§O(W)) une application continue générique du

disque dans l'espace des fonctions différentiables réelles définies sur
une variété W de dimension n+l. On suppose que le graphique de F est comme

sur la figure 21 (a). Si n27, i<n-5, il existe une homotopie {Ft‘t €1}

* Comparer & 2.2.2.

e



2
constante sur 3D

entre FO
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le graphique est comme sur la figure 21 (b).

Figure 21
(graphiques)

3.4.3 Démonstration des théoremes 3.4.1 et 3.4,2

I et une-application Fl de D2 dans 5(W) dont
T T
< b
\\\ e -~

sv

Comme au chapitre 2, on commence par démontrer le théoreme 3.4.1

pour j=1i+1 (comparer au lemme 2.2.1) : la démonstration se 1lit sur la

figure 22

L'étape I est triviale
de chemins en queue d'aronde issus d'
voir [J+], chapitre IV, paragraphe 4). L'étape III est une conséquence
immédiate du lemme d'unicité des naissances ([ Y%7, chapitre ITI, para-
graphe 1.3)) compte-~tenu de l'hypothése faite sur les nappes descendant
du point critique d'indice i+1 de g (voir figure 22). Enfin, 1'étape IV

est une conséquence du théoréme 3.2.1 et nécessite done n > 7

1'étape II est purement locale (existence

une fonction ayant un point eritique ;5

, h-=1 25,
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1T

ITI

Iv

Fipgure 22 (stratification induite sur DgxI par {Ftlt €1}

On en déduit alors le théoréme 3.4.2 par une démonstration analogue
4 la premiére démonstration du théoreme 2.2.2 (on verra & la fin du
chapitre 4 une démonstrétion du théoreme 3.4.2 analogue 4 la deuxiéme
démonstration du théoréme 2.2.2). La stratification induite sur p? par
1'homotopie {Ft\t €1} est représentée sur la figure 23 (comparer a la

figure 18 du chapitre 2).
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Figure 23

Enfin, le théoreme 3.4.1 se démontre par un argument analogue a

celui utilisé pour le théoréme 2.2.4.

Philosophie des théorémes d'unicité faible des éliminations et de trans-

lation des indices : la simplicité homotopique de l'espace des "chemins

en queue d'aronde"

On reprend les notations du paragraphe 3.3.4. Nous ne nous occuperons
pas du cas ou i=0, car on sait bien qu'alors le lemme d'unicité des

morts (sous forme forte) est vrai sans condition de simple connexité.
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Montrons par exemple comment démontrer directement le lemme 2.2.1
pour 1 <i<n-3 & partir du corollaire 3.3.4 (connexité de 1'espace des
chemins en queue d'aronde) : rappelons qu'il existe un chemin G de
fonctions issu de F(%) réalisant le croisement des deux points critiques
d'indice i+1 de F(%) puis 1'élimination avec le point critique d'indice
i du point critique d'indice i+1 le plus bas. Les deux chemins
a1 (F| [0,1/2])"1 et 671

d'origine notée h 3 il suffit de se donner une homotopie entre eux dans

* (F|[1/2,1]) sont des chemins en queue d'aronde

l'espace des chemins en queue d'aronde d'origine h pour démontrer le

lemme 2.2.1 (voir figure 24)

point critique
au moins

points critiques
au moins

point critique
au moins

Figure 24

-~

Remarquons qu'on passe directement de 1'homotopie décrite sur la figure

|15 @u chapitre 2 & 1'homotopie ci-dessw en appliquant le théoréme 3.3.1.

Nous montrons sur la figure 24 bis la trace de la stratification de
3(W) sur un disque p? représentant une homotopie du type cherché dans

le théoreme 2.2.4. On a supposé sur la figure 1<i<n-5 et j=1i+3.




F(0)

;é::_“:” {i+2,i+3

,j;/
- 4 ' ~?;%<i;uw, Xi+3,i+3
\'\»\

- \'\--..WW-—‘—-—*-‘//
Figure 24 bhis

LOn a noté dans chaque composante le nombre de points critiquesij

On retrouve sur la figure 24 la raison du succes de la méthode utili-
sée dans [12] pour démontrer le lemme de translation des indices (théo-
réme 2.2.2). Bn effet, on montre (par exemple en examinant la démonstra-
tion que donne Cerf du lemme de la queue d'aronde dans le cas simplement
connexe ) que le petit cercle de 1la figure 24 peut étre supprimé. On en
déduit que (F|[0,1/2])**w et F|[1/2,1] sont homotopes dans 1'espace des
chemins d'élimination d'origine F(%), ou w est un lacet de fonctions de
Morse, bord d'un "cone" dont les génératrices sont des chemins de croise-
ment de deux points critiques de méme indice i+1. On pourrait voir direc~
tement que les "cdnes de croisement"” de ce type sont clagsgifids par un
invariant dans (E2xn2(W)[n1(W)] 3 on examinera cette situation plus |

en détail a la fin du chapitre 5.
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Si on ajoute des parametres, la situation ne change pas, au moins
stablement.. Le théoreme 3.2.1 est encore valable pour des applications
de Dk dans S(W), k >2, mais on ne sait plus démontrer l'analogue des
théoremes 3.1.1 et 3.1.2 si k devient trop grand ; aussi les conditions

de dimension sont-elles trés astreignantes (n-2i 2 2k+1).

Par contre, on a toujours le théoreme 3.3.1 dans d'aussi bonnes
conditions : pour le voir, il faut utiliser les résultats du paragra=

phe 1.6 sur les familles élémentaires de traversée de Sie Il nous reste

& regarder la connexité du complexe de Kan Elh des familles élémentaires

N N 2 . . .
a 2 parametres de traversée de 8& issues d'une fonction h ayant un point
critique d'indice i+1, La démonstration est & comparer a celle du para-

graphe 1.5

. . ® 9 . . .
Soit Ph liegpace des plongements du modele de Morse d'indice i+1

dans W adaptés a la fonction h: W= R et a la fonection standard
szﬂ) - 2+ 2 + + 2~ 9( )EA% : 4
17 TET R T e TRy T RNEIE A T a1 T ¥t

paragraphe 3.3.3).

/4 sur le modele (voir

Ph est fibré, par 1l'intermédiaire de son complexe singulier, sur le
o

. = - . . . . +
complexe de Kan blh, et la fibre a le type d'homotopie de [0(1)x0(n“1)]
(voir 1.6).

Ce paragraphe ne donne que des indications de démonstration j on l'a
inclus pour deux raisons
(1) montrer le rble important joué par l'espace des chemins en queue
d'aronde.
(2) interpréter, au chapitre 5, les obstructions a l'unicité forte

des éliminations & plusieurs parameétres.

¢ Voir note page 3.45.
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D'autre part, Ph a le type d'homotopie de SO(i+1,(n+1)na(i+1))

(voir [ W1, appendice), et la suite exacte de la fibration ﬁ%-ﬁ@ih s'écrit!

ow-ﬂnkQD(i)XO(nni)TF)ﬁT%§SO(i+1,nai» @nk(éih)~ankw1¢0(i)x0(nmi)]+)—*.”

Mais SO(i+1,n-i) a le type d'homotopie de [0(i+1)x 0(n-i)7", et la stabili.
sation ﬁk(O(i)>-ﬂnk(0(i+1)) est un isomorphisme pour k £i-2, et un épim0r~ 
phisme pour k= i-1 3 on a done ﬁk(élh)::o pour k £i-1. On en déduit que, @“
avec les notations du paragraphe 3.3.4, on a ﬁk(Q(h,c))=:0 pour k<i-1,
et n-2i 22(k-1)+ 1=2k-1 (il faut en effet le théoreme d'unicité des appa-
ritions a k paramétres et le théoréme d'unicité des éliminations a tc-1)
paramétres § compte-tenu du théoréme 3.2.1,0ona la simple connexité de

Q(h,c) pour 2<4i<n-5.

On peut donc montrer,dans ces conditions de dimension, l'analogue
a k paramétres du théoréme de translation des indices 5 en ce qui concer-
ne le lemme d'unicité faible des éliminations sur un cobordisme &1&mern—
taire, nous n'obtenons qu'un résultat partiel des que le nombre de para-
metres est = 2 ; en effet, pour démontrer ce lemme en toute généralité,
il faut savoir translater les indices a la fois dans les deux sens, ce
que nous ne savons pas faire,car les conditions de dimension seraient
de la forme i<i§'et i >r1w%%:°% $ le lecteur rétablira sans peine les con-

(=

ditions dans lesquelles ce lemme reste Valable‘ ¢ par exemple, la fi-
gure 24 est valable a k parametres & condition de considérer qu'elle re-
présente une boule de dimension k+2. Nous reverrons ce cas particulier
important (unicité & paramétres des &liminations (i,i+1) sur un cobor-

disme élémentaire d'indice i+1) a la fin du chapitre 5.

* . ; . ‘ .
Nous conjecturons que 1'on peut améliorer ce résultat, et obtenir pour

k=22 des conditions analogues a celles obtenues pour k=0,1.




CHAPITRE 4

L'OMBILIC HYPERBOLIQUE ET LA TRANSLATION DES INDICES

4.0 Ce chapitre, assez bref, contient des démonstrations moins ddtaillées
que les précédents, et a surtout pour but de faire voir au lecteur cer-

tains des phénoménes qu'il vient de rencontrer sous un jour nouveau.

En ce qui concerne 1'étude détaillée des singularités "ombilics" je
renvoie a deux conférences [10] que j'ai faites au séminaire de R. Thom
a 1'T.H.E.S. et qui, je l'espére, paraitront bientdét ; en attendant, on
pourra se reporter a [27], et hypothétiquement & [28] (voir aussi [14]

et [227).

4.1 Description sommaire de l'ombilic hyperbolique

Soit W une variété de dimension n+l ; un point critique du type "om-
bilic hyperbolique d'indice i" (en abrégé 0.H.(i)) d'une fonction f:W-R
est un point critique ¢ au voisinage duquel f s'écrit, dans des coordonnées

locales convenables,sbus la forme
f(xl,.,.,xn+1);=f(c)4-q(xl,...,xnm1)+-x34-x2+1 .
oiu q est une forme quadratique non dégénérée d'indice i & (n-1) variables.
Au voisinage d'un tel point, un dépoiement universel de f s'decrit
f(c)+—q(x1,...,x 1)+—x34-x3 +AX X +Ux_ +VX ,
n-1 n n+1 n n+l n n+1

ce qui montre que cette singularité est de codimension 3.
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Au voisinage d'une fonction f‘ayant tous ses points critiques de
Morse sauf un qui est du type 0.H., et tous ses niveaux critiques distincts
la stratification de 1l'espace S(W) est localement triviale (conséguence
d'un résultat trés général de [23]) avec pour modéle transverse (notations
du chapitre 1) un espace euclidien de dimension 3 stratifié comme sur la
figure 1 (c'est la vague étudide par E. C. Zeeman) j; la trace de cette
stratification sur le bord d'une boule centrée sur 1'0.H. est représentée
sur la figure 2, ainsi que le graphique de la famille a 2 parametres de
fonctions qu'on obtient (élimination, dans deux directions différentes,

d'une double queue d'aronde).

Enfin, sur la figure 3, on a représenté un cobordisme plongé dans
.2 ! . . .
R°xI de telle fagon que la fonction hauteur soit la fonction h "la plus
complexe"” dans le déploiement de f 3 on a indiqué sur cette figure le

systeme de nappes caractéristiques de 1'0.H, (voir paragraphes suivants)b

Strate dans gi (naissance i+1,i+2) .Strate dans S;
naigsance 191+1)

Strate dans 8i (queue d'aronde ‘

1+111’1+1) Strate dans 82
(queue d'aronde
i+1,i+2,i+1)

Strates dans 31

{ (naissance i+l i+2
(i |
A
At 1
i Strate dans 55

(croisement i¥1,i

1
Strates dans ga
(naissance i,i*1)

Figure 1




P
e Figure 2 (graphique)
I8
On n'a représenté
? L

que les partie de S
difféomorphe a D® sur
laquelle il se passe
quelquechose.

ni+2

) . P ~ | Bep
Q L\ _ \‘\\\,‘ ‘ AN "" »» ) 3B CQ '

Figure 3 [ﬂ est la fonc-}|

|tion hauteur.
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4.2 Le lemme de 1'ombilic hyperbolique - :

4.2.1 Théo_réme ¢ Soit F: (D2,5D2) - (g(W)jgo(W)) une application cqn,“tin,ue gé-

nérique du disque dans l'espace des fonctions différentiables réelles

définies sur une variété W de dimension n+l. On suppose que le graphique

de F est comme sur la figure 2, les strates de codimension 1 et 2 renc
trées correspondant a quatre points critiques d'indices i, i+l, i+1, i

de F(0) = h.

Si n=z7 et isn-5 (resp. n27 et i >4), il existe une homotopie F
constante sur ang d'origine Fost et d'extrémité une application

2 1 . A i .
Fiﬁ D ~ﬂgo(W)LJ8 (W) dont le graphique est comme sur la figure 4 [fami
a 1 paramétre de chemins d'élimination d'un couple de points critiques

d'indices (i+1,i+2) (resp. d'indices(i,i+1))7.

Figure 4  (graphique)

4.2.2 Démonstration du théoréme 4.2.1 & partir du théoréme 3.2.1

On commence par montrer qu'étant donné une fonction g: W-1R, on
toujours trouver uve application &: (DB,X)-d(g(W),g) avee X EBIf}, qui

. 3 X .
$0it une carte transverse d'une strate dans g‘(W) formée de fonctions

on -

+2

t

1le

pel
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ayant un point critique du type 0.H.(i). Il suffit de choisir un niveau
non critique de g, un plongement de D" x I dans W adapté a g au voisinage
de ce niveau et a la fonction projection Dn'xI-*I, et dé définir dans la
boule D" ¥ I une famille & 3 paramétres de fonctions coincidant avec la
projection sur I au voisinage du bord de an‘I, et avec un déploiement

universel de 1l'ombilic hyperbolique au voisinage du centre de D™ x I.

Pour cela, on utilise le déploiement donné au paragraphe 4.1, pondé-
ré par une fonction en cloche, et on applique le théoreme des fonctions
implicites pour passer d'une fonction sans point critique a la fonction

projection sur une coordonnée.

Nous allons indiquer maintenant les différentes étapes de la cons-

truction de 1'homotopie F, dans le théoréme 4.2.1 (voir figure 5).

t
L'étape I est inoffensive, et on vient de voir comment réaliser
1'étape II en appliquant la remarque ci-dessus a la fonction g sans point
critique indiquée sur les figures 2 et 5. L'étape III est une conséquence

facile du lemme d'unicité des naissances, déja utilisée au chapitre 3.
L'étape IV est possible si i#0 & cause de 1l'unicité de 1l'apparition des
queues d'aronde (théoréme 3.3.1) ; si i=0, c'est encore possible en fai-
sant au besoin une symétrie sur le déploiement de 1'0.H. qu'on a choisi
dans 1'étape II. L'étape VI est possible si n=7, i <n-5 a cause de
l'unicité de l'élimination des queues d'aronde (théoréme 3.2.1). Seule
reste a examiner 1'étape V, c'est-a-dire en fait la possibilité de trou-

ver une homotopie rel. le bord entre une application de D2 dans g(W)

comme sur la figure 6 (a) et une application comme sur la figure 6(b).




Figure 5




critiques =

2.3

4.7

0 poinf critique 0 point critique

2 points
critiques

2 points

4 points critique 4 points critigques

Figure‘6 (a) | | (b)

On démontre ceci par un raisonnement qui ressemble & la démonstration du
théordme 3.2.1 (en plus simple) ol "famille élémentaire & 2 paramétres
de traversée de 33" est remﬁlacé par famille élémentaire a 2 parametres
de traversée d'une strate de fonctions ayant deux naissances en méme temps”
(pour définir une telle famille, il suffit de savoir ce qu'est un chemin
élémentaire de naissance (resp. d'élimination) ). La seule condition est
de pouvoir séparer un voisinage d'un segment de diménsion 1 (correspondant
a une famille & un paramétre de chemins élémentaires de naissance) d'une
famille a 1 paramétre de disques fe dimension i+i (nappes descendantes
correspondant a une famille & 1 paramétre de chemins d'élimination),
c'est-a-dire (i+1+1)+1<n+1, ou encore i <n-3.

Le théoreme 4.2.1 est ainsi démontré (si on veut obtenir une famille
& 1 paramétre de chemins d'élimination d'un couple de points critiques
d'indices (i,i+1), on remplace toutes les fonctions f qui interviennent
par 1-f, ce qui donne la condition n=27, n-i-1<n-5, c'est-a-dire n.27,
iz4),

Démonstration directe du théoreme 4.2.1 (esquisse)

Remarquons tout d'abord que la démonstration de la section précédente
entraine, si n27, i <n-5, l'existence d'une homotopie rel. le bord entre
une application de D2 dans 3(W) comme sur la figure 7 (a), et une applica-

tion comme sur la figure 7 (b) (pour &tre tout & fait précis, il faudrait




. . yq T ¢
donner les graphiques, mais le lecteur les rétablira lulmmeme). Clest
sous cette forme que nous allons esquisser la démonstration directe du
théoréme 4.2.1 (qui encore une fois s'inspire du lemme de Cancellation

de ‘Smale).

T

X (i+1,i+1)

Figure 7 ‘ (a) | - (b)

On commence par se ramener a la situation suivante : la restriction de

=

F a chacun des quatre secteurs indiqués sur la figure 8 définit une famille

2

élémentaire a 2 paramétres de traversée de 5, et toutes ces familles sont

déterminées par la donnde d'un systéme de six nappes A, No’ N Do’ D, B

)
adaptées & la fonction h=TF(0) et disposées comme sur la figuie 2 3 cela
signifie que (NO,DO) et (Nl’Dl) sont des binappes issues respectivement
de do, dl, et que les couples (B’No)’ (B’Nl)’(Do’A)’ (Dl’A) sont en bonne
position. Si i<n-3, on peut de plus supposer que les triples (No’B’Nl)
et (Do’A’Dl) sont en bonne position, ce qui permet de construire une

métrique riemannienne T sur W pour laquelle toutes ces nappes soient des

I1 v a bien entendu un énoncé analogue ou on remplace i <n-5 par i =4,
et ou on intervertit dans les figures 7 (a) et 7 (b), les couples

d'indices (i,i+1) et (i+1,i+2),
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A nappes de gradient de la fonction h.

Figure 8 h,k,l représentent les éléments de S(W), images par F des

. 2 . . .
points de D+ indiqués sur la figure.

La possibilité de se ramener & cette situation est une conséquence du lemme
des familles élémentaires a 2 paramétres et de l'existence d'une homotopie
rel. le bord entre une application de D2 dans g(W) comme sur la figure

9 (a) et une application comme sur la figure 9 (b) (ce dernier point se
démontre par un raisonnement déja plusieurs fois utilisé).

0 point critique 0 point critique

4 points,
critiques 2 points
critiques,
2 points -

critiques ’
h

0 point critigque -

Figure 9 ‘ (a) (b)

[ﬁncore une fois, il faut pour éviter toute ambigulté préciser les gra%}
p

hiques de ces applications.
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On montre alors que les chemins d'é&limination d'origine k (resp. 1)
o - 0 E * < y - T - = 1 &
indiqués sur la figure 8 sont homotopes a des chemins élémentaires associds

a des couples de nappes que l'on sait construire explicitement. Nous mnous

contenterons de 1l'examen du cas particulier de la figure 10 :
Figure 10 (a)
e

‘modéle de Morse pour le point modéle de Morse pour le point
critique d'indice i+l de k critique d'indice i+l de 1

(¢c'est-a-dire b) (c'est-a-dire a).

gﬁ (resp. 8;) est "associé” ‘a Gier) (resp. Qii,A) ) s

Eg (resp. Ei) est "associé" a (B,J%) (resp. (B,wﬁ) j I

Dw

Pour la construction de é%, J%, ﬁ%, ﬁa dans le cas général, on utilise

des voisinages tubulaires des nappes dount on dispose.

Maintenant, le fait que la famille de fonections représentée sur la
figure 8 soit une partie de la famille représentée sur la figure 7 (a)
dit exactement que les deux cheming d’élimination EE et éi ifssus de k sont
homotopes dans L'espace ‘des chemins d'élimination d'origine k ¢ 11 existe

done une hémotopie dans 1'espace des nappes descendant du point critigue

d'indice i+1 de k, adaptées a k, ¢t en bonne position par rapport a A,
entre D et
0

K
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Ce fait va nous permettre de plonger dans W un voisinage saturé du
sextuple de nappes (B, N, N, D, Dl,.A) (voir figure 12) qui sera difféo-
morphe & une boule Dn+1, et dans lequel on pourra définir une famille a 3
parametres de fonctions par transport d'un déploiement universel de 1'om-
bilic hyperbolique défini sur un modéle (comme pour le lemme de Cancella-
tion et le lemme de la queue d'aronde, il suffira de vérifier qu'il existe

des voisinages saturés assez grands dans le modele pour contenir le support

d'une déformation standard, ce qui ne présente aucune difficulté).

Remarquons tout d'abord que pour la métrique riemannienne T définie
plus haut, le saturé du systéme des six nappes (B, No’ Nl’ Do’ Dl’ A) n'a
aucune raison d'étre contractible (c'est la premiére fois qu'un
tel phénomene apparait ;5 cela tient au fait que la réunion des six nappes

considérées a de l'homotopie, en l'occurence un groupe fondamental non nul.

En effet, l'intersection avec la variété intermédiaire P (voir figure
3) des lignes de gradient descendantes issues du point critique b est
difféomorphe a Six int I, et est bordée par l'intersection avec P des
lignes de gradient descendantes issues des points critiques d et dl’ qui
est difféomorphe a st x o L. L'obstructlon a ce que (a homotople pres du

systéme de nappes) cette intersection rencontre le bord d3A CP de la nappe

A suivant 1l'image d'un segment, est un élément 5 €n :el aA(Plgt(S P),@ )
(notations du § 1.4.6) ou 9, est un paramétrage du bord de D dans P. 0n.a

vu dans [4<] que ce groupe n'est en général pas trivial des que

n (P) £ {0}

De méme, 1'intersection avec la variété intermédiaire Q des lignes

de gradient ascendantes issues du point critique a est difféomorphe a
st -i- %<1nt I, et est bordée par l'intersection avec Q des lignes de gra-

"dient ascendantes issues des points critiques d et dl’ qui est difféomor-
phe & s 1= %X dI 3 1'obstruction & ce que (a homotople prés du systeme

de nappes) cette intersection rencontre le bord 3BcQ de la nappe B sui-
vant 1'image d'un segment, est un é1ément o Enrel aB(Pl £ (87 1= 1,Q);¢O))

ou ¢O est un paramétrage du bord de NO dans Q.
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) . . ‘ . o . o
L'existence d'une homotopie entre les chemins d'élimination €l et 2N

se traduit exactement par la nullité de 1'obstruction §.

On utilise alors le théoréme 3.1.2, dés que n=7, i <n-5, pour pro-
longer le sysiéme de nappes (B, No’ Nl’ Do’ Dl’ A) en un systéme de nappes
saturées difféomorphe au systéme standard obtenu en prenant la métrique
euclidienne dans le modéle défini au paragraphe 4.1 (les diverses nappes
sont relatives a la fonction h standard représentée sur les figures 2 et
3). Il existe alors une métrique riemannienne pour laquelle ce systeme

saturé est l'ensemble des lignes de gradient issues de b, do, di’ a, et

limitées aux niveaux de a et b (voir figure 11).

On peut maintenant considérer le voisinage saturé pour cette métriquekg
du sextuple de nappes (B, No’ N Do; D, s A) 1limité a un niveau 1égérement f
inférieur a celui de a et un niveau légérement supérieur a celui de b (voir
figure 12). Ce "voisinage sextuple saturé" est difféomorphe a un voisinag
sextuple saturé standard contenant le support de la déformation standard

& 3 paramétres (déploiement de 1'0.H. (i) ).

Figure 11
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La fin de la démonstration utilise des arguments identiques a ceux
utilisés pour la fin de la démonstration du théoreme 3.2.1 3 on arrive a
la conclusion qu'il existe une application de D3 dans S(W), cofincidant sur
un hémisphére avec l'application I de la figure 7 (a), et réalisant un
déploiement de 1l'ombilic hyperbolique. Sur l'autre hémisphere on a done

une application comme sur la figure 7 (b), et le théoréme est démontré

(remarquons que ceci implique en particulier la nullité de 1'obstruction ).

4.3 Applications & la translation des indices

4.3.1

Conservation de l'obstruction a 0 parametre

La figure 8 représente une application de Di dans S(W) qui, si on la
considére comme une homotopie entre ses restrictions aux deux parties du
bord du demi-disque Di, réalise une translation des indices (voir chapi-
tre 2, paragraphe 2.2). Une des conséquences du théoréme 4.2.1 est que,
sin=27, et 124, et si les chemins d'élimination ai et ai sont homotopes
a travers4de tels chemins, il en est de méme des chemins EE et €0 ©e
qui montre qu'on ne peul pas, par une telle translation, transformer deux

chemins non homotopes en deux chemins homotopes.

Plus précisément, on peut voir dans la démonstration donndée dans la
section 4.2.3, que les obstructions o et § sont égales au signe pres
(elles habitent dans le méme groupe des que 3 =i <n-4) et qu'elles repré-
sentent respectivement les obstructions a trouver une homotopie entre

0

€1 et ai d'une part, SE et ai d'autre part (comparer a [12], paragraphe

3.6 ou on montre ce résultat directement pour 3 =i <n-4).

Translation des indices a 1 parametre

Le lemme de 1'ombilic hyperbolique peut s'interpréter comme un lemme
de translation des indices pour des familles a 1 parametre de chemins

d'élimination. Il suffit pour s'en convaincre, de contempler 1l'homotopie

i
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décrite sur la figure 13 (les trois premieres étapes sont analogues a
celles de la figure 5 ; la derniere est donnde par le théoreme 4.2.1
sinz7, isn-5). (Comparer au théoréeme 3.4.2 et 3 la figure 23 du cha-

pitre 3).

IT

ITI

v

Figure 13
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CHAPITRE &

NON UNICITE, A PLUSIEURS PARAMETRES, DE

.. n+1 : . .
Soit h: W -1 une fonction de Morse excellente, ¢y et Cq deux points
critiques de h, d'indices respectifs i et i+l, en position de ¢'éliminer
. . n s . . .
(voir chapitre 1), et M une variété de niveau de h intermédiaire pour

le couple (c],co). Rappelons que C{h)zs@(h,cl,cz) désigne l'espace (muni

: . 0 . R . . .
de la topologie C") des "bons chemins" d'origine h qui réalisent 1'é8li-
mination de ¢y et ¢, et que €, est un chemin élémentaire d'élimination
R r-n
choisi comme point-base. Dans ce chapitre, nous utilisons 1'isomorphisme
rel T

de ﬂkml(c{h);eo) sur = O(Plgt(Sl,M);Qg décrit dans le § 1.4.7 pour

montrer que nkml(ckh);go) n'est en général pas trivial pour 2=k, ceci
indépendamment de la connexité de la variété intermédiaire M. Dans le
paragraphe 5.1 nous étudions en détail le cas ou k=2 ; le résultat prin-
cipal en est le théoreme 5.1.9 qui donne un isomorphisme de nl(C(h);ao)
sur %2 , a condition que nl(M)::nz(M)=:0 et 4i=n-4. Dans le paragraphe
5,2 on étudie le cas général 5 on mountre que, moyennant de bonnes hypo-
theses sur k, i, n, ﬂknl(c(h);ao) ne dépend des nj(M) que pour j sk+1 3

gi tous les groupes d'homotopie de M sont nuls jusqu'a la dimension k

et si k+2<i <n-(k+2), n=6k+1, on trouve un isomorphisme de nkwl(C(h);ao)

N o . ol : .
sur coker JkGBker dJ ou Jk. nk(SO(l)) ni+k(S ) est le J-homomorphisme

)
(théoreme 5.2.8). I? iemble que ce soit A. Douady qui, dans la premiere
démonstration qu'il a faite du "lemme d 'unicité des morts”, ait vu le

r6le joué par la surjectivité de gy s nl(SO(i))-»ﬂi+1(Si).

Dans le bref paragraphe 5.3, nous revenons sur la généralisation a k para-
metres du théoréme d'unicité faible des éliminations sur un cobordisme
élémentaire (voir paragraphe 3.5.2) et en donnons une interprétation

assez plaisante en termes de 1'homotopie des différentes cCocellules voi-

sines de h. BEnfin, ce chapitre finit par la définition du morphisme

E: Coker J, & ker J msnkml(Diff(Snx I,s" x0)

k-1
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d.1

annoncé dans l'introduction qui semble étre bon candidat pour démontrer
l'existence d'élémenis exotiques dans les premiers groupes d'homotopie

: - . . n+1
de l'espace des difféomorphismes du disque D .

Btude de n_,(C(h)se ) pour k= 2.

rel T R
Un élément a€ My O(Plgt(SL}M)gQO ::nl(ckh)gs ) est représenté

par une application ligse P s Slx,DavﬂM, transversale sur TO, et telle que

: 2
(1) Pour toui point & €D,

{t} est un plongement,

i

(2) Pour tout point + éaDz, F(S™ x {t})rencontre T transversalement

et en un seul point.

Si C(?D2 est un voiginage collier de 5D2, C est naturellement isomorphe

é q x I, et on peut exiger que pour tout u €I, la restriction de T a
1 s s s
b K S fﬁu} goit indépendante de u.
S . : . . 2
La surface indicatrice (notation du paragraphe 3.1) ¥ (T )C‘ ¥ D7 est

une variété orlentable de dimension 2 dont le bord aFm (T ) est difféo-

mo rphe a Sl L

F"l(TO)e

Puisque TO est le bord d'une anse, le fibré normal V(TO;M) esl canonique-

, et X(IQE“’(TO) est un voisinage collier de oF TO) dang

o N _ e 2N o . ~ B » o
ment trivialisé (& 1l'orientation preés) 5 par.transversalité, on en déduit

e . . R A2
une trivialisation canonique o de V(F (To); blﬂ Dg)a

Proposition : Si 123, F (T ) muni de la trivialisation p est normale-

ment cobordant rel. le bord dan5 sty D& a une sous-variété diffédomorphe

-~ o o o o s 4_4 -
a la réunion disjointe d'un disque D” et d'une variété sans bord.

Démonstration : Soit f s Slwﬁint FW1(TO) le paramétrage naturel de

-1 < - . D) .
(T.) Ns*x 8 A{ ber )rﬁslx 0 Si p, est la projection de st % D7 g IF
la composée p2f es b l’ldentlte de S sur bl ® %~}C (“CJ)2 s on en déduit
que T se prolonge en une application f, s ngﬁ% % int D2 ;3 81 123, on

1
, =1
peut supposer quo f est un plongement dont 1'image ne rencontre F (TO)
que suivant f(S ) (ou il v a trahqversalité) On note (pl’"°°’pi) un
champ de i-repeéres normaux & le T ) dans S'x D2 qui définit p et on sup-

pose que la restriction de Py a E(S ) est un champ rentrant dans fl(D ),
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. L.

L'obstruction a la "chirurgie trivialigsée" sur f(Sl) avec ces données,
est celle a prolonger la restriction é~f(Sl) du champ de (i-1)-repéres
2, (Voir (M5 ] et [9 3

dans [9 ] nous avons employé pour ce concept le nom de chirurgie plongée.

(po,...,pi) en un champ normal a fl(Dz) dans S'x D

Dans cet article nous appellerons obstruction a la "chirurgie plongée"

. N s . ool -1
1'obstruction a prolonger une trivialisation dounée de V(f(S );F (TO))
en un champ de repéres normaux a fl(Dz) dans S'x D2 s il est clair que
la possibilité de faire une chirurgie trivialisée implique la possibili-

té de faire une certaine chirurgie plongée). -8

Si cette obstruction est toujours nulle, on a démontré la proposition
5.1.1 5 or ceci découle de la remarque suivante qui permet de se ramener
a un cas particulier.

Lemme : Deux trivialisations du fibré normal de F'1 (T ) dans S ¥ D2
induisent des trivialisations homotopes de la restrlvtlon a f(S ) de ce

fibré.

Démonstration : Si 7., T_: le'T ) x]Ri—av(le(T );Six D2) sont deux

telles trivialisation X l'ippllpatlon composée T 1 ﬂéfinit une classe

d! homotopie u€ [F° (T ) 50(1)] 3 la composante connexe de i(cl) danq
(T ) est un tore a p trous privé d'un disque, et la classe de f( S )

ddnq 1 abélianisé de [S ¥ -1 (T )] est nulle. L'image de u dans

[S ,SO(i)]Sf%2 est donec nulle, ce qui démontre le lemme.

I1 ne nous reste plus qu'a exhiber une trivialisation (pl’?"’pi)
de V(F -1y (T ) st x Dz) pour laquelle l'obstruction & la chirurgie triviali-
sée sur f(S ) soit nulle. Si on se fixe Pq et fl(D ) ltunique triviali-
sation {pour des raisons de d]mPDQIOD) de V(Ff(S ) F T )) se prolonge‘
en un champ normal a f. (D ) dan gt % D2 des que ﬂl(Sl l)~~0, clest-a-dire
123 3 on peut donc modlfler P (T ) par une "chirurgie plongée" sur
f(Sl), ce qui fournit une variété dlffeomqrphe a la réunion disjointe de
D2 et d'une variété sans bord. Cette variété a un fibré normal trivial
dans Six D2 3 én effet, celui-ci est stablement trivial (car le fibré
tangent d'une variété orientable de dimension 2 est stablement trivial,

et le fibré tangent de stx D2 est trivial), donc trivial car i 23 ([46]




- lemme 355)‘ On définit alors (p2,...,pi) a l'aide d'une trivialisation

de ce fibré normal, ce qui termine la démonstration de la proposition 5.1,1,

5.1.3 Remarques
(1) Nous venons en fait de démontrer 1'injectivité du J-homomorphisme

gy ﬁl(SO(i))~ﬁni+1(Si) pour i =3,

(2) La méme démonstration montre que FWI(TO) muni de la trivialisation
p est normalement cobordant rel. le bord dans SiX[Dz 4 une sous-
variété difféomorphe a la réunion disjointe d'un disque D% ot de
tores T2, La seule chose & voir est que, des que i 22, il n'y a
aucune obstruction a une chirurgie trivialisde qui réalise la somme

. -1 ‘ e N
connexe de deux composantes de F (TO) (on élimine ainsi les compo-

santes sphériques).

(3) Des que ﬂl(Si):=0, c'est-a-dire i 22, on peut supposer que
F (TO)=:§O><BD2, ol s, est un point-base choisi.sur S', et méme que
le(TO) ngt XC:ﬁsO% C 3 11 suffit de composer F[Slx 6D2 avec une 1so0-
topie ambiante de Si7<BD2 qui respecte la projection sur 6D2'; une
telle isotopie existe car aFNl(TO) définit une section homotope a 0
de la projection de Si;iaDz sur aD2 et toute application de D2 dans
Si se releve en une application de D2 dans Diff Si.

On voit alors facilement que, si i =3, le(TO) muni de la triviali-

sation o est normalement cobordant rel. le bord a la réunion disjoin-
te de solKD2 et d'une variété sans bord A. ;e complémentaire d'un
voisinage tubulaire ouvert de SOX D2 dans S"x D2 est naturellement

2, et la construction de Thom-Pontryagin effec-

difféomorphe & D'x D
tuée sur la sous-varidtd trivialisée A de Dlx D2 fournit un élément
x(F) €n,  (s)=m,.

5.1.4 Proposition : Si 124, la construction précédente définit un morphisme

de groupes

rel Tov 3 i
X, (Plgt(s™ ,M)sp ) —n. ,(s")




5.5

Démonstration : Commencons par la bonne définition de . Soient
. o
i

Fo’ F]: S',fD“-aM deux applications lisses et Tranqverqaleq sur T , re-
- rel T

présentant respectivement des éléments o« s %y € Ty (P]gt(S M),@O).

La proposition 5.1.1 nous fournit deux cobordismes trivialisés

o i . -1 -1 : -
Wo(resp. Wl)C181X DZX I entre FO (TO) (resp. F1 (TO)) muni de sa triviali-

sation canonique gt Vo {resp. Vl)’ avec VO= AOLJAO,'Vlz AltJAl, AO et Ay
difféomorpheq a Db aA —-aA ‘"ﬂ, Si o =0y il existe une application
s 8« D2 xI ~M qu'on peut supposer lque et transversale sur T , qui vé-

rifie en particulier

. 9 .
(1) mfstxp?xfo}=r , m[sxD7x{1)=F ,
5] - )
(2) Pour tout {(x,t) €3D% % I, H(Slx (x,t)) rencontre TO transversa-
lement et en un seul point.
(3) La tr1v1allsat10n canonique de V(T ;M) induit sur
(T )<:S X D2 X1 une tr]v1a1]satlon qui en fait un cobordis-

me normal entre T (T ) et Fl (T ) munies de leurs trivialisa-

tions canoniques.

I1 est alors facile de recoller W , Hml(TO), et W1 pour obtenir un cobor-
disme trivialisé WcShx D2 ®x I entre VO et V1 (on a identifié les segments
[0,1] et [0,3]). Comme précédemment on peut, des que i =3, supposer que
aW::s0 xa(Dgx I)C:Si‘ia(Dz xI), et choisir un plongement f : S2-*int W

qui soit le paramétrage naturel du bord d'un petit voisinage collier de
aw.

Soit (pl,ee,,p ) la trivialisation de Vv(W;S x D2X 1) 5 si i=4, onypeut

prolonger f en un plongement fl 3—*5 ¥ 1nt(D X I) qui vérifie

(1) f (D 3y nw = £(82)
(2) 1la restriction a f(Sz) de o, est un champ rentrant dans fl(DB).

2 A
L'obstruction & la "chirurgie trivialisée" sur f{(S7) avec ces données

a8t oe]le a prolonger (pz,.a.,pi) en un champ de (i-1)-reperes normaux

a f (D ) dans st X D2 XTI 3 cette obstruction habite dans nzivi j—l)’ ol
Vi i1 est la varidté de Stiefel des (i-1)-reperes dans B'. Mais
Tt (Vl ,i- 1);:E (S0(i))=0. On en déduit que, si i =4, W est normalement

cobordant rel. le bord a la réunion disjointe d'un cobordisme normal

XHEDB entre AO et Ays et d'un cobordisme normal Y entre AO et Al' Des que




i =24, on peut suppeer que XL%SO)(sz L, et le complémentaire d'un voisi-
nage tubulaire de X dans Si>(D2 XI est naturellement difféomorphe a

Dix D2 xI. L'existence de Y montre alors que les éléments de ni+2(Sl)
respectivement associds a Fo et F1 sont les mémes (onamontré en méme

temps 1'indépendance du choix de W0 et W il guffit pour le wvoir de

13
prendre I =F_ , et H=homotopie triviale de F & F ). I1 reste a montrer
[0} 1 0 0

que x est un morphisme de groupes : cela vient du fait que la construc-

s 5 . o ~ . . - @ 3 Vd
tion de Thom-Pontryagin associe & la réunion de sous-varidtés trivialisédes

i+2 v L i

de S contenueg dans des boules disjointes la somme dans ni+2(S ) des
éléments associés respectivement a chacune. La proposition 5.1.4 est

ainsi démontrée.

Proposition : 8i 4<i<n-5, l'application composée

. rel T . .
, ol o 0 Lol ; 3 oty
ng(Plgt(b ,M);@U)“W%uz (Plgt(S ,M);%),ﬁ¢ni+2(s )

est un épimorphisme (en particulier, y est un épimorphisme).

Démonstration : On utilise une généralisation de la construction déecrite

dans ([427], lemme 1.4.1). Nous commeng¢ons par rappeler cette derniere,

qui est possible des que 3<i<n-4, car nous aurons besoin de la préciser.
On commence par choisir une métrique riemannienne pour laquelle SO et To
se coupent orthogonalement. Soit K : SiX Sl—*M un plongement représentant
un lacet trivia} de la composante connexe de ?, dans Plgto(si,M) § on
suppose que K(Slx Sl)CiéN, ou N est un voisinage tubulaire trivial de SO
dans M (se rappeler que Sé est le bord d'une anse). Soit u)Eﬁg(M) (on
n'utilisera pour la proposition 5.1.5 que le cas w=0) ; on représente w
par une sphere anguleuse % plongée dans M, réunion sur leur bord de deux

disques D et & qui vérifient :
(a) 6caNﬂTo
(b) DNint N=g
(¢) int DFWTO==ﬁ

(a) Df18N==8D::86=:K(Sl XSl)fWTO=-l, et D est orthogonal a aN le

long de la courbe 1.

=




ot
-3

On choisit alors un champ u de vecteurs .normaux a D qui, le long de 1,
soit normal a TO et tangent a K(Six Sl) 3 81 la métrique est telle que
K(Si xSl) soit totalement géodésique au voisinage de T , ce champ permet
de translater D jusqu'a D tel que ﬁf\TO==¢, ﬁﬁ150==¢,‘et int DNaN =g,
Soit 1 le bord de D ; en translatant le long de u la restriction a 1 de

-1

la trivialisation canonique € de v(1;K(S'x 87 )) on obtient une triviali-

sation E de v(T“K(SiX Sl)) Soit E; la trivialisation déduite de £ par

action de 1'élément a €%, =n (SO( ) (i23). Si i<n-4, le groupe
1(V.m2 ) est nul et il n'y a pas d'obstruction a modifier K(b x S )

par ”ghlrurgle plongée" sur 7 aveec la trivialisation € de v(] K(S %S ))

et le disque D. (Remarquons que c'est dans notre sens qu'il faut entendre
"chirurgie plongée"” & la page 426 de [42], et non pas dans celui de [9 ]

comme le fait croire a tort la référence). On obtient ainsi une spheére

€(a,w) de dimension i+1. Nous allons voir qu'il existe en fait une trivia-

L

lisation du fibré normal v(K(Slx Sl);M) qui permet de réaliger "ehi-

rurgie trivialisée'. Partons d'une trivialisation (pl,... l) de

o .
. L 1 R
v(K(s" x Sl);M) pour laquelle la restriction de p, a 1 soit rentrante

dans ﬁ, et notons (¢ ,di) un prolongement de E; en un champ de

R
i-repéres normaux a D dans M. Il y a une obstruction dans Hl(SO(n«iMZ))

~

a prolonger la resgtriction a 1 du champ (p2,...,p ) en un champ de

(n-i-2)- reperes normaux a D dans M et oxfhogonauxna; iouq fibré de VQD M)
engendre par (d vou, 0, ) On remarque alors que led trivialisations de
V(K(S xS ) M) de la forme (pl,pz,..n,P’miml) sont en correspondance
biunivoque avec les éléments de [S x $7,80(n-i-2)7, et que 1l'on peut en
particulier modifier la trivialisation initidle par un é]ément de

(bO(n i-2)) en utilisant l‘dppllcatlon [6 ,80(n~i-2)]-[s" x S ,S0(n-i-2)]
1ndu1fe par la projection de gt X S1 sur Sl. Il est ¢lair qu'on peut ob-
tenir ainsi une trivialisation pour laquelle l'obstruction précédente
s'annule. Nous avons donc démontré que le fibré normal v(€(a,w);M) est
trivial. Cette remarqgue est importante, car elle nous permet de répeter
avec €(a, w) la construction faite précédemment avec % . Soit K' un plon-
gement de SL+1x 81 dans M représentant un lacet tr1v1a1 dans Plgt(bl+1 M)
passant par un plongement d'image G(a,uﬁ, et dont 1'image est contenue
dans un voisinage tubulaire trivial N!' de G(a,w) ne rencontrant pas 8

i+1 2

o’
Ltintersection K'(S X Sl) ﬂTO stéerit naturellement 1 1" =T

P - - Id A
la "chirurgie plongée” précédente comme




Tout élément o' ERZ(M) se représente par une sphere anguleuse ¥' plongde
dans M, réunion sur leur bord de deux disques D' et §' qui vérifient les

conditions suivantes
(a') &' CN! nr
(b') D'ﬂso=¢
(¢') int DvnTO=¢

, i+l .
(@) vkt txslyo apr -3 = {¥} x1', ol *¢€1, et D' est ortho-

v T 1
gonal a K’(S1F X S7) le long de 3D'.
 Comme précédemment, on définit ﬁ”, 1, 5', et on associe a chaque élément

a'65%2 une trivialisation Egvéﬁa de V(T’;K'(Si+1'xsl)) obtenue en tordant
par a' G'Icl(SQ(i.)) =7, la trivialisation canonique §' de

V(1 yl'sK'(Sl+1X Sl))ll’, en la transportant suivant u', et en la complé-
tant par l'unique trivialisation & de V(1';1x 1'). Si i <n-5, le groupe
i+1X Sl)
par la "chirurgie plongée'" sur 1 définie par le disque D' et la trivia-

. . o i+l N
ligation g'a,Géa de v(l';K'(Sl+ ® Sl)) s on obtient une sphere

nl(th2’1+1) est nul et il n'y a pas d'obstruction a modifier K'(S

o~

€ =€"(a,a’',w,w') plongée dans M, et coupant TO transversalement suivant
la tore 1% 1'. Dans €' les courbes 1 et 1' bordent des disques plongés A

i+l xSl) non touchée

(que 1'on peut supposer dans la partie € x {*¥} cK' (S
par la chirurgi@ et A', bien définis a isotopie preés si i =4, qui ne cou-
pent 1% 1' que suivant 1 et 1' respectivement, et qui partent suivant le
champ u (resp. E'). On peut donc associer a 1 (resp. 1') l'obstruction
y(1,0) (resp. y(1',0)) 6“1(Vi,i-1)33”1(50(i))Efzz a modifier par une
"chirurgie trivialisée” sur 1 (resp. 1') la variété 1x 1' munie de la
trivialisation p de v(lx1',€') induite par la trivialisation canonique

de v(TO;M). Montrons que y(l,p)= a, et y(1',0)=a'. On sait que ga tri-
vialise v(1;6&) =v (1 x 1';6’)[1 et est homotope a 3699, ou 9 se prolonge

en un champ de (i-1)-repéres normaux & A dans & ; de méme, @é' trivialise
v(lﬂxli;e")llv, et Eé,é@e est homotope a ;'699', ou §' se prolonge en un
champ de i-reperes nmormaux a A' dans €&'. Mais la restriction a 1 (resp 1’)
de la trivialisation canonique p est justement E (resp. §'). On en déduit
que y(1,0) =0 si et seulement si a=0 (resp. y(1',0) =0 si et seulement

si a'=0) d'oii la conclusion.
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Nous avons besoin maintenant d'un lemme tenant dans cette théorie le
réle tenu par 1l'injectivité de J s nl(SO(i))-*ni+1(Si) (i23) dans la
théorie & un paramétre de moins (voir [427, lemme 1.2.2).

Soit f: 8 xsleslt?
de v(f(slxs );Sl+2).

un plongement (i 23) et soit p une trivialisation

truction de Thom-Pontryagin. A chaque lacet plonge L%f(S % 8 ) o1 asso-

cie un élément y(c ) enl(V ‘l(SO( ))Aﬁﬂz qui est 1l'obstruction

i-1
1
a modlfler (i(S % S );0) par ”chlrurglo trivialisée" sur c. On pose

L=r(stx (#)) et 1= ({*}xsY), on 1n1i= £ (¥}« {*))

Lemme : La nullité de t(f,p) équivaut a la nullité de 1'un au moins des

deux éléments y(1,p) et y(1',p).

Avant de démontrer ce lemme, finissons la démonstration de la propo-
gition 5.1.5. Soit R un plongement de Six 82 dans M représentant 1'élément
nul de 7 (Plgt (st M) 50 ) et tel que R(S®x §° )ﬂu(a a',w w')=@. Choisis~
sons um chemln T plongé dans M, d'origine danq R(S X S )f\TO, dlextrémité
dans G'(\TO, ne rencontrant pas ailleurs R(S x 3 ) et €', et yeprésentant
1'é1lément g in(M,TO)EEnl(M). Faisons la somme connexe de R(S'x S;) et
@' le long d'un chemin obtenu a partir de 7T par une petite isotopie le
disjoignant de TO. On obhient une sous-variété T=7T(a,a',w, @' ,g) naturel-
lement difféomorphe a St x Sa, et telle que T(\T soit la réunion d'une

sphere 82 et du tore lx1'. Il existe un paramobrage F:Shyw Sz-ﬂT qui en-

=

s

voie 8, % Sz dans To et qui induit sur v(1x P,(blm 8 )x N ) la trivialisa-
tion p. On a y(1,p)=a, y(1',p)=a'. Si on a choisi a et a' non nuls, on
déduit du lemme 5.1.6 et de la définition de y que X[F]#()Eni+2(sl)

ce qu'il fallait démontrer.

Remarquons qu'on aobtenu en fait beaucoup d'éléments o a priori dis-
tincts tels que X(a)#ZO. Nous verrons en fait qu'une condition nécessaire

et suffisante pour que x soit injective est que nl(M)==n2(M)= 0.

Soit t(f,p) 1'é1ément de . 2(b ) obtenu par la cons-
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Démonstration du lemme 5.1.6 Tout d'abord, 1'inclusion de

Slx (*3U {*}x S1 dans T2 induit un isomorphisme

2 . 104 . . .
§: [T 50(1)1—+[s v st 80(1)]~«z ® Z,. En vffet, le complémentaire d'un
disque p? plongc dans T2 -(S X {*]LJ{*}X S ) se rétractant par déforma-

tlon sur b x {(*}Ju ﬁt}x% , @ se factorise a travers 1'isomorphisme

[T - int D? ,S0( i )]-»(b v sl ,80(i)7 5 la classe de 3D° dans {Sl,Tz-nint D2]
étant un commutateur et LS ,50(i) ] étant abélien, la surjectivité de 3

est claire. L'injectivité vient de ce que nz(SO(i))==O car une applica-
tion de T2 dans SO(i) dont 1l'image par % est triviale se factorise a ho-
motapie prés a travers une application de T2/S1x {*1y Pf}y& ----- 2 dans
S0(i).

A upe décomposition de T2 en pfodnit Slx 91 on associe une triviali-
. .. 1 i
sation ®y de v(f(Slx S );Sl+2) bien définie & homotopie pres d'apreq ce

qui précede par les deux conditions y(l,p0)=:0 et y(l',p0)= 0.

Affirmation : Le diagramme ci-dessous est commutatif :

(17,50 (1) ] —Ys 7, (s%)

LS
14

%2<$ %2 > X

ot t(u) = t(f,u.po), u.p étant la trivialisation de v(f(Slx Sl);Si+2)
déduite de P, par l'action de u_E[T2,SO(i)], et ou p(a,b)=a.b (c'est-a-
dire p(a,b) # 0 équivaut a a0 et b #£0).

Le lemme 5.1.6 suit de l'affirmation, car toute trivialisation p s'écrit
de maniere unique uep et il est clair que t(u)=t(f,p) (définition de t),
et

@(u) = (Y(lap)97(l"p))

(par définition de pO).
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Démonstration de l'affirmation ¢ Si &(u)# (1,1) la conclusion est une

conséquence de la nullité de l1'une au moins des b%tructton y(l,u.po)?
. | . . , 1 .
y(l‘,u,po) a la chirurgie plongée 3 le couple (f(b xS );uupo) est alors
N N .2 , , . e s
normalement cobordant a une sphere 5, ce gul montre, pulisque HZ(SO(I»KO’

que t(f,u.p j=0, ¢'est-a-dire t{u)=

Le seul cas intéressant est celui ou ¢{u)= (1,1). : soit (V,§)<151+2 une
sous-variété V orientable de dimension 2 de genre h, munie d'une trivia-
lisation & de son fibré normal v(V;Si+2) ; supposons que (V,i) représente

o s . ) L1 . . ) . ,
1'¢lément non trivial de ﬂi+2(b ). Soient a biy...,a b, les généra-

1’ h’ "h

teurs standard de [S ,V](on peut supposer sans perte de généralité que

: . ) . i+2 . S .

le plongement de V dans S est standard). Soit € la trivialisation
. 20

l.+2)

standard de v(V;S ¢lest-a-dire gelle qui, pour tout j=1,...,h, vé-

rifie y(ajggo):ry(bj,go)::oﬂ Soient enfin Wypeee s Wy g les générateurs

standard séparant les anses de V. Pour tout j=1,...,h, la classe de w,

cad e o _ ) L
dans [S ,V)] est un produit de commutateurs des classes des aj et des bju
On en déduit par un raisonnement déija utilisd gue pour tout j=1,...,h-1,

J q J ; )
y(m ,9)~ y )”‘ . Le couple (V,@) est done normalement cobordant a

une réunion dlc]o1nfe (Tl,o[) U...ul(T ) de tores Tzu Etant donné un

51 +2

h’Oh

. 2 , , . o
plongement £ de T~ dans , 11 doit done exigter au wmoinsg une trivia-

- . 2y l+2 e s . ‘ e .
lisation p de V(f(T")s8 ) guil verifie t(f,p)~%0 6ni+q(51) 3 maig la

. [
seule possibilité, =i pE=u.ep est que @(u)::(l,l)(}%Qé%'%o , ce gui ter-

mine la démonstration de 1'affirmation, el done celle du lemme 5.1.6.

Remarques
(1) Un bon exercice est de s'assurer directement que
y(l—k]’ u.p ) y(] U.p )+—y(1',u.p0)4-1€5%2, en rappelant que

CE( )::‘ (,Y(’lsu'po)!)’a(li yu*po))"

(2} Si on chasit w= w' =0 GRZ(M) et g=0 Enl(M), on obtient un plonge-
ment F: 8' x S5 -M, d'image T(l,l,0,0,0) qui vérifie en plus de
¥ n[F] #0 €n, a(% )
(i) v(F(S ¥ s“);M) est trivial
(ii) F est d'ordre 2 dans le groupe absolu ﬂ?(Plgt(Sl,M);mo)s
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On a déja vu le (i) ; quant au (ii) ce sera une conséquence de la
technique qu'on va utiliser maintenant pour montrer dans certains

cas l'injectivité de y, car yn[F ,F]=0 Eni+2(Sl).

(3) On peut relier la surjectivité de y & la non-unicité du processus
de Whitney de modification des intersections { nous verrons ceci a
la fin du paragraphe 5.1, lorsque nous aurons rappelé les techniques

nécessaires.

Proposition : Si 4<i<n-5, et si nl(M)= ng(M)==O, le morphisme

relTO i i
x: Ty (Plgt(ST M) ) -om, (S7)

est un monomorphisme.

Corollaire : Si 4<is<n-4, et si n (M)= n, (M) =0, nl(c(h);so) est iso-
morphe a 22.

D'apres 1'isomorphisme de dualité rappelé au paragraphe 5.2, il suffit
d'appliquer la proposition 5.1.8 pour 45§ifig.

Démonstration de la propdsition 5.1.8 : Dans [42], on utilisait l'iso-

morphisme de dualité pour se ramener au cas i‘<%. Ici nous utiliserons
(sauf pour i=n- 4) le théoreme 3. l 2 dont on dedult immédiatement que,
9 O(Plgt(S M),@ ) est représenté

par un plongement F : Slx D2-*M transversal sur TO

si nz7, n-iz5, tout élément « En

rel T
Lemme : Si 3<i<n-5, toul élément « €n, O(Plgt(S M),@ ) est repre—

senté par un plongement F : st x D2—+M transversal sur TO, tel que F~ (T )
soit la réunion disjointe de s, % D2 et d'une sous-variété sans bord de

sty p2,

Démonstration : Soit F: % * D2-*M un. plongement transversal sur T re-~

présentant o« ; on dcrit F_ (T ) = A= AUMA U LJAr, avec oA ””BD ) et
pour tout j=1,...,r, BAJ*'ﬁ-
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On a déja vu que des que i 22, on peut .supposer que 6A0==so anz, et clest
ce que nous ferons désormais. Nous allons montrer qu'on peut, par une
isotopie de TO dans M, réaliser sur Aﬁszl(TO) la chirurgie utilisée pour
démontrer la proposition 5.1.1. La technique permettant de faire une telle
opération est décrite dans [30]‘ et peut se voir plus agréablement de la
maniere suivanteo‘ : on reprend les notations de la démonstration de la
propositionSiden remplagant simplement la source SixD2 par le but F(Sing)
(c'e%t possible car F est un plongement). On notera

F(stx D)ﬂT =F(p) =L = L U...UL

Soit p la tr1v1a11qat10n de v(L; F(S %x D )) induite par la trivialisation
canonique p de v(TO;M). On a vu que, des que i23, il n'y a pas d'obstruc-
tion a modifier (L,p) par une "chirurgie trivialisée" dans F(S"x D2) sur
£(8 )(:1nt L (ML Cela revient a dire que gi p—-(pl,...,p ) avec la res-
triction a f(b ) de p, rentrant dans f (D )(:F(S x D ) 1e champ (pz,".,p )
se prolonge en un champ de (i- -1)-repéres normaux a f (D ) dans F(S'x D )
que l'on notera Rl On commence par prolonger cette modlflcatlon en une
modlflcatlon de (T ,p) par "chirurgie trivialisée" dans M sur

£(S )(:1nt L <:T ; il n'y a bien entendu aucune obstruction a cette opé-
ration des que 1a précédente est possible. Soit (Tg,p') le résultat de
cette chirurgie sur (T ,p) é n'est pas difféomorphe a To’ mais a 1'in-
tersection voulue avec F(S * D ) Dans la deuxieme étape, on modifie

(T' p! ) par une "chirurgie trivialisée" dans M, complémentaire de la pré-
cédente. On obtient ainsi une variété Tg naturellement isotope oot dans M
a T , et ayant comme intersection avec F(S % D2) le requltat de la modi-
flcdtlon de L par la premiere chirurgie dans F(S + D ) I1 suffit alors
d'appliquer le théoréme d'extension des isotopies pour trouver une isoto-

pie de F(SlxDz), constante sur F(Sl anz), qui réalise cette modification

*Le passage de nos notations a celles de [30] est le suivant
1 9 - : .
F(Sl$ D“)~er, Tﬁ 1_$Nﬁ, Mn»me,

r(sh % 02y ny=1% wK®

Des discussions avec F. Laudenbach m'ont été tres utiles a ce sujet.

XX . . . . R
L'igsotopie est la transportée d'une isotopie canonique dans un modele

(voir [307).
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de son intersection avec TO

I1 nous reste donc a voir que, si 3<1i<n-5, on peut réaliser sur
(Té,p') une "chifurgie trivialisée" complémentaire de la précédente. On
commence par prolonger f : Sl-int LO en un plongement f23 D2-*TO dont
1'image ne rencontre F(Six D2) que_éuivant f(Sl)‘(avee intersection trans-
versale) ; c'est pessible par position générale des que n-i =5. Soit v
un champ sur f(Sl) de vecteurs normaux é L dans T et rentrant dans
f (Dz). Une petite translation bulvant v amene f (Dg) sur fi(Dz)CZTA(')0
0n appelle R' le champ sur f'(D ) obtenu a partlr de R1 par'translation
sulvant v et v' un champ sur f'(D2) prolongeant le translaté de v a
ai'(D ) tel que (v, R') soit une trivialisation de la restriction a
f'(D ) de v(T' M) (voir [9 ]et la flgure 1). On peut supposer que sur
afi(D2), on a R'-(p2,...,pi)a Appelons f (D )c:%é le disque obtenu a-
partir de f (D2) en limitant ce dernier a 3f! (D2) s la reqtriction a
f (D ) de v(T' M), qui n'est autre que la restrlctlon a f (D ) de v(TO;M),
eqt gerlallsee par (pl,pz,...,p Y. Mais R‘ et (p2,...,p ) cofncident
sur f'(D ) ﬂf (D ) et l'arrondissement 6! do la sphere anguleuse
a"“f'(D )LJf (D ) recolle v' et Pye On en déduit une trivialisation de
la reqtrlctlon a o' de v(Tg,M).

S

I1 nous reste & montrer deux choses :

(1) que e’~‘f'(D )LJf (D ) borde dans M une boule anguleuse B plon-
A
gee de d1m9n31on 3 ne rencontranf T' que suivant son bord, et ne rencon-

trant pas F(S ®x D )

(2). que le champ de (i-1)-repéres sur 9' défini par RVU(pa ce Py )
A
se prolonge en un champ de (i-1)-reperes normaux & B dans M (il est Cla]I

que cela a un sens).

S

A .
On note Tg:da variété a coins obtenue par chirurgie & partir de T , et
Té la variété obtenue a partir de T' en arrondissant les - aréles (Voir

figure 1).
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On ne peut pas voir
sur cette figure les
trivialisations
(pz,...,pi) et R

1

Figure 1 (dans M)
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Cette derniere condition est automatiquement remplie si le groupe
nz(VnWB,iwl) est nul, c'est-a-dire lorsque 2 <n-3-(i-1), ou encore
n-iz5. En ce qui concerne (1), 11 revient au méme de montrer que la
sphere anguleuse ew-f (D ) Uf (D ) borde danq M une boule anguleuse plon-
gée de dimension 3, ne rencontrant F(S x D ) et T que sur son bord ; on

simplifiera ainsi beaucoup les notations.

N
Commenqon par montrer que 0 est homotope & zéro dans M. Le plonge-

ment f 2 ﬂS X D2 est choisi homotope a un plongement fl
est F[so X(D meC)], ou C est (comme au debut du_paragraphe 5. 1) un voi-
sinage collier de aD2, avec f(S ) F[q % 2(D —»%43ﬂ(:1nt LO (voir figure 2).

Des que n-i =3, tous les prolongements f2; D2--»T0 de f sont homotopes 3

dont 1'image

en partieculier, f2 est homotope a un plongement dont 1'image est obtenue

a partir de Lo-sF( o ¥ G) en effectuant h "chirurgies plongées" disjoin-

tes dans TO (i L t de genre h) On peut faire ces chirurgies car

(1) TO est simplement connexe dés que n-i'22, et toute courbe A
plongée dans LO borde un disque & plongé dans T0 des que n-i =5 ;
de plus, ces conditions permettent de plonger dans TO une col-
lection de h disques disjoints 6j bordant les hucourbes_K.
associées aux anses de LO, chaque & . ne rencontrant F(Slx D2)

(avec intersection transversale) que suivant A, (voir figure 2).

[

(2) pour tout j=1,..,,h, 1'unique trivialisation du fibré normal

V(Ki;LO) se prolonge en un champ de vecteurs normaux & &. dans

nmi~3)

TO des que ﬂl(S =0, c'est-a~-dire n-i =5.

Mais la varlete a coins £ obtenue en collant sur leur bord commun

F[s x(D "“C)] et ~aF(sOX.§C) borde dans M un tore plein H% de genre
h ne rencontrant les disques 6j que sur leur bord A (j= «.,h). En

effet, des que i=3, £0 est homotope dans st x Dz a un plongement standard
d'une surface de genre h, donb 1'image borde un tore plein de genre h, On
er/déduit que 8=t (D ) UfO(D ) est homotope dans M au bord de la boule

de d1m9n810n 3 obtenuo a partir de K/ par chirurgie sur le bord suivant
les disques 61. Sinz27, @ borde donc une boule anguleuse B plongée dans

M. Il ne reste plus qu'ad supprimer les intersections superflues de B avec
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%1
r(sh
Ry N
oL — :
=F(s xaD7) | . .
vl e Y
Lo A.,-:’ /
1 M
F(s xC) S
F(SOXE

L -F(s X é—c)
Fls x(D _~c)]

Figure 2  (dans TO)

F(Si;(Dz) ou TO. Pour TO, c est possible par position generale des que
n-i+3 <n, c'est-a-dire i 24 ; si 1i=3, c'est encore possible car 1'in-
jection de M-nT dans M induit une injection de ﬂz(M T ) dans © (M)
(voir [427], appendlce A, proposition A. 1) En ce qui concerne F(S »x D )
on conclut par position générale dés que i+2+3 <n, c'est-a-dire n-i 26 3
g1 n-i=5, 1'intersection de F(Six D2) avec int ﬁ est formée de points
isolés disjoints de L que 1'on peut éliminer par le bord de F(SixﬁD2)

en utilisant une isotopie de F(Six D2) dont le support est disjoint de

L : wune telle isotopie existe dés que i =2, car les points d'intersec-

i A i
tion de F(Slx D2) et int B sont alors joints au bord de F(SlxﬁD2) par

des chemins plongés disjoints entre eux et disjoints de L. Le lemme 5.1.10

est ainsi démontré (compte-tenu de la remarque 5.1.3, n°(3).

i
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La méme démonstration permet en fait de représenter tout élément
rel T 2
o En2 (Plgt(S M),@ ) par un plongement F : S

=M transversal sur
TO, tel que F~ (T ) 501t la réunion disjointe de AOEESO)<D2 et de sous-
varié'bés,/\l,...,/\r difféomorphes a T2 ou a 82.
Si nl(M)==0, il n'y a aucune obstruction & réaliser par une isotopie
-1,
de TO dans M la somme connexe de chaque composante sphérique de F (TO)
avec A (on obtient un disque qui est isotope rel. le bord a A si i=4).

En toute gegerallte, il y aune obstruction dans le groupe
T, (M)-1
[n (M)] a l'existence d'une telle isotopie (comparer au théoreme
1.4 de [42] 3 il n'y a pas de facteur Z, car né(SO(i))==0). On est donc
ramené , si nl(M)==0, au cas ou les composantes sans bord ./\1,...,./\r de
-1, c s
F (TO) sont des tores T2, Si i 24, on peut supposer les Aj situés dans
des boules disjointes contenues dans S D2. Soit tj= t(Aj,p) Eni+2(Sl)
1'élément associé par Thom-Pontryagin a ./\JC:S1 D2-SOXD2, muni de la
tr1v1a11sat10n 0 induite par la trivialisation canonique de V(T M)
I1 est clalr que x(a) = Z tJ Sim (M)::O, on a vu plus haut que les con-
J_
ditions de dimension permettent de réaliser par une isotopie de T ‘dans

M la suppression de tous les AJ tels que tJ-0 (il d@écoule du 1emmeo 1.6
qu'en utilisant une seule paire de chirurgies complémentaires, on peut
passer de Aj & une sphére‘Sz). On peut donc supposer que, pour tout
j=1,...,r, tj¥()6ﬂi+2(sl). Il est temps maintenant d'utiliser 1'hypo-
these y(«)=0. La premisre conséquence est que r est pair. Considérons
deux tores A Ak avec t t %()En 2(S ) Puisque nl(M)-0 on peut
reallqer par une 1%0top19 de T dans M la somme connexe de AJ et Ak On
voit alors facilement, en tenant compte du fait que nz(M)-O et

= t %(), qu'il n 'y a pas d'obstruction a réaliser par une isotopie de
TO dan M une modification. de AJ #Ak par chirurgie sur la courbe plongée

¢ (ou e') dessinée sur la figure. 3° .

Ceci est vrai quelle que soit la fagon dont on a réalisé par isotopie

de T la somme connexe de A. avec Ak.
0 j .




Figure 3 (dans S' % D%)

Le résultat de cette modification est difféomorphe au tore T2, et son

invariant dans m (S ) est . -Ftk-—O Ceci termine (par récurrence sur r)

la demon%tratlon de ld prop051t10n 5.1.8°

5.1.11 Remarques

(1) La pr0p051t10n n'est une conséquence du theoreme de [30] (compte-
tenu du lemme 5.1. 10) que dans le cas ou 5<i<n-T, et 7 (M)—-n2(M)«
(M)-—O ; c'est bien entendu la présence de la composante a bord de

(T ) qui permet, des que ﬂl(M)==0, de se débarrasser de la condition
sur n3(M).;

Remarquons d'autre part que nous évitons la difficulté principale du
théoreme de Wells qui provient'de ce qu'il se donne a priori Uun cobor-
disme normal entre 1'intersection initiale et f, ce qui 1'oblige & véri~
fier & chaque étape quela trivialisation induite par v(Tg;M) cofncide
avec celle qu'il s'est fixée. Pour notre part, nous ne définissons 1'éta-
pe p qu'apres avoir réalisé 1'étape p-1, et nous n'avons donc pas ce

probleme.

(2) I'intersection avec L étant de dimension 2, on n'a pas le choix de

la trivialisation ¢ de v(f(Sl);L) qui sert a faire la chirurgie ; dire
(avec Wells) que la chirurgie définié par (f, e) préserve la trivialisa-
tion canonique p de v(L; F(S x D )) equlvaut donc a dire qu'il n y a pas
d'obqtructlon 4 modifier (L,p) par "chirurgie trivialisée" dans F(S x D )

sur £(S ). Dans le cas de chirurgies d'indice 1 au contra&re (cas de la

®
Voir page suivante.
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- somme connexe), il y a deux trivialisations possibles €15 9
, R . ' . ol 2
1'obstruction & modifier (L,p) par "chirurgie trivialisde" dans F(Slx D7)

sur f(SO) est nulle car = (V )=0, mais seule une des deux chirur-

i+1,i-1
gies définies par (f, el) et (f, e ) préserve la trivialisation canonique p,

et clest celle-1a que donne une chlrurgle trivialisée sur (L,p)

(3) Nouq pouvons maintenant expliciter la remarque 5.1.7 n (8) Soit

Pt st ¥ I »M un plongement dont 1'image eqt la somme connexe dans le com-
plementalre de T d'un tube trivial K(S x I) avec €(1,0) (voir Ia figure 4
qui est a comparer a la figure 5 de [42]).

€(1,0)

S
0 B o e e e e m
i 1 kT T
{ . - |
/ €1y Py ! £ 1
i 1O o s: '<Q t
, i " | I
| 1 /
T g b '/
0 / / cod /]
/ ' 1
/
K(s'xI) /’
| /
fos
Figure 4  (dans M)
a

¢ ; , ,
Rappelons que si F 1(T0) =SOXD2L182, on peut réaliser par une isotopie
amblante de S xD fixe sur Slanz le passage de F_l(TO) a sox D2‘;"'S2

puis & 8 X D , te qui montre qué‘EFj==O.

e, de v(£(5°);L) ;
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‘On suppose que la somme connexe a été faite suivant un lacet représen-

tant 1'élément neutre de nl(M,TO)Efnl(M).

Affirmation : T1 y a deux manieres de réaliser,par une isotopie de TO
dans M, la somme connexe des composantes 1O et 11 de @(Six I)F\TO (voir
figure 4).

En effet, le processus permettant de réaliser la somme connexe (qui est
analogue au processus de Whitney) se décrit comme précédemment par une
suite de deux chirurgies complémentaires. La premiere de ces chirurgies
dépend du choix que 1l'on fait d'un prolongement a v(fl(Dl);@(Slx 1))
d'un champ (pg,...,pi) de (i-1)-reperes sur f(SO). Les’différents choix
sont en correspondance avec les éléments de “1(Vi,i-1)3f%2 (123). Le

lecteur a maintenant tout ce qu'il faut pour vérifier que, si
rel T

a Eﬂz O(Plgt(Sl,M);@O) est obtenu en recollant deux isotopieé de

DI Sty I-M qui réalisent la somme connexe de 10 et 11, et correspondent

a deux éléments différents de ﬂ:l(Vi _1), alors y(a) #0. L'image récipro-

?

que de TO par l'application de S'x I xI dans M ainsi obtenue est difféo-

morphe & un tore T2 privé d'un disque (voir figure 5).

lere isotopie

2eme isotopie

Figure 5

i
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rel T

{4) Dans le cas général, on voit que Ty O(Plgt(S M),@ ) dépend de
T (M), 2(M) et w (M) et est indépendant de 7 (i) des que T (M)—-O On
comparera cette q1tuat10n a celle de [42]. Remarquon s1mp1ement qu'en
plus des éléments du noyau de xm construits & l'aide des G”(a,a',w,w')
pour al ou a'=()€§%2 » on peut en construire d'autres associds & un couple
(w,g) ol u)En3(M) g Gnl(M) 3 il quffit d'imlter la construction des
I'(a,w,g) de [427] en remplacant st par 52 et ﬁ2(M) par T, (M) (il n'y a
pas de a car = (SO(1))-—0)

Etude de nk_l(c(h);eo) dans le cas général

Dans tout 1le paragraphe 5.2 nous travaillerons dans un domaine de

dimension permettant de ramener les problémes d'isotopie & des probléemes

d'homotopie.

Rappelons que la condition i Sé"n est pas une restriction en ce qui
rel T

concerne le calcul des groupes T (Plgt(Sl,M);@O) a cause de

l'existence d'un isomorphisme de dualitd

rel T . rel S

D o1 M) -
m (Plgt (S ,M),@O) T,

K "(P1gt(s"7 M)50 )

. k . . .
Soit F: S'x pf Ly une k-isotopie représentant un é1ément de
relT K

T O(P]gt(Si M);@ ). On suppose par exemple que pour tout u ea D" (hé-
migphere quperleur) on a F|S X u=9 . L'application lef(M)-*Plgt(S M)
qui a tout difféomorphisme f de M fait correspondre le plongement i@
étant une fibration, on peut relever F en une k-isotopie §: M ka~»M qui
vérifie @(@OX 1d)=:F et qui est la projection sur M quand on la restreint
a M x93, Dk @[P] est alors la classe de G : Sn_ix Dk—*M définie par

6ixu) - g e (%), ou x ety epk 5 (x) = 8(x,u).

I1 est clalr que ¥ est bien défini et qu'on peut exhiber son inverse de

N N . . « . _n
la méme maniere. Nous pourrons donc nous restreindre dans la suite & 1555-
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Soit Hom(Si,M) l1'espace (muni de la topologie Cm) des applications
lisses de Si dans M, et soit p l'application de Hom(Si,M) dans M définie
par p(@)= @(%'), ou S, est un point-base sur Si, On choisit comme point-
hase de Hom(Sl,M) le plongement P, et on suppose que:

@0(s0)=:@0(8i) ﬂTO==mO..0n pourra choisir aussi un plongement @é proche
de ¢ mais tel que @O(Sl)‘w@é(sl)==ﬂ. On utilisera indifféremment pour p
l'application @bﬂ@(so) ou l'application @kﬁ@(go), E; es' étant un point
proche de s _. Le sens des fleches sera clair d'apres les points-bases
choisis, qui pourront étre P, @é, @O(so):=m0, @O(g;)z:ﬁo, @é(so)= sé,
@$(§;)==Hé (voir la figure 6).

i ~vi
/CPO(S ) /CP;(S )
Figure 6 (dans M)

On sait que p est une fibration 3 nous noterons Homm (SI,M) la fibre

1. ‘ L0 o
P (mo) et j 1'inclusion de cette fibre dans Hom(Sl,M). On obtient la

suite exacte
(1) ~m  (Msm )~ (Hom (S*,M); )—J;in(Ho (s, M); )f)i"m (Msm ) —...
AL P St L K %% M50, poomAe LRSI, k' o

Nous allons donner une autre interprétation des termes de cette suite
(voir [48] pour une application au croisement des anses). Tout d'abord,
si Cm désigne l'application constante de valeur m_, on a des isomorphis-

(o)
mes

. 1 .
nk(Hommo(S ,M),cmo)-»ni+k(M,m0)

et nk(HommO(Sl,M);@o) - nk(Hommo(Sl,M);Cmo) 3
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le premier est évident, et le deuxiéme vient de ce que Homm (s*,M) est
‘ . 0
muni d'une loi de H-espace par la loi de cogroupe de S'. On en déduit

par composition un isomorphisme
3 i :
nk(HommO(S ’M)’cpo)ﬁni_’_k(Mamq)'
D'autre part, définissons l(@o) par
(o)) =sup{pe€Nsn (p )=0, 0srsp} ,
0 r*'o
et soit (Ck) la condition

(C ) :k<inf (2n-3i-3,n-i-2,n-2i+1(p )-1) .

On montre dans [43] que dés que (C ) est vérifide, 1l'inclusion dePlgt(S M)
dans Hom(S ,M) induit un 1somorph1sme i

B: nj(Plgt(Sl,M);@o)-enj(Hom(Sl,M);Qo)

pour j<k-1, et un épimorphisme pour j=k.
Si (Ck+1) est vérifiée, on déduit donc de (1) et des isomorphismes A, B

la suite exacte
: , B o O s .
,(2) nk+fM;mJ ﬁni+éM;mJ-—ank(Plgt(S ’M);Qo)——w*nk(M;mo)ﬁ"'

Remarques
(1) si f: gtk Ly est transversale sur T , et si on note Asf™ (T ycs
il existe une application F : S by Sk-+M transversale sur T , repré-

sentant 1'élément B[f] Enk(Plgt(S M),@ ), et telle que F (TO)EfA.

1+k

(2) Des que k+1 <inf(2n-8i-3, n - i-2), on a un isomorphisme
s S ‘ i,
nk(Plgt(S ,1ntN);¢o) ﬁnk(Hom(S ,1ntﬁN);@o),

ou N est un voisinage tubulaire de @0(81) dans M.
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En effet, la derniere condition de (C intervient plus car

) n!
i k+1
¢ 28 —-intN est une équivalence d'homotopie. On en déduit par composi-
(¢] .

tion un morphisme ¢ : 7 so)—ank(Plgt(Sl,M);@o) défini pour

1+k(Sl
k+1 <inf(2n-3i-3 , n-i- -2), et cofncidant avec B(@O)* lorsque B est défini.
Nous aurons également besoin de la suite exacte d'homotopie de l'inclusion
£ P]gt%Si,M)-éPlgt(Si,M), ou Plgto désigne le sous-espace des plongements
dont 1'image rencontre TO transversalement et en un seul point :

- o, i o i p velT i 8
(8) «..=n (Plgt™(8" M) J—sm (Plgt(s’,M)s0 ) ~ m (Plgt(S™,M)s59) = ...

Lemme : Si (i,k,n) vérifient (Ck+1) et k+2<1i, il existe une suite

exacte scindée

. . t - 0,1 Py ~
0~ 0(i)sida) - m (Plgt” (s ,M);cpo)—-—-y‘fr,i+k(}%1— To,mo) -0

Démonstration : On commence par deflnlr leg morphismes t et P,
Soit o: O(i)~ﬂD1ff(S 0) 1'1nclublon naturelle,;, et y: S - 0(i) une
appli(ation telle que (u ) = s on représente t[y] par 1l'application
& : ST K S -M définie par @y(x u) =8 ([ay(u)lx, u) o on a posé

o (x u)-¢ (x) pour tout u ES

Construisons toul de suite un morphisme
. 0,1 ] . .
g m (Plgt” (8, M)39 ) -7 ( 0(i);id)

qui vérifie gtu-identit’ . Si F:stx sFou représente

[F ] EH (Plgt (% M),@ Y, (T ) définit une section de la projection

de S'x °k sur s¥. 0n en déduit (comme au 5.1.3 n® (3)) que, des que

k+l<i, il existe une 1q0t0p19 ambiante de S X S respectant la projec-

tion sur Sk, qui amene F ‘(TO) sur s ¥ Sk. On peu@ donc supposer que
1(TO) =s X s¥. La trivialisation de v(F“l(TO);sl % sk) induite par la

trivialisation canonique de v(TO;M) définit alors un élément

E'(F) Gnk(io(i);id) par comparaison avec l'unique trivialisation (2 homo-

topie pres) qui se prolonge en une trivialisation de V(SOXDk+1 st Dk+1)

Si k+2<i, £' est bien défini car tout F: st x Sk—*M représentant 0 dans
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k(Plgt (st M)s59 ) et tel e B (T ) =5,% 5", se prolonge en

6: sty DLy get que G~ (T ) =s % "] Enfln il est clair que
E't=-identité. On pose donc E[F]‘ g [F]

Pour deflnlr P1[F] on considere un représentant G : S ¥ Sk_ﬁM de

(+ E[F)7')[F1. 81 k+1 <inf(i,n-i), on peut supposer que G- ) =s xS
et que la restriction de G & s X Sk se prolonge en une application de

S ka+1 dans T
0 0

Puisque E[G]=0 Gﬁk( 0(i)3id), il existe alors un voisinage collier

fermé VW de s, dans st tel que la restriction de G 2 Ux s¥ se prolonge

en une application G' : U x Dk+1-%M telle que G~ (T ) = k+1. Si on sup-
____,__.___0_

pose que V' ne contient pas s ,le recollement de W)x S et de

+1
G'|81? D , composé avec un homeomorphlqme fixé P de (Sl+k,do) sur
k+1

[(Sl I}XS ) UdWxD R uOJ (uo point-base de S‘), fournit un élément
Pl[F] €“i+k(M~TO;mO). On vérifie facilement que, si k+2 <inf(i,n-i), P,
est bien défini. On a manifestement p1t= 0. Nous allons maintenant faire
une construction qui, lorsque (C ) est vérifiée, montre que Py est sur-

Jectlve, et qui, lorsque (C ) est vérifiée, fournit une section T de pl

A toute application f: (Sl+k d )-*(M To’m ) on associe, par 1'intermédiai-

i+k

re de § , une application @va. x SKv st LM ot le bouquet est défini

par l'identificatidn de (;g,ul) ESly<Sk avec 60 ESl+k, ul% point-base uO

de Sk.

Soit ¥: S'«x Sk-—>S1 XSkHJSI+k ltapplication décrite sur la figure 7.

3 est 1'identité de S*« s¥ en dehors d'un disque DEED1+k,

~

s, xuy ED<:(SI'~1y)*(SkuU) (U voisinage collier fermé de u dans Sk, v

voisinage collier fermé de s dans Sl), et envolie la couronne CCD sur D
: : ° i+k-1 i+k-1 i+k

par l'identification naturelle de S*°% x’I/S ‘ % 0 avec S "« Enfin

la restriction de 3 & D-C se factorise a travers ltapplication naturelle

de (D-c/3(D=C), 3(D-C)/3(D=C)) sur (s1+k o ) Soit F = (8, vf)}C sty s¥ ou.

Si West un voisinage collier fermé de T dans M tel que @0 (Uﬂ _‘U{ on

1+k)<:M-—Wf. La restrlctlon de T a (S'-v) (Sk- 1)

définit alors une application

peut supposer que f(S

2K ok : i - \
F: (S7-u,3(s"-u)) —»(HomCP [ Jf)’),(M—L“))_],Plgt [(s -1, (M=)
0




e Sk

Figure 7

[EO———

ou l'indice 9, signifie que la restriction a 3(8'-V) des applications

I

considérées cofncide avec le plongement @0|B(Simuﬂ . Si la condition (Ck)

: 5 . ~ )
est vérifide, on déduit du théoreme de Dax relatif [43] que F est homoto-
pe rel. le bord (et & travers des applications du méme type) & une famil-

le de plongeménts.

On définit ainsi un élément de nk(PlgtO(Sl,M);@o) dont 1'image par Py est

la classe de f. Si la condition (C ) est vérifide, on aéfinit ainsi une

k+1
application

Mg (T ) = (Plgb® (™ M50 )

qui est une section de p,. Démontrons enfin l'exactitude de la suite.

Soit‘EFj Eﬂk(PlgtO(Sl,M);@o) tel que pl[F]:zO.'On considere une application

Gt 5 x % oM qui représente (¢t E[F]"V)[F] et qui vérifie 67T, ) =8 x sk,
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‘11 est clalr que G represonte 0 dans = (Hom (S M),@ ) ot Hom® est défini
de maniere analogue a Pigt? s1 Ck#l) est vérifide G représente 0 dans

k(Plgt (S M) 5 9, ) ce qui montre/[F] tE[F) et termine la démonstration
du lemme 5.2.2,

Lemme

(1) Le morphisme p,: = (M T ,m )-*n (M;ar ) induit par 1’]nc1uQ10n est

un isomorphisme our <1 1 et un monomorphisme pour j<n-2.
p J

(2) 1I1 existe un morphisme r : ni+k(M;ﬁ;)-ﬂni+k(81;§0) tel que
r(cpo)*= identité.

(3) si m (M) = ... =T, (M) =0, et si k<inf(n-3,n-i-2) la suite
0-7n,  (M-T »N)-_.,.u*n (M3 ) S = (si- ) =0
itk oMy P4k VM, Li+k 38

est exacte et scindde.

Démonstration : Le (1) a &té démontré dans ([M2], Appendice A). Pour

le (2) r est 31mplement la construction de Thom- -Pontryagin sur la gous-

variété f~ (T )C:S k, munie de la trivialisation induite par la trivia-
lisation canonique de V(TO;M) 3 11 est clair que r(@o)*= identitg.
En ce qui concerne le (3), nous allons montrer§Que si les conditidns
k<inf(d-3,n-i-1) sont remplies ., 1'élément r[f] En k(S ,s ) est la
seule obstruction & pouvoir détacher £(S +k) de T par une homotople de f.
Clest la version homotopique du théoréeme de R. Wells dont nous donnons
ici un bréve esquisse (rappelons que c'est & partir de 1la que dans 48 ]
le théoréme de Wells est démontrd par une méthode d'engouffrement).
Si r[f] 0, i1 existe une sous-variété L de Sl+kx‘I dont le bord est

(T )<:sl+k x {0}, et une trivialisation de Vv(Lj S1 +k xI) prolongeant la
tr1v1a11sat10n de v(f~ (T );S 1+kx {0} induite par la trivialisation cano-
nique de V(T sM). Si k+1 <n- i, on peut alors prolonger f en une applica-
tion f : S1+k x {0}JUL-M telle que F~ (T )=L, ol £ est un voisinage tubu-

laire de L dans S1 kx I. Les obstructlons & prolonger f en une application

F de S1 kx I dans M telle que F~ (T ) = A(TO)==L sont dang les groupes
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'Hj+1(A,B;nj(M—TO)), ou

A=sttEyr s

i

bl

et

i

B-situroen(st™®0tus).

Ces groupes sont isomorphes aux Hj+1(Si+kx,I,Si+ka<{O}LJL;%,(M~T0)) et
sont nuls des que j+1>k+2. On en déduit que le prolongemen% F existe
des que MwT0 est (k+1)Mconnexe, ce qui arrive si M est (k+1)~connexe et
si de plus k+1=n-2,-0ou encore’k wn-3. ‘

Le lemme 5.2.3 est ainsi démontré. Dans la suite, nous noterons

P, ¢ ni+k(M;m0)-wﬁi+k(MmTO;m0) la rétraction de p, définie par
. -1
py(x) =y bye(y) =x(p ) yr(x)]
p, est bien définie des que k <inf(n-3 , n-i-2) et nl(M)= ..°=ﬂ%+1(M)=(L

5.2.4 Proposition

(1) Si k <inf(2n-3i-4 , nmi~3) le morphisme n¢ se factorise a travers un

morphisgme

rel T

o, oL
P: Coker Jk -y (Plgt(S ,M)§@O)

(2) Si k<i~1, le morphisme £6 se factorise a travers un morphisme

rel T

Q: oy O(Plgt(Sl,M);wo)'* Ker J

k-1

qui vérifie QP =0 lorsque P est défini.

(3) Si k<i-2, il existe un morphisme P' : Ker Q —»Coker J  tel que

k
P'P=identité ; en particulier, P est monomorphisme.

Si k £inf(2n-3i-3 , n-i-2, i~1), Q est un épimorphisme.
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Démonstration de la proposition 5.2.4 S

Définition de P, P', Q : Le diagramme ci-dessous est commutatif lorsque

les fleches sont définies *(0n suppose k >2 ; sinon Coker sz:Keer.I =0),

T (80(i)) o ﬂk(Plgto(Sif,M)s@O)

Iy l @ % i

(875 ) —=—sn (Plgt(s” M) 59 )

J/ ’

) o, ol -
Coker J, Y (Plgh(sT,M)s9 ) Ker Iy

Tfkml(PlgtO(Si,M);@O) . sy (S0(i))

F i ikal

B ok H'Ni ° 9 R ) -
Ekml(llgL(b ,M)gwo) WMMmmwm%ni+km1(81;SO)

t est toujours définie (voir lemme 5.2,2),

o est aéfinie pour k <inf(2n-3i-4 , n-i-3) (voir 5.2.1 Remarque (2)),

E est définiekau niveaueﬂk pour k <i-2 gvoir lemme 5.2.2).

On définit @ ;Hk(Plgt(Sl,M);@o)<*Ei+k(slgso) pour k £i-2 de la maniere

suivante

k

(7] EWk(Plgt(Sl,M);mo) est représenté par I: S'x 8% - M avee F|S1 Xu=gq

pour u € U, U= voisinage collier du point-base u de Sk. La restriction

~

" ;
de F a sk—u définit naturellement une application F g Slx Dk*ﬁM telle que
« ALim Yy oo o apk
(1) »F (.I‘O):soan
i M . AN Popky oo
(2) La trivialisation de vi{F (PO);S x D) induite par celle de
. /\u,a .
v(TO;M) cofneide sur BF 1(TO) avec la trivialisation canonigque

de v(s aD¥ 5 st 3p¥).
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Al
Si 2k+1 <i+k, c'est-a-dire k <i~1, on peut supposer que F 1(TO) ne rencon-
tre s X Dk que sur son bord. On procede alors comme au début de ce cha-
: Al
pitre : on trouve un cobordisme normal rel. le bord entre F 1(TO) d'une

. k . L . .
part, la réunion de s % D" muni de la trivialisation ecanonique de

k i k e . P
v(sox D blx D ) et d'une variété sans bord d'autre part. Le résultat

de cette opération est bien défini si k<i-2. On définit alors a(F 7 ae

la maniere habituelle, en utilisant la construction de Thom-Pontryagin

dans (Sl~ms0)x Dk'

On vérifie tout de suite que le diagramme esl commutatif des
que les fleches sont définies. (On peut remarquer aussi que, lorsque f

est un isomorphisme (suite exacte (2) du 5.2.1), on a 0= erl ).

La commutativité du diagramme (:) se rameéne a celle du diagramme

ci-dessous qui est classique

o8
-4

”k(so(i)) > Ttk(HomS (Sl,Sl);id)

(o]
Jk l%

. i i. . J— 1 ol i el
T (8 ,50) === 7 (Hom (8,8 ),cs )
0 )
Les notations sont calquées sur celles du 5.2.1, et
o s SO(i)—ﬁDiff(Sl,sO)';»Homq (Sl,Sl) est 1'inclusion naturelle.
To
De la commutativité de (pour 1'indice k-1) on déduit l'existen-

ce de Q 3 de la commutativité de {pour 1lt'indice k) on déduit l'exis-
tence de P.

Pour la définition de P' : Ker Q — Coker J on part d'une application

. k’
-1 k .

F:S'x Dk~ﬂM s 81 k-1<1i, on peut supposer que BOF (TO) =8 ¥aD" ¢ i

k<i-1 et si Q[F]=0, on peut définir comme pour ¢ un élément de

ni+k(Sl;s0)’. On voit facilement que si k £i-2, le résultat est bien

¢ . : . N . . o1
Q(F] est 1'inverse de l'obstruction & l'existence d'un cobordisme normal

entre Fdl(TO) et sOka uvE, avE =g,
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‘défini dans Coker Jk (comparer & la benne définition de y dans le para-
graphe 5.1. Ici = (SO(i)) n'est pas forcément nul, mais On?peut annuler
IYObqtructlon a la chirurgie trivialisée en ajoutant a 1'app11cat10n

s s'x Dk X1 -M une application K du méme type représentant une homotopie

rel T
entre deux représentants de 0 Enk O(Plgt(s ,M);@O) (voir figure 8).

On vérifie que P'P=identité, donc P est monomorphisme. Remarquons que
ImP cKer 6 CKerQ , et que la restriction de P' & Ker 8 cofncide avec le

morphisme induit par 6.

B 0 ’
‘:'i:; ﬂ
6 ' & - 4 ]
1! ) BN Bl
: ; -
"0 - ~ . ~
y, ‘, ﬂ ~ N ~
v : < BN ° N h
he

e

Figure 8
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I1 reste a vérifier que Q est un épimorphisme. Ceci vient de la na-
turalité de Q pour 1l'inclusion int N=M ou N est un voisinage tubulaire

de @O(Sl) dans M, et de ce quc¢ dans le diagramme

n_ (Plgt®(st,int N)jo ) _Eﬁnkwl(so(i))
© ot k-1

A N . 9 .
nk_l(Plgt(S ,int N),@O) *““+ni+k~1(sl;so)

€ est surjectif, et 0 injectif des que k <inf(2n-8i-3,n-i-2,i-1) (c'est

~ . .
méme un isomorphisme).
Nous allons maintenant introduire des hypotheses de connexité sur M ;

Lemme : Si k <inf(2n-3i-3,n-i-2, n~—2i+1(cp0)—1 ,i-1), et si th(M) =0,

on a Ker Q =Ker 6.

Démonstration : On a Ker § CKer Q ;3 pour l'inclusion dans l'autre sens,

on utilise l'injectivité de By (voir lemme 5.2.3 et suite exacte (2)
du 5.2.1), et l'exactitude de la suite horizontale médiane dans le diagram-
me ci-dessous (voir lemme 5.2.2)

s
rel'% i Q !
[ (Plgt(s ,M);mo) —3 Ker J

k‘
& v
v

0=y g (M-T L) j—*“k_l(PlgtO'(Sl M50 ) ink_l(so(i)) -0

k-1

. £
1d ¥

A7

) Biy i
0 —>ni+k_1(.M-T0,m0)—> nk_l(Plgt(b ,M);(po)

Remarquons que les conditions du lemme sont en particulier satisfaites

si nl(M)= ...=1Lk+1(M)=0, et si 2i<n, k+1<i, et n<2k+6.
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Nous allons chercher dans quelles conditions P : Coker J, —Ker § est un

k
isomorphisme.

Lemme ,: Si nl(M)= ...=:nk+1(M)= 0, et si
k <inf(2n-3i-4 , n~-i-3 , n..=21+1(q)0)-2 , i-2), P: Coker Jy ~Ker & est un iso-
morphisme,

Démonstration : Il reste a voir que P est épimorphisme. Ceci découle

du diagramme ci-dessous ou la suite horizontale médiane est exacte, et

ou p, est surjective

~ 0,1 - o m ‘
m (Plgt™ (87 ,M);509 )m._.,ni+k(Mul, ;m0)~»0

eeeL

v, (st:e) 4 o (p1 t(st M) )..,._‘.p2.‘,,.,“B . (M-T i )
i+k 1Sl > k(~ gt(57, % i+k o’

T

P

Coker J, wmeiy Ker § L
k X -
I )
0 0

Les conditions du lemme ne sont pas satisfaisantes car si nk+2(M)%(), il
faut k <n~2i+k+1-2, c'est-a-dire 2i+1 <n, et on n'atteint pas %

dant, on a

Corollaire : Si nl(M)z ...==nk+2(M)=:0, et si n=2k+8, k+2<isn-(k+2),
on. a un isomorphisme

nkml(@(h) 3 eo) ——Coker J) @err L

Le’corollaire découle des lemmes 5.2.4, 5.2.5, 5.2.6, et de l'isomorphis-

me P de dualité vu en 5.2.0, compte- tenu de la llberte de Ker J

Ce corollaire a un intérét poﬁko S x Sn -t

par exemplp, clest- ’dlre
lorsque M est variété intermédiaire d'une fonction ayant deux points crlm

tiques, h: g™ %« [~1,




Cependant, en acceptant de moins bonnes conditions de dimension, on
peut montrer que P' est monomorphisme sans la condition parasite sur
nk+2(M) et méme sans condition sur nk+1(M). Pour cela, on se place dans
le domaine métastable 3(i+k) <2n, et on utilise le théoréme de Wells [307.
C'est possible car une application F Six Dk-*M est génériquement un plon-
gement sur le complémentaire d'une sous-variété U (a bord) de dimension

9(i+k)-n de S'x D¥.

On commence, grace a une isotopiév'ambiante de SiX Skwl qui respec-
te la projection sur Skml, par se ramener au cas ou aFul(TO) Eso"xBDk 5
c'est possible des que k-1<i. Si 2k+1 <i+k, ou k £i-1, on peut supposer
par position générale que soxDk et F“ (TO) ne se rencontrent que suivant
leur bord commun. 3 si k+2(i+k) n+l <i+k, ou 2k+1 €£n-i, on peut supposer,
tougourq par pos1t10n genera]e, gue la restriction de Fl%‘un vois%nage
de o X D UF (T ) est un plongemepﬁ. Si [F] 6K91=Q<Ink : (KPlgt(Sl,M);QO),
si on peut plonger un disque de dimension k+1 dans M et le disjoindre
de F(Six Dk) et TO respectivement (en particulier si nk(M)ch,
(i+k)+kel<m, (n-i)+k+l<n, 2(k+1) <n ) et si m (V. 1 o) =0 (etest-
a-dire k<<n~k~1—i+1) on peut, par une 1q0bople de T de support d14301nt
de F(Six 6DkLJU), transformer F~ (T ) en la réunion de 5, % Dk et d'une
variété sans bord AkCZ(Si«sO)ﬁka-mU. Grdce au théoreme de relevement
des 1qot0ples, on peut réaliser celte modification par une isotopie de F
fixe sur S X aD UU en restant dans 1'9spdce des applications de
(Dk gk- l,so) dans (Plgt(s',M),P1gt®(s", ),<p0). Si P[F]=0 €Coker J il

existe dans (Sl~s0)x]f&x I un cobordisme normal entre Ak et une sphere S,

Le théoreme de R. Wells est non seulement un théoréme de disjonction
mais aussi un théoréme de réalisation par isotopie de certaines modifica-
tions d'une intersection. En particulier ici, il permet, si certaines
conditions d'homotopie et de dimensions sont satisfaites, de modifier
Ak en Sk, a condition de pouvoir faire toutes les opérations en dehors

de U. En remarquant qu'il n'y a pas de chirurgie a faire en dimension
q q Yy

¢ N'oublions pas que toute modification suffisamment petite d'une famille

de plongements la transforme en une famille de plongements.
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‘maximum, ce qui supprime la condition sur nk+1(M), on trouve les condi-
tions nl(M)zr..~==nk(M)= 0, en plus des conditions précédentes. On peut
tout faire en dehors de U des que k+2(i+k)-n<i+k qui est déja vérifide.
k~«>M telle
que F~ (T )=s X D lJS . Puisque = (M)=:O et étant donné les conditions

On arrlve ainsi a representer [F] par une application F: S'x D

de dlmenqlon, on peut alors se ramener a une application F telle que
F (T ) s, XD #S Puisque (k+1)+2(1+k) -n <i+k, 11 existe une isotopie
amblante de st ¥ Dk fixe sur S' an UU, qui amene F~ (TO) sur s ¥ Dk. On

en déduit comme d'habitude que [F]l=0 On a donc démontré le

5.2.8 Théoreme : Si m (M)=... =nk(M)=0, si n=z6k+l, et si k+2<i sn-(k+2),

on a un isomorphisme

T k“l(d&h);eo)tmaCoker JkEBKer Jk~1

I1 suffit de rassembler les conditions de dimension qui précedent et

jn]

celles de la proposition 5.2.4 en se limitant a iy ‘, puis d'appliquéf”j

1'isomorphisme ® de dualitg.

5.2,9 Remarques

(1) En se plagant dans un domaine de dimensions favorable, on voit que
l'homotopie de M intervient essentiellement a travers l'homologie
du complexe

H s
~ “ Nf . r 1,00y 4
0‘~ni+k(MmT0,m0) e ni+k(M,m0)——¢TE ’So) 0

i+1<r.(S
Cette homologie correspond & des obstructions a détacher de T0 une
(i+k)-sphére de M, et ne fait intervenir que nl(M),...,nk+1(M).
relTO‘ i
(2) T1 ne suffit pas, pour qu'un élément de . (P1gt(s ,M);@O) soit
. ; K

nul, qu'il soit représenté par une application F : STx D' - M telle

On trouve en fait la condition supplémentaire n =2k+8 qui est effective
pour k=1 3 cependant, on voit directement dans ce cas que cette condi-

tion n'intervient pas car Coker Jk et Ker Jk—l sont nuls.
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-1 ; . . ’ .
que F (TO)EﬁDk. En effet, c'est le cas de tout élément qui g'éerit

P(x), ou xEECDk/T)Pk+1 CCoker J En effet, un tel élément est repré-

senté par un F avec F~ (TO)= sonykLJZk, ou ¥ est une k-sphere homo-
topique, et donc aussgi par un F avec le(TO)=556X‘Dk-#ZEEDk. Cecl se
produit trés souvent, puisque d'aprés W. Browder,

@k/b P41 =Coker Jk pour k # 2l oo (voir [4 ]).

L'explication de ce phénomene tient a la non existence d'une isoto-

pie rel. le bord dans Si>(Dk entre Sy ka=#Z¥ et s, X Dk s en effet,

le paramétrage standard de 8, % aDk ne se prolonge pas en un paramé-

trage de s, X Dkf#ik.

5.3 Interprétation en liaison avec le théoreme d'unicité faible des élimina-

tions (& paramétres) sur un cobordisme &lémentaire

Dans ce paragraphe, nous faisons le lien entre le caleul d'obstruc- -
tions effectué dans les paragraphes 5.1 et 5.2, et les théorémes démontrés
a priori dans les chapitres précédents, en particulier les résultats

des paragraphes 3.5.1 et 3.5.2.

Nous reproduisons, en les modifiant l1égerement, deux figures prove-
nant des chapitres précédents (figure 24 du chapitre 3 et figure 3 du
chapitre 4) afin de rappeler les notations (en général ce sont celles

de [12]).

W est un cobordisme élémentaire d'indice i+1, et h: W—-1R a trois

points critiques (do,d ,a) d'indices respectivement (i+1,i+1,i). Le

1

couple (do,a) est en position de s'éliminer, et on s'intéresse a

Ty 1(C(h;apdo);so), ou £, est un chemin élémentaire d'élimination choisi
" . ) X

comme point-base. Avec les notations du paragraphe 1.4.6 , on a

rel T

n_g(Clhsa,a e Y=n_ °(Plgt(s’ M)z ) .

® Notations de Kervaire-Milnor (46 ].

o6
La seule différence est que le couple (ci,cz) s'appelle maintenant (a,do).




LzLy {1}.

Lx[0,1]
M i
N
Ly {0}
Figure 9 [(h est la fonction hauteur ].
g
1 point critique
A
"L e
¢h1 3 points critiques
ver v-‘._\. e 7
'W/\\XLM,H'/‘/
3 points critiques
/

Figure 10 (dans 1'espace fonctionnel).
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Une métrique riemannienne 1M est fixée sur W : 1le chemin élémentaire

€4 est associé au couple (DO,A) de nappes de gradient issues de (do,a)

et limitées a la variété de niveau M, intermédiaire entre d, et a.

La métrique riemannienne 9 détermine un difféomorphisme
y ot M-SO-*IJ—C% , 00 L est une variété de niveau de h située immédiatement
au-dessus de d (donc en-dessous de dl) et ou C% est le bord dans L de la

nappe de gradient de h montant de do.

On appelle ¢! : Sl"*M«SO un plongement isotope dans M a 9, tel que
y@é(Sl) soit identique au bord ZO dans L de la nappe de gradient  de h

descendant de dl (voir figure 9). On a encore un isomorphisme

rel T . e
nk_l(c(h;a,do);eo)zfnk O(Plgt(Sl,M);@g) .

Soit ﬂ;l un chemin élémentaire de croisement (voir [4]) d'origine h,
réalisant le croisement de dl et do, et "associé" a la nappe de gradient
de h descendant de d, jusqu'a un niveau compris entre celui de dd et celui
de M. L'extrémité h1 de ce chemin est une fonction de Morse excellente
ayant trois points critiques (do’di’a)’ le couple (dl,a) étant en position

de s'éliminer.

On appelle'\);1 un chemin élémentaire d'élimination d'origine h1 (et
relatif au couple (di,a)) "asgocié" au couple de nappes de gradient de
h1 (et aussi de h) issues de d, et a et limitées au niveau M (qui est

| intermédiaire & la fois pour h et hl)' Les chemins €y ﬂo et v, sont re-
présentés sur la figure 10. On note g l'extrémité du chemin iﬁ : c'est
une fonction de Morse excellente ayant pour seul point critique le point

do (son indice est i+1).

Rappelons que l'espace F(h;do,dl) des bons chemins de croisement
d'origine h relatifs au couple (do’dl) a méme type d'homotopie faible

que l'espace des nappes adaptées a h descendant de d, jusqu'a un niveau

1
inférieur a celui de do ([4], chapitre II, § 3, corollaire de la propo-

sition 2). On en déduit (par 1'intermédiaire de la métrique M) un




isomorphisme naturel
| ,El . ‘ e . 1' N :
m (D(hsa a )50 )=mn  (Plet(s’,L),Plet(8™,L-®@ )3y 9)) .

Mais doket dl jouant un rdéle symétrique, on a aussi un isomorphisme

naturel
m (T(hysd ,d )5 ) %ﬂkﬂ(l’lgt‘(sjL ,L) ,Plgt(Sl;Lm@g);}/ ) .

(Remarquer que ﬂo est homotope a un chemin élémentaire de croisement d'ori-

gine h1 "associé" a la nappe de gradient de h, descendant de dé jusqu'a

1
un niveau inférieur a celui de d1 5 en effet, cette nappe est aussi de .
gradient pour h, et est donc disjointe de la nappe de gradient'devh des-

cendant de dl)m

Enfin, soit ﬂ(ggi) l'espace des bons chemins de naissance d'origine
g correspondant a la naissance d'un couple de points critiques d'indices
i et i+l a un niveau inférieur a celui de @ (c'est-d~dire & un niveau
0

difféomorphe a L).‘On déduit de la proposition 1.5.2 une suite exaéte
"'Ttk(l:O(l)XO(nml)T-gld) —-*nk(Vn(TL);VO) —*nk(if,'(g;l);vo) gTi{ﬂl([((l)XO(n-l)j,ld)"’

ou Vn(TL) est la variété des n-repéres tangents a L (VO est un point-
base de cet espace) et ou le morphisme de ﬂk([O(i)XO(nmi)]+;id) dans
nk(Vn(TL)gvo) se factorise a travers le morphisme induit par l'inciusion

naturelle de [0(i)x0(ﬂ=i)]+ dans SO(n).

Nous sommes maintenant en mesure d'interpréter le calcul de
ﬂkml(c&h;aydo);ao) en fonction des groupes ﬂj(F(hI;dO,di);ﬂo) et
njﬁﬁ(g;i);vo)o L'existence d'une telle interprétation est suggérée par
les résultats des paragraphes 3.5.1 et 3.5.2 et en particulier par la

figure 10 du présent paragraphe.




On définit un morphisme

et Ty (Algii)sv ) = m (D(ngsa,a,)5m,)

de la maniere suivante ¢ 1'application "extrémité d'un chemin® induit

un morphisme de nk+10€(ggi)gv0) dans ﬂk+1(Z;h1)9 ou L désigne la compo-

sante connexe (cocellule) de la strate de h] 3 étant donnée une applica-
. k+1 ; N ’ . . _ k+1

tion de (S ,*) dans (Zghl)ﬁ on la releve en une application de D

dans Diff Wx Diff R gréce a laquelle on transporte le chemin élémentai-

. - L - . k+1
re de croisement ﬂo : on obtient ainsi une application de D dans

l'espace des chemins de croisement (d'origine variable) dont le bord

Sfinit 174168 t e hé dans T UUEY: B
définit 1'élémeunt cherché dans nk(r(hl’dosdl)’no)@
De la méme maniere, on définit un morphisme
R e (Tlhysd a )sn ) =n  (Clhsa,d )se ) .

Plagons-nous maintenant dans des conditions de dimension telles que l'es-
pace Q(g;do) des chemins en queue d'arvonde d'origine g soit k-connexe 3

ctest le cas (voir 3.5.1 et 3.5.2) si

l = i = n.‘“ag pO‘llI’ k w O
21 <€<n-85 pour k=1

k+1 <1 et n-2i22k-1 pour k=2,
On peut alors définir un morphisme

8 ¢ nkwl(d(h;a,do);ao):ﬁnkﬁﬁ(g;i);vo)

de la maniére suivante : 1'application qui a un chemin d'élimination e
agsocie le chemin en queue d'aronde Voeéﬂo**a induit un morphisme

: e e s g - o 3 * o

ka1° 7[kml(@(h"a"do)’60) nkwl(Q(g’do)’vo T, 6"0) ’
Si o Enk~1(c(h3a’do)§€o)ﬁ on définit Sk(a) comme 1'élément de nkG%(g;i);vO)
qui provient d'une homotopie a 0 de 1'élément Hkml(a) : une telle défi-
nition est consistante si nk(Q(g;do);voéeﬂo**ao)::O (voir sur la figure 10

le cas ou k=1).

Kb,




5.3.2 Théoréme

Dans les conditions de dimension qui précedent, il existe un morphis-

me naturel de suites exactes

P CACTEOINIY. (Pt (87 ,M)g 1)

Akl lg%

m (I(hysd ,a )57 ) r, (Plgt(s™ ,M)s0!)

¥

B |
e rel TO' i
ﬂk«l(c(hga’do);eo) p— el T (P1gt (S ,M);@g)
/
8 8 {
: Ukt 0,01 o
e #(g5i)5v ) ' m_q (Plet” (87 ,M)50!)
Akwll ©
Vie-1 iy
e (T(hysa ,a,)5m) ' > o (Plgt(s7,M)59!)

1 | |

Démonstration

(1) Les morphismes Uk et Vk sont définis par le diagramme commuta-

tif ci-dessous

. B : |

eeg F(gsi)sy ) ‘ m (T(hsd a,)s5m )
61 n

nk(@(i)XO(nmi)T%id) nk+£Plgt(SﬂI),PIgKSlgLWGQZyQQ

Uk projectionl % Vk»
‘ nk(o(i);ia) 1, (Plgt (s ,Lm@%);y@é) ‘

] |+t

m (Plgt®(s* M)s!) 1 (Plgt(s* M-8 )so!)

¥
AR
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(2) La suite verticale de gauche.(dans 1'énoncé du théoréme 5.3.2)
est exacte

les composées R S, R et A S sont nulles par définition ; d'autre

k Pkt Pk Mo k-1 k
part on construit immédiatement un morphisme

dk: KeI'Akml ﬁnkml(c(h;a,do)gao)/Im Rk

> 1 >
tel que Skdk

montre de méme l'exactitude au point Ty 1(@)w Enfin, la k-connexité de

= identité, ce qui montre l'exactitude au point nkﬁf) $ on
1'espace Q(g;do) montre l'exactitude au point nk(F),

Remarque : On rapprochera la suite exacte

0 -~ Coker Ak=*nkml(c(h;a,do);ao)-ﬂKer beq =0
(valable sans condition de connexité sur M) de la suite exacte

0 ~»Coker Jk-*ﬂkwl(C(hga,do)§ao)'*Ker o1 ” 0

(valable lorsque M est k-connexe).

En‘particulier, si L=g" (done M=g" XSnPl), les deux suites exactes

du théoréme 5.3.2 sont isomorphes a la suite

J
SN k i . . AR k-1
nk(O(l);ld) m%>ni+k(sl)’*coker I, Bker Jk&l~*nkmfb(1);1d) —_— ..

Existe-t-il des éléments exobiques dans ﬂk(Diff Dn+1) (n grand) deés que

k=1 ?

Soit hs S®x I ~1 une fonction de Morse ayant deux points critiques
Cis Coo d'indices respectivement i et i+l ; soit 8(Snx I) le sous-espace
de g(Sn% 1) formé des fonctions sans point critique. Il est bien connu
(voir [47]) que 8(Sn% I) a méme type d'homotopie que 1'espace

Diff(s"x I, s™ x {0}) des pseudo-isotopies sur S"
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ot

L'application qui & un chemin de fonctions associe son extrémité

envoie C(h;cl,c2) dans 8(Snx'I),ce qui fournit un morphisme
m_(Clhse ,ey)) ~m  (Digf(s” xI, s"x {o})) .

Si k=2 et 4<i<n-4, ou si k>2, n=>2k+8 et k+2 <i <n-(k+2), on

déduit du corollaire 5.2.7 un morphisme

Ekml(h,ci,e2)z Coker J, @ker Jk_lnﬂnkml(Diff(SnxfI, s x (0})) .

Si Ekml(h’cl’c2) n'est pas nul, on aurait les premiers exemples
d'éléments de nkml(Diff Dn+1) ne provenant pas de nk_l(SO(n+1)) (k22) 3

en effet, on a rappelé dans 1'introduction 1'isomorphisme

1’].+1)

r, _,(Diff D %nkwl(SO(lﬁl))EB'n:kml(Diff(Sn;(I, s™ {01)).

Remarque : On voudrait montrer que la nullité de E ne dépend pas

4 k-1
de (h,cl,cz) (en particulier de 1'indice i) ; on commence par regarder
le probléme suivant : montrer qu'une famille & (k-1) paramétres de
chemins élémentaires d'élimination (i+1,i+2) obtenue par translation des

indices a partir d'une famille non triviale de chemins d'élimination

(i,i+1) ne peut pas étre triviale. Il est facile de montrer ceci dans le

cas ou l'espace Q'(h,c) des chemins de graphique comme sur la figure 11

issus dé h est k~connexe.
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"Mais la k-connexité de Q'(h,c) équivaut & la k-connexité de l'espace

Q(1-h,c) des chemins en queue d'aronde issus d'une fonction ayant un

point cfitidue ﬂfindicé n+1=?(i+1)=:nmi.

Malheureusement, les conditions dans lesquelles nous démontrons le
théoréeme de translation des indices & (k-1) paramétres (pratiquement celles
de la (k-1)-connexité de 1l'espace des chemins en queue d'aronde issus
d'une fonction ayant un point critique d'indice i+1) sont presque toujours
incompatibles avec les conditions dans lesquelles on sait montrer la

k-connexité de Q(1-h,c) (il faudrait i <n/2 et i >n/2).

Seul le cas k=1 est privilégié (on retrouve alors le résultat de
la fin du chapitre 4). Lorsque k=2, on sait faire la translation pour
nz27, i €£n-5, et on-n'a la 2-connexité de Q(lmh,c) que pour i £n-4 et
2i zn+l 3 ce dernier résultat semble améliorable : compte-tenu de la
construction, dans le paragraphe 5.1, du générateur de “1(3(h501’02)gzz s

on doit pouvoir imiter la démonstration du paragraphe 3.6 de [12] une

»o

autre voie serait de généraliser le théoreme 3.1.2 a des familles a 3

paramétres de plongements’ . on peut s'attendre a trouver comme Qon@1t10ns

Tn =29 et isn-T.

Remarquons pour finir que si on peut montrer, pour certainsjindices i,
que l'espace des chemins en queue d'aronde d'origine une fonctibh ayant4
un point critique d'indice i+1 est k-connexe et qu'il en est de méme de
1'espace analogue ou on remplace i+l par n-i, on aura montré que la trans-
1at10n des indices définit un automorphisme de groupes de

=1(c(h501’02);80) sur 7, (C(h 5¢q ,c'),e') ou h a deux pointg criti-
17 S d'indices i, 1+1, et ou h' est obtenue a partir de l'extrémi-
té de e, en faisant naitre un couple (ci,cé) des points critiques d'indi-

ques ¢

ces i+1, i+2. Pour 1'étude de Ekml(h’cl’c2)’ il suffira alors de raisonner

sur un indice i particulier.
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