De I’espace des triangles au probleme des trois corps

Alain Chenciner

Contrairement a un segment, un triangle a une “forme”, indépendante de sa taille et de sa
position : il peut étre isocele, rectangle, général ... Au cours d’un mouvement de trois points
matériels soumis a l'attraction newtonienne, la forme du triangle qu’ils définissent varie et
c’est précisément dans cette variation que réside la grande difficulté du “probléeme des trois
corps 7, parangon des systéemes “non completement intégrables” de la mécanique classique.
Notamment, les seules solutions “explicites” — celles décrites par Euler et Lagrange au 18eme
siecle — sont les “mouvements homographiques” au cours desquels la forme ne change pas,
chaque corps décrivant une orbite képlérienne de foyer le centre de gravité du systeme. De
méme, les classiques “inégalités de Sundman” sont obtenues en négligeant la contribution a
I’énergie cinétique des variations de la forme. C’est dans une courte note de 1896 qu’Henri
Poincaré se propose de chercher des solutions périodiques du probléme des trois corps dans le
plan qui soient “les plus simples” satisfaisant certaines contraintes sur I’évolution de la forme
du triangle, la complexité d’une solution étant mesurée par son “action lagrangienne”. Il ne
peut cependant réaliser son programme qu’au prix du remplacement du potentiel newtonien
en 1/7“ par un potentiel de “force forte” en 1/7“2. Des travaux récents ont montré que la
difficulté rencontrée par Poincaré — la possibilité de “collisions” entre les corps — disparait
si 'on s’intéresse a des solutions ayant certaines symétries spatio-temporelles. Il en est
résulté la découverte d’une floraison de nouvelles solutions “simples”, en particulier les
“chorégraphies”, telles le “huit”, dans lesquelles les corps se poursuivent sur une méme
courbe fermée & intervalles de temps égaux. L’exposé montrera comment la compréhension

de ces nouvelles solutions est liée a celle de la géométrie de I’ “espace des triangles”.
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PROLOGUE
0) Héron d’Alexandrie.

On trouve dans les Metrica (~ —124)) une expression remarquable, peut-étre
due a Archimede, de ’aire d’un triangle en fonction des longueurs de ses cotés.
Notons a, b, ¢ les carrés des longueurs des cotés du triangle et fixons la taille
du triangle en imposant a ceux-ci de vérifier la relation a + b+ ¢ = 3 (cela
revient a fixer a 1 le moment d’inertie par rapport a leur centre de gravité de
trois masses unité placées aux sommets du triangle). La formule de Héron est
5% = 5(s —+/a)(s — VD) (s —\/¢), ol 25 = \/a+ b+ /c est le périmetre, mais

je préfere I’écrire
1
S? = E(2ab + 2bc + 2ca — a® — b* — ).

Trois réels a, b, c > 0 sont les carrés des longueurs des cotés d’un vrai triangle
si et seulement si la formule ci-dessus définit un nombre positif S?. Dans
ces variables, 1’espace des triangles apparait donc comme un disque dont le
bord, formé des triangles aplatis (S = 0) contient trois points de collision
C1(a =0),C5(b=0) et C5(c =0). Considérer les formes de triangles orientés
conduit a recoller deux tels disques par leur bord. On obtient ainsi une sphere
dans laquelle ’équateur, formé des triangles aplatis, contient les trois points
de collision. Ainsi, I’évolution de la forme du triangle orienté que définissent
trois points qui se meuvent sans collision dans un plan est représentée par une
courbe dans la sphere privée des trois points Cy, Cs, C5 (figure 1). Notons la
riche topologie d'un tel espace, due a la possibilité de “tourner” autour des
points C;.

Figure 1

Remarque. Une construction plus conceptuelle de la sphere des triangles ori-
entés (shape sphere en anglais) a partir de 'espace (IR?)% = IRS des triplets
ordonnés de points dans IR? est obtenue en passant au quotient successivement
par les translations, les rotations et les homothéties : le premier quotient, qui
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transforme IR® en IR*, est obtenu en ne retenant des trois points que deux
vecteurs, par exemple celui qui joint le sommet 1 au sommet 2 et celui qui
joint le milieu du c6té 1-2 au sommet 3 (coordonnées de Jacobi); le deuxieme
est réalisé par I’application de Hopf de IR* sur IR? définie apres identification
de IR* & @2 et de IR & IR x @ par (21,22) — (|21]% —|22/|?, 221 22); le troisieme
est la fixation de a4b+c. Si on enléve les collisions, on obtient successivement
IR* privé de 3 plans, IR? privé de trois demi-droites puis la sphere privée de
trois points.

PREMIER ACTE
1) Kepler.

Les mouvements des planetes autour du soleil sont décrits dans 1’ Astronomia
nova (1609) et I’Harmonice mundi (1619). Chaque planete décrit une ellipse
dont le soleil est le foyer. Un tel mouvement est caractérisé par la ligne
des nceuds, intersection du plan qui le contient avec un plan de référence
(Iécliptique), par l'inclinaison de ce plan (angle avec le plan de référence),
par la direction du périhélie (point le plus proche du foyer) de 'ellipse dans
ce plan, par la longueur a du demi-grand axe de lellipse (qui détermine la
période T' du mouvement) et enfin par I'excentricité e de ellipse (e = 0 pour
un mouvement circulaire, e = 1 pour un mouvement colinéaire se terminant
en collision). Le mouvement a lieu sur Dellipse suivant la loi des aires : des
aires égales sont balayées en des temps égaux par le segment joignant le soleil
a la planete.

Notons I'importance des symétries du probleme : changer 1’origine du mou-
vement sur ’ellipse ou 'orientation de I’ellipse dans ’espace donnerait encore
un mouvement acceptable : on parle aujourd’hui d’invariance par translation
temporelle et d’invariance par rotation spatiale. La premiere est responsable
de la constance du demi-grand-axe a au cours du temps (conservation de
I’énergie), la deuxieme de la constance de ’excentricité e au cours du temps
une fois a fixé (conservation du moment cinétique). Le symétrique (image
dans un miroir) d’'un mouvement par rapport a un plan contenant le soleil
est également un mouvement acceptable et c¢’est une facon d’expliquer le fait
que chaque mouvement ait lieu dans un plan. L’homothétique d’une ellipse
est une ellipse de méme excentricité et si I’on modifie la vitesse par une ho-
mothétie de rapport bien choisi, on obtient encore un mouvement acceptable.
Plus précisément, la troisieme loi de Kepler affirme la proportionnalité du
carré T? de la période T du mouvement au cube a® du demi-grand axe : si
7(t) est un mouvement, il en est donc de méme de 7 (£) = A~ 37(At) quel que
soit A > 0.

Pour faire le lien avec ce qui va nous intéresser, il est préférable de rapporter
a la fois le mouvement du soleil et celui de la planete a leur centre de gravité
G. Chaque corps parait alors se mouvoir sur une ellipse de foyer G. La masse
du soleil étant de I'ordre de 1000 fois celle de la plus grosse planete (Jupiter),
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le changement n’est pas tres spectaculaire car G se trouve a l'intérieur du
soleil et I'ellipse décrite par le soleil est tres petite. Mais si par la pensée nous
considérons deux masses du méme ordre, on obtient la situation représentée
sur la figure 2. Si de plus les deux masses sont les mémes et le mouvement
circulaire, les deux corps se poursuivent indéfiniment sur un méme cercle.
C’est le premier exemple d’'une chorégraphie.

e =~ O
;
waafes <€

( W, = u—*z,)

Figure 2

2) Newton.

Le principe de 'attraction universelle avec une force en 'inverse du carré de la
distance est énoncé dans les Principia (1687) mais il se passera de nombreuses
années avant que les équations du mouvement soient écrites sous la forme
qu’on leur connait aujourd’hui et que je rappelle maintenant.

Notons E l’espace euclidien dans lequel se meuvent les corps et repérons le
i®™e corps, de masse m; > 0, par le vecteur 7 € E. Jadopte la convention
des mécaniciens en notant par un point au-dessus d’un vecteur dépendant du
temps la dérivée temporelle de celui-ci. Les mouvements causés par 'attrac-
tion newtonienne sont régis par les équations

mity =S (7 ), =1, (%)

G£i |T] - /r'b|3

En additionnant ces équations, on obtient Z ~1 m; rl = 0, qui exprime que
le centre de gravité e = (O, mi)"t > mi7; a un mouvement rectiligne

uniforme : 7¢ = 0. On choisira un repere galiléen dans lequel 7g = 0.
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L’espace des configurations et ’espace des phases : le premier est ’espace des
n-uples de positions des corps :

X = {JI: (7?1,...,7_’;1) € E" Zmzﬂ :6}7
i=1

ou plutot ensemble X' des configurations sans collision (r; # 75 sii # j).
Le second est Pensemble X x X des couples (z,y) d’'un n-uple de positions
x = (T1,...,7,) et dun n-uple de vitesses y = (¥,...,7,), qui vérifient
chacun Y m;7; = 0 et > mU; = 0.

Le produit scalaire des masses (ou de l’énergie cinétique) : c’est un produit
scalaire sur I'espace X, défini a partir du produit scalaire (,), sur E, dont
I'introduction simplifie I’écriture des équations.

n
Si x= (fyl»;"?/)ay: (77,1/7"-7771,;)’ on définit x/-l‘,/:zmi <F2’F2/>E
=1

Les fonctions sur ’espace des phases (et méme sur X x X') définies par
n

i=1

sont respectivement le moment d’inertie de la configuration par rapport a son
centre de gravité, la moitié de la dérivée temporelle de celui-ci et le double
de I'énergie cinétique. Une identité classique qui remonte a Leibniz dit que,
puisque Y m;7; = 0, on a

1
= g Sl
Z?:l my i<j

La fonction potentiel U (—U = énergie potentielle), I’ énergie totale (ou Hamil-
tonien) H et le Lagrangien L sont respectivement définis par

G o 1 1
U= Zmimjuri — 7|7t H = SK-U L=cK+U.
1<J
Dans ce langage, les équations () deviennent simplement
¥ =VU(x), (%)

ou le gradient V de la fonction U est pris pour la métrique des masses.
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Rappelons que, dans l'espace euclidien X, le gradient VU (z) € X de la fonc-

tion U au point x € X est défini a partir de la dérivée AU (z) par l'identité
U(x)§ = VU (x) - & pour tout £ € X. Le gradient d’une fonction en un point

est orthogonal a l’hypersurface de niveau de la fonction contenant ce point.

Les symétries évoquées précédemment a propos du probleme de Kepler sont
également des symétries du probleme des n corps : translations spatio-tempo-
relles, rotations, homothéties (A~ z(\t) est solution pour tout A > 0 si z(t)
est solution) et permutation de masses égales.

Remarque. Le fait que toutes les solutions d’énergie négative du probleme
des deux corps soient périodiques est une propriété remarquable du potentiel
newtonien. Parmi les potentiels en r“, seuls celui-ci (a« = —1) et le potentiel
harmonique (a = 2) la possédent. Pour les autres valeurs de a les orbites
ont une précession (penser a la composition d’'un mouvement elliptique avec
une rotation réguliere de 'ellipse autour de son foyer) qui fait qu’elles sont,
suivant les valeurs de 'énergie, périodiques ou quasi-périodiques.

3) Euler et Lagrange.

Lorsque n est strictement supérieur a 2, une solution du probleme des n
corps présente en général une variation continue de la forme de la configura-
tion. Je considere ici comme ayant la méme forme deux configurations qui
ne different I’'une de l'autre que par une similitude. Cette différence majeure,
I’existence d’une forme pouvant varier, explique la bien plus grande complexité
du probleme des que n est supérieur a 2. Ainsi, il n’est pas étonnant que les
seules solutions explicites du probleme des trois corps soient les solutions ho-
mographiques, solutions “a forme constante” découvertes deés le 18°™¢ siecle
par Euler (configurations colinéaires, 1765) et Lagrange (configuration équila-
térale, 1772); pas étonnant non plus que, dans ces solutions, chaque corps ait
un mouvement képlérien autour du centre de gravité, elliptique si I’énergie est
négative (figure 3 dans le cas équilatéral).




Seules des formes tres particulieres, les configurations centrales, sont compati-
bles avec de telles solutions : en effet, ces configurations doivent en particulier
s’effondrer homothétiquement sur leur centre de gravité si elles sont relachées
sans vitesse initiale (excentricité 1); autrement dit, la configuration des forces
est proportionnelle a celle des corps : VU(x) = kx, ce qui s’écrit encore
VU (z) = (k/2)VI(z). Les configurations centrales sont donc les points cri-
tiques de la restriction de U aux spheéres I = constante (voir la figure 7).
Puisque les distances mutuelles ou mieux leurs carrés a, b, ¢ caractérisent un
triangle et sont indépendantes (voir le prologue), la condition équivaut a ce
que

ou kol oU kol 0U kol

da  20a’ O0b 20b° Oc  20c
Mais,

1
>
et on en déduit ce résultat surprenant que, quelles que soient les masses, le
triangle équilatéral est la seule configuration centrale non colinéaire de trois
corps. L’importance des configurations centrales tient en particulier a ce que
les mouvements d’équilibre relatif (e = 0) sont les singularités des équations
réduites (i.e. des équations qui régissent les mouvements a isométrie pres).

=

_1 _1 _
U =momga™ 24+msmib™ 2+mymac™ 2,1 (mamaa+mzmib+mimac)

4) Sundman.

Les seules méthodes générales d’étude de I’évolution globale d’un systeme de
plus de deux corps consistent en la comparaison avec des mouvements de type
2 corps. C’est en particulier le cas des inégalités de Sundman : une configu-
ration z € X étant fixée, l'espace des vitesses se décompose en la somme
orthogonale (pour la métrique des masses) de trois sous-espaces, respective-
ment les vitesses homothétiques (proportionnelles & ) qui correspondent aux
purs changements de taille, les vitesses de rotation qui correspondent aux
mouvements de corps solide et les vitesses de déformation : y =y, + v + yq.
On montre facilement que |lyn||? = J?/I,||ly-||*> > |C|?/I (avec égalité si
le mouvement a lieu dans un plan), ou C = Z?Zl m;T; N\ FZ est le moment
cinétique, et enfin ||yq||> > 0 qui traduit notre ignorance de ce qui concerne
les changements de forme. Le résultat est ’inégalité de Sundman

IK —J* > |CJ?,
qui devient une égalité pour les mouvements homographiques, nécessairement
plans (un résultat profond de Lagrange) et les seuls pour lesquels y; = 0.

Aller plus loin exige donc que l'on tienne compte des variations de la forme
(i.e. de la classe de similitude) de la figure que forment a chaque instant les
n corps et en particulier, démarche souvent fructueuse, que 'on donne une
structure a I’ensemble de toutes les formes possibles; dans le cas de trois corps,
c’est exactement ce que nous avons fait dans le prologue.



5) Poincaré.

Les solutions de (+*) sont exactement les points critiques de I'action lagran-
gienne qui, a un chemin [0,7] > t — x(t) € X fait correspondre I'intégrale

A(z) :/o B]\a’c(t)||2+U(x(t)) dt.

Cela signifie qu'un chemin z(t) dans X est une solution de (**) si et seulement
si la variation A(x + dx) — A(x) de I'action est “du second ordre” par rapport
a la variation dx(t) du chemin x(t) : c’est le Principe de moindre action.

Dans une note aux C.R.A.S. d’a peine trois pages datée du 30 novembre 1896
et intitulée Sur les solutions périodiques et le principe de moindre action,
Poincaré se propose de trouver de nouvelles solutions périodiques relatives
(i.e. dans un repere tournant, ou modulo rotation) du probleme des trois
corps dans le plan en imposant certaines contraintes aux variations de la
forme du triangle. Plus précisément, il remarque qu’au bout d’une période,
I’ensemble de la configuration ayant par définition tourné d’un certain angle
autour du centre de gravité, le coté 1-2 aura tourné d’un angle total «, le
coté 2-3 d’un angle a + k127 et le coté 3-1 d’un angle a + ko2, ou ky et ko
sont des entiers relatifs. Fixant k; et ky et la période T, il cherche de telles
solutions (dans un certain sens les plus simples) comme minima de ’action
lagrangienne fOT [3112(t)||? + U(x(t))] dt parmi les chemins z : [0,T] — X
ayant ces propriétés.

Cette démarche, qui rend au Principe de moindre action son sens étymolo-
gique, est la méme, au remplacement pres de la longueur par ’action qui est
une intégrale du méme type, que celle par laquelle les géometres cherchent
une géodésique fermée d’un hyperboloide a une nappe comme une courbe de
longueur la plus petite possible parmi celles qui “font le tour” du trou (voir la
figure 4). Rappelons qu’une géodésique est une courbe 7y tracée sur la surface
ayant la propriété suivante : les segments suffisamment petits de v ont une
longueur inférieure ou €égale a celle de tout segment de courbe tracée sur la
surface et ayant les mémes extrémités.
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Dans le cas qui nous occupe, chercher un chemin z(t) d’action minimale n’est
pas absurde puisque

1) d’une part, le lagrangien étant positif, il en est de méme de l’action qui
est donc minorée;

2) d’autre part, si k1 et ko ne sont pas nuls, le minimum ne peut pas étre

atteint “a l'infini” car les contraintes obligeraient alors le chemin a étre infini-
ment long et donc ’action, plus précisément, I'intégrale de 1’énergie cinétique,
a étre infinie (on dit qu’il y a coercivité).
On peut méme démontrer ’existence d’un minimum : ce sera fait par Tonelli
aux alentours de 1925. Un probleme majeur, celui des collisions, rend cepen-
dant difficile 'application de ce programme. Sundman montrera en 1913 que
si un certain nombre de corps soumis a l'attraction newtonienne entrent en
collision a linstant tg, leurs distances mutuelles sont de l'ordre de |t — t0\§
et les dérivées temporelles de celles-ci de Pordre de |t — to| 3. Ces estima-
tions sont des conséquences de la symétrie d’homothétie du probleme des n
corps. Elles rendent convergente l'intégrale d’action, ce qui permet seule-
ment d’affirmer qu'un chemin minimisant cette intégrale est la concaténation
d’un nombre peut-étre infini de segments de solutions aboutissant a des col-
lisions. Bien que ne connaissant pas et pour cause les travaux de Sundman,
Poincaré connait ces estimations dans le probleme des deux corps. Il évite
alors l'obstacle en remplagant I’attraction newtonienne en 1/r? par une at-
traction “forte” en 1/r3. Une telle attraction, déja étudiée par Newton, rend
divergente 'intégrale d’action aux collisions et supprime donc le probléeme.

Interprétons maintenant les contraintes imposées par Poincaré : dans une so-
lution périodique relative, la forme du triangle est la méme apres une période.
A la solution est donc associé un lacet dans la sphere privée de trois points
des formes de triangles orientés sans collision. Mais une sphere privée de trois
points se déforme contintiment sur un bouquet de deux cercles (deux cercles
attachés par un point, ou encore une courbe en forme de huit : figure 5).
Les entiers ki et ko représentent la classe d’homologie du lacet, c’est-a-dire le
nombre algébrique de tours qu’apres déformation, le lacet effectue sur chaque
lobe du huit. Poincaré minimise donc ’action en fixant la classe d’homologie
dans 'espace des triangles.




DEUXIEME ACTE

6) Remplacer les contraintes homologiques par des contraintes de
symétrie.

Les difficultés rencontrées par Poincaré ne sont pas illusoires : il arrive en effet
souvent que la minimisation sous contraintes d’homologie (ou d’homotopie)
conduise a des minima qui ont des collisions. Ce phénomene a été analysé
dans le cas de deux et trois corps respectivement par Gordon (1977) et Ven-
turelli (2001). Dans le probléme des trois corps dans le plan, mais cette
fois pour les solutions périodiques absolues (i.e. celles qui au bout d’une
période reviennent exactement au méme état; elles sont alors associées a trois
entiers ki, ks, k3, puisque chaque coté du triangle tourne d’un nombre en-
tier de tours au cours d’une période), Andrea Venturelli a pu montrer que
si (k1,ka,k3) = £(1,1,1), le minimum de Paction est réalisé par n’importe
quelle solution homographique équilatérale. Mais si (k1, ko, k3) # +(1,1,1) et
si k1, ko, k3 sont chacun différent de 0, les seuls minima sont les solutions ho-
mothétiques équilatérales, qui commencent et se terminent en collision totale.

C’est le remplacement des contraintes topologiques par des contraintes de
symétrie qui a donné a la méthode variationnelle toute sa pertinence pour le
cas newtonien. Dans ce qui suit, nous nous intéresserons surtout aux solutions
périodiques absolues. Soit A I'espace des lacets de période T dans I'espace de
configuration X du probléme des n corps dans I'espace euclidien E (pour que
I'intégrale d’action existe, on se limite aux lacets appartenant a I’espace de
Sobolev HY(IR/TZ ,X), i.e. ceux dont la dérivée au sens des distributions est
de carré intégrable). L’action A est définie sur A et le groupe G = O(F) X
0(2) x ¥ agit sur A en la laissant invariante : le facteur O(FE) représente les
isométries de E agissant sur le triangle par rotation ou symétrie, le facteur
O(2) celles du cercle IR/TZ de longueur T agissant comme des translations
ou des renversements du temps et X est le groupe fini qui permute les masses
égales.

Plus précisément, le transformé du lacet ¢t — z(t) = (71(t),...,7n(t)) par
I'élément (p,7,7) € O(E) x O(2) x X est le lacet

t— (pf;r—1(1)(7'_1(t)), o ,p’Fﬂ.—l(n) (7'_1<t))) .

Soit I' un sous-groupe de G et Al l’ensemble des lacets invariants par T.
Un lemme classique de Palais montre qu’un point critique t— x(t) de la
restriction de I’action & A est encore un point critique de I’action. L’idée est
alors de choisir un sous-groupe fini I' pour lequel les minima de I'action dans
AT n’aient jamais de collision. Que ceci se produise pour de nombreux choix
de I" se comprend aujourd’hui (apres restriction a un domaine fondamental de
I’action du groupe I sur le cercle du temps IR/T Z) a la lumiere du Théoréme
de Marchal qui affirme que les chemins de configurations t — x(t) minimisant
Uaction a extrémités x(0) et x(T) fizées ne présentent jamais de collision dans
Uintervalle ouvert 0, T.
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Pour un exposé non technique de ce théoreme, je renvoie a mon article
Solutions du probleme des m corps joignant deux configurations : [’idée de
Marchal et ce qui s’en suit dans la Gazette des mathématiciens de janvier

2004 (numéro 99).

Le reste de I'exposé, essentiellement des figures, est consacré a un exemple
de minimisation sous contrainte de symétrie dans le cas du probleme plan de
trois corps de masses égales, exemple dans lequel le groupe I' est le groupe
des symétries de I'espace des triangles orientés.

7) Le groupe dihédral Dg ou les symétries de ’espace des triangles
orientés.

Joints a ’équateur (triangles aplatis), les trois méridiens formés par les tri-
angles isoceles découpent la sphere des triangles orientés en 12 régions dont
chacune est le domaine fondamental d’une action du groupe dihédral Dy,
groupe des symétries de 'hexagone régulier. La figure 6 définit cette action
ainsi que son relevement a X. On a normalisé la taille en fixant la valeur de
I correspondant a des masses égales, i.e. a + b+ c= constante.
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Figure 6

L’action de Dg laisse invariante la restriction a I = 1 de la fonction poten-
tiel U, qui est naturellement définie sur la sphere des triangles orientés. La
figure 7 indique, dans le cas de trois masses égales, les courbes de niveau de
cette fonction. Les points critiques sont les configurations centralesintroduites
dans le paragraphe 3. Les deux poles sont les triangles équilatéraux direct et
rétrograde : ce sont des minima de U|;=1; Les trois configurations colinéaires
d’Euler sont au contraire des cols.
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Figure 7

8) Relévements & moment cinétique nul ou comment un chat se
retourne en tombant.

Chaque chemin dans 'espace IR® (=cone sur S2, voir la remarque & la fin
du prologue) des triangles orientés de taille quelconque se releve de fagon
unique (une fois choisi le relevement de son origine) en un chemin z(¢) dans
I'espace de configuration X dont la vitesse y(t) = 2(t) en chaque point a
une composante de rotation y,.(¢) (voir le début du paragraphe 3) égale a 0.
Ceci équivaut & la condition que le moment cinétique C(t) = S m;7(t) A 7 (t)
soit identiquement nul. Les géometres interpretent ceci comme le relévement
horizontal pour une connexion. La courbure de cette connexion se traduit par
I’existence d’holonomie : le relevement d’un lacet n’est pas nécessairement un
lacet. Plus précisément les configurations initiales et finales peuvent différer
d’une rotation. Dans ce cas, un mouvement global de rotation a été obtenu
sans qu’aucune vitesse de rotation soit présente, la déformation étant seule
responsable. C’est un phénomene analogue qui explique la capacité qu’a un
chat tombant d’un toit sans moment cinétique de se retourner durant la chute
grace a des déformations bien choisies de son corps .

4 ) y \
Ly C. 3 >
1 : e _
Lot &2 4
Figure 8

Minimiser ’action parmi les chemins qui relevent un lacet de l’espace des
triangles orientés conduit en général a des solutions périodiques relatives
et c’est bien ce que cherchait Poincaré (paragraphe 5). En effet, en intro-
duisant une composante non triviale de rotation dans la vitesse #(t) on ne
fait qu’augmenter 'action; un minimum sera donc le relevement horizontal
du lacet dans ’espace des formes et par suite il ne sera en général pas fermé.
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9) Le huit : une solution du probléme des trois corps de méme
masse dans le plan qui possede toute la symétrie de 1’espace des
triangles orientés.

Le groupe Dg agit sur 'espace des lacets de période T dans l’espace des
triangles et méme sur 'espace A des lacets de période T dans l’espace des
configurations X : on combine son action sur I’espace des triangles ou ’espace
des configurations (ces actions sont définies sur la figure 6) avec l'action sur
le temps définie comme suit : s agit par t — ¢t +T/6 et o par t — —t.

Le relévement horizontal (i.e. & moment cinétique nul) d’un lacet dans ’espace
des triangles orientés (de taille quelconque) invariant sous 'action du groupe
D¢ de symétrie de cet espace se trouve étre un lacet dans X (c’est une
conséquence des symétries). Ceci implique que, minimiser I’action parmi les
chemins dans X qui se projettent sur un lacet Dg-invariant dans ’espace des
triangles orientés, revient a minimiser I'action dans le sous-espace AP¢ des
lacets dans X invariants par I’action de Dg. Un minimum x(¢) posséde toute la
symétrie de ’espace des triangles orientés alors que les solutions équilatérales
ne partagent pas cette propriété puisque 'orientation du triangle (qui reste
équilatéral) ne change pas au cours du mouvement. Qu’un tel minimum soit
dépourvu de collision a été prouvé a la fin de 1999 par 'auteur et R. Mont-
gomery. La solution obtenue est une chorégraphie de moment cinétique nul :
les corps se poursuivent indéfiniment a intervalles de temps égaux sur une
courbe plane en forme de huit (figure 9).

20671
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Figure 9

Au bout d’un tiers de période, les corps sont revenus aux mémes places avec
les mémes vitesses a une permutation circulaire pres.

Au cours du mouvement, le moment d’inertie et le potentiel ne varient que peu.
C’est d’ailleurs cette propriété qui est a la base de la premiere démonstration
de I’absence de collisions en permettant la comparaison avec un lacet Dg-
symétrique dans lequel I et U restent constants (et qui se projette donc sur
la courbe de niveau singuliére a trois lobes représentée sur la figure 7). Parmi
les propriétés du huit, notons que la tresse qu’il définit dans I'espace temps
est la tresse borroméenne dans laquelle trois cercles sont enlacés trois a trois
mais non deux a deux (figure 10). Autrement dit, il s’agit vraiment d’une
interaction triple pour laquelle la meilleure illustration semble étre le jonglage.
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Figure 10

Remarques.

1) De tres nombreuses chorégraphies de trois corps (et plus) de masses égales
ont été découvertes numériquement depuis 4 ans, en particulier par Carles
Simé (voir par exemple http://www.maia.ub.es/dsg/3body.html). On peut
d’ailleurs montrer que, méme en se limitant a trois corps, il y en a une infinité

2) Une famille remarquable de solutions périodiques relatives dans l’espace,
la famille P;o découverte par Christian Marchal, relie le huit a I’équilibre
relatif équilatéral de trois corps de masses égales (figure 3). Elle est décrite
sur la figure 11 dans un repere tournant dont 'angle de rotation au cours
d’une période varie de 0 pour le huit & —27 pour I’équilibre relatif (le triangle
équilatéral parcourt deux fois le cercle dans le repére tournant). Notons que
pour des raisons qui tiennent a la topologie de ’espace des triangles, une telle
famille ne pourrait exister dans le plan. Elle définirait en effet une homotopie
(i.e. une déformation continue a travers des lacets dans la sphere des triangles
orientés privée des trois points C1, Cy, C3) du lacet que définit le huit au lacet
constamment égal a un triangle équilatéral (par exemple le triangle direct
L.). Mais si une telle homotopie existait, la tresse définie par le huit serait
triviale, or nous venons de voir qu’elle ne l’est pas (figure 10). Dans 'espace,
par contre, l'orientation du triangle n’est plus définie et la sphere doit étre
remplacée par le disque de la figure 1, disque qui méme privé des trois points
Ch, (5, (5 appartenant a son bord se déforme continuement sur son centre, ce
qui permet ’homotopie en question (figure 12). Il est intéressant de rappeler
que le groupe fondamental d’un espace topologique, groupe dont les éléments
sont les lacets “a homotopie pres”, avait été défini par Poincaré en 1895, soit
un an avant la note que nous avons évoquée.
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Figure 12

10) En guise de conclusion : retour a la géométrie du triangle.

Je ne sais si I'on apprend encore au college les jolies propriétés d’intersection
des droites remarquables d’un triangle. Des propriétés du méme type ont été
découvertes par Toshiaki Fujiwara et ses collaborateurs pour la famille de tri-
angles décrite par trois corps parcourant le huit. Par exemple, que le moment
cinétique du huit soit égal a 0 implique qu’a chaque instant les trois droites
définies par les vitesses (i.e. les tangentes au huit aux positions a cet instant
des trois corps) se coupent en un méme point qui décrit au cours du temps une
courbe en forme d’hyperbole. Pour le potentiel en 1/r? considéré par Poincaré,
la géométrie de la solution en huit est d’'une surprenante richesse : non seule-
ment les trois tangentes se coupent mais aussi les trois normales (cela résulte
de la constance de I qui est une propriété de toute solution périodique pour ce
potentiel particulier). Je renvoie a larticle Synchronized Similar Triangles for
Three-Body Orbit with Zero Angular momentum par T. Fujiwara, H. Fukuda,
A. Kameyama, H. Ozaki et M. Yamada pour d’autres surprises. La figure 13
en est extraite. On le trouve & http://arxiv.org/abs/math-ph/0404056
Enfin, on peut contempler de belles animations a ’adresse http://www.
clas.kitasato-u.ac.jp/ fujiwara/nBody/TeqConstLeq0/centersGIF.html

Figure 13
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Appendice 1. L’article de 1772 ol Lagrange étudie pour la premiere fois le probleme

des trois corps en prenant comme variables les distances mutuelles.

ESSAI

LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

Juvat integros accedere fontes.

Lucer.

(Prix de I'Académie Royale des Sciences de Paris, tome [X, 1772.)

AVERTISSEMENT.

Ces Recherches renferment une Méthode pour résoudre le Probleme
des trois Corps, différente de toutes. celles qui ont été6 données jusqu'a
présent. Elle consiste 2 n'employer dans la détermination de I'orbite de
chaque Corps d’autres éléments que les distances entre les trots Corps,
¢’est-a-dire, le triangle formé par ces Corps a chaque instant. Pour cela,
il faut d’abord trouver les équations qui déterminent ces mémes dis-
tances par le temps; ensuite, en supposant les distances connues, il faut
en déduire le mouvement relatif des Corps par rapport & un plan fixe
quelconque. On verra, dans le premier Chapitre, comment je m'y suis
pris pour remplir ces deux objets, dont le second surtout demande une
analyse délicate et assez compliquée. A la fin de ce Chapitre, je ras-
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Appendice 2. La note aux C.R.A.S. de Poincaré (30 novembre 1896).

SUR LES SOLUTIONS PERIODIQUES
Er LE PRINCIPE DE MOINDRE ACTION

Comptes rendus de ' Académie des Sciences, 1. 123, p. 915-918 (30 novembre 1890).

La théorie des solutions périodiques peut, dans cerlains cas, se ratlacher au
principe de moindre action.

Supposons Lrois corps se mouvant dans un plan ct s’atlirant en raison inverse
du cube des distances ou d’une puissance plus ¢levée de ces distances; j'appelle a,

b, ¢ ces trois corps.
L’éncrgie cinétique T est essentiellement positive et il en est de méme de la

kmm'
rﬂ

fonction des forces U, qui est égale 4 une somme de termes de la forme )

ou k est unc constante positive, m et m' les masses de deux des trois corps,
r leur distance et n un exposant au moins égal & 2.

L’action hamiltonienne

)= f (T +U)de
o

sera donc ¢ssentiellement positive.
Considérons une classe de trajectoires de nos trois corps a, b, ¢; ce seront
des Lrajectoires fictives, ¢’est-a-dire ne satisfaisant pas aux équations du mou-

vement; mais elles seront soumises aux condilions suivantes :

1° Au temps ¢, les distances des trois corps seront les mémes qu’au temps ¢,}
les vitesses seront les mémes en grandeur ct feront les mémes angles avec les
cotés du triangle des trois corps; en d’autres termes, la figure formée par les
trois corps et par les droites qui représentent leurs vitesses aura repris a

Iépoque ¢, la méme forme qu'elle avait a I'époque &,; ou bien encore les

18



