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ROBERT HOOKE : Observation of Saturn rings, 1666
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Isaac Newton Philosophiz naturalis Principia Mathematica Liber ter-
tius Propositio VIII Theorema VIl “S: la matiére de deuz globes qui
gravitent l'un vers l’autre est homogéne & égales distences de leurs cen-
tres-: le poids de l’un de ces globes vers lautre sere réciproquement
comme le quarré de la distance qui est entre leurs centres” (traduction
de la Marquise du Chastellet). '
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13. Invariante Variationsprobleme

Nachr. v. d. Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1918, S. 235-257

Vorgelegt von F. Klein in der Sitzung vom 26. Juli 191817).

Es handelt sich um Variationsprobleme, die eine kontinuier-
liche Gruppe (im Lieschen Sinne) gestatten; die daraus sich er-
gebenden Folgerungen fiir die zugehtrigen Differentialgleichungen
finden ihren allgemeinsten Ausdruck in den in § 1 formulierten,
in den folgenden Paragraphen bewiesenen Sitzen. Uber diese aus
Variationsproblemen entspringenden Differentialgleichungen lassen
sich viel prézisere Aussagen machen als iiber beliebige, eine Gruppe
gestattende Differentialgleichungen, die den Gegenstand der Lieschen
Untersuchungen bilden. Das folgende beruht also auf einer Verbin-
dung der Methoden der formalen. Variationsrechnung mit denen der
Lieschen Gruppentheorie. Fiir spezielle Gruppen und Variations-
probleme ist diese Verbindung der Methoden nicht neu; ich er-
wibhne Hamel und Herglotz fiir spezielle endliche, Lorentz und
seine Schiiler (z. B. Fokker), Weyl und Klein fiir spezielle unend-
liche Gruppen?). Insbesondere sind die zweite Kleinsche Note und
die vorliegenden Ausfilhrungen gegenseitig durch einander beein-

1) Die endgiltige Fassung des Manuskriptes wurde erst Ende September
eingereicht.

2) Hamel: Math, Ann, Bd. 59 und Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. 50.
Herglotz: Amn, d. Phys. (4) Bd. 86, bes. § 9, 8. 511. Fokker, Verslag d. Amster-
damer Akad., 27./1. 1917. Fur die weitere Litteratur vergl. die zweite Note von
Klein: Gottinger Nachrichten 19, Juli 1918.

In einer eben erschienenen Arbeit von Kneser (Math. Zeitschrift Bd. 2) handelt
es sich um Aufstellung von Invarianten nach ihnlicher Methode.
























le tome 9 de I’ Encyclopédie (le volume parait en 1765 mais l'article est rédigé en 1759) : “Je
ne dois pas oublier d’ajouter 1°. que ma méthode pour déterminer le mouvement de l’apogée,
est trés-élégante € trés-simple, n’ayant besoin d’aucune intégration, €& ne demandant que
la simple inspection des coefficients du second terme de I’équation différentielle ; 2°. que
j’at démontré le premier par une méthode rigoureuse, ce que personne n’avoit encore fait,
& n’a méme fait jusqu’ici, que I’équation de l’orbite lunaire ne devoit point contenir d’arcs
de cercle ; si on ajoute a cela la maniere simple € facile dont je parviens a l’équation
différentielle de l’orbite lunaire, sans avoir besoin pour cela, comme d’autres géometres,
de transformations € d’intégrations multipliées ; € le détail que j’ai donné ci-dessus de
mes travaux & de ceur des autres géometres, on conviendra, ce me semble, que j’ai eu plus
de part a la théorie de la lune que certains mathématiciens n’avoient voulu le faire croire.
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Membre de I'Institut national de France, et du Bureau
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TOME PREMIER.

DE L’IMPRIMERIE DE CRAPELET.

A PARIS,

Chez J. B. M. DUPRAT, Libraire pour les Mathématiques ,
quai des Augustins,
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Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)



SECONDE PARTIE. — SECTION V. » 357
stantes, deviendra |

_052 02 2] a0 aQ :
AQ — Ao d(.’)AB—'_ A/+...+—()—7;A7\+@-A{.L+—Av—l—....

av
En la substituant dans le premier membre de 'équation de I'article
précédent et ordonnant les termes par rapport aux différences mar-
quées par A, on aura’ '

09 o9
(Tdt 6)‘)Ax+<55dz—8>Aﬁ+( /dz—av)A/+

0Q iy Q
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Comme on peut donner aux différences Az, AB, ... marquées par
la caractéristique A une valeur quelconque, il faudra que I’équation
soit vérifiée indépendamment de ces différences, ce qui donnera autant

.d’équations particulieres, telles que

0Q 17} 00

E—dt_ Gh, - Eﬁ—dt:oH, E?dt:OJ ey
08 o o2
’()—)\dl 2%, . @—dt_——oﬁ, '-a—d___——' ?,

14. Les différences marquées par la caractéristique & sont propre-
ment les différentielles des constantes arbitraires devenues variables
(art. 10); ainsi, comme ces différentielles peuvent maintenant étre
rapportées également au temps ¢, il est permis et méme convenable de
changer les S end, et I'on aura, pour la détermination des nouvelles
variables o, B, v, ..., A, &, v, ..., les équations

de 02 dB 9@ dy _ 02

a=— a0 AT e I
dr 02 dpL ()9. o ody 02
E—-*_g;,_ dﬁ Ez—-f-”d—ya [

qui sont, comme 'on voit, sous une forme tres simple, et qui fournis-
. . . * . . . .
sent ainsi 1a solution la plus simple du probleme de la variation des

constantes arbitraires.



Siméon-Denis Poisson (1781 - 1840)

JOURNAL
DE UECOLE POLYTECHNIQUE.

MEMOIRE

Sur les Inégalités séculaires des’ Moyens mouvemens
des Planétes ;

_Lu & IlInstitut, Ie 20 Juin 1808,

Par M. PoissoN.

L’ACTION réciproque des plandtes produit, dans leurs mouvemens,
des inégalités que 'on distingue en deux espéces : les unes sont pério-
diques, et-leurs périodes dépendent de la configuration' des planétes
entre elles; de sorte qu'elles reprennent les mémes valeurs toutes les
fois que les planttes reviennent & la méme position : les autres sont
encore périodiques; mais leurs . périodes sont incomparablement plus
longues que’ celles des premiéres, et elles sont indépendantes de la
position relative des planétes. On nomme’ces inégalités a longues pé-
riodes , inégalités séculaires ; et, vu la lenteur avec laquelle elles croissent ,
on peut les considérer pendant plusieurs si¢cles, comme proportionnelles

XV.¢ Cabhier, A
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William Rowan HAMILTON (1805 - 1865) carl-Gustav JACOBI (1804 — 1851)



Urbain LE VERRIER (1811 - 1877)

John Couch ADAMS (1819 - 1892)



Félix TISSERAND ( 1845 - 1896)

TRAITE

MECANIQUE CELESTE

. T TISSERAND,

E MENEAL BE KINSTITUT LT AU BUREST REN LUSGITUDRS,
PROTESSEUR 4 LA FACTLTE WEN sRIENGES,

TOME 1.

PERTURBATIONS DES PLANETES D'APAES LA METHODE DE LA VARIATION
DES CONSTANTES ARBITRAIRES.

DPARIS,

GAUTHIER-VILLARS ET FILS, IMPRINEURS.LIBRAIRES
DU BUKEAU DES LOXKGITUDES, DE L'ECOLE POLYTECHBNIQUE

Quai es Crands-Angustins. 35.

1889
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George David Birkhoft, 1913
(1884 - 1944)

Reprinted from Trans. Amer. Math. Soc., January, 1913, Vol. 14, pp. 14-22

PROOF OF POINCARE'S GEOMETRIC THEOREM

GEORGE D. BIRKHOFF *

In a paper recently published in the Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo (vol. 33, 1912, pp. 375-407) and en-
titled Sur un théoréme de Géoméirie, PorNcARE enunciated a theorem of great
importance, in particular for the restricted problem of three bodies; but,
having only succeeded in treating a variety of special cases after long-con-
tinued efforts, he gave out the theorem for the consideration of other mathe-
maticians.

Tor some years I have been considering questions of a character similar to
that presented by the theorem and it now turns out that methods which I
have been using are here applicable. In the present paper I give the brief
proof which I have obtained, but do not take up other results to which I
have been.led.}

1. Statement of the Theorem. Poincaré’s theorem may be stated in a
simple form as follows: Let us suppose that a continuous one-to-one trans-
formation T takes the ring R, formed by concentric circles C, and Cj of radii
a and b respectively (a > b > 0), into itself in such a way as to advance the
points of C, in a positive sense, and the points of Cj in the negative sense, and
at the same time to preserve areas. Then there are at least two invariant
points.

In the proof of this theorem we shall use modified polar codrdinates y = 7%,
x = 0 where r is the distance of the point (z, y) from the center of the circles,
and @ is the angle which a line from the center to (x, y) makes with a fixed
line through the center. The transformation T may be written then

¥ =9 (z,y) y’=¢/(m, :‘/)-'

The function ¢ (z, ¥) is & continuous function of (z, y), uniquely deter-
mined at each point of R, and so is periodic in x of period 2z. The function
¢ (z,y) admits of an infinite number of determinations which differ from each
" * Presented to the Society, October 26, 1912,

1 Some of my results are contained in a paper entitled Quelques théorémes sur les mouve-

ments des systémes dynamiques, which is shortly to appear in the Bulletin dela Société
Mathématiquede France.
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COMMUNICATIONS ON PURE AND APPLIED MATHEMATICS, VOL. XI, 81-114 (1958)

New Aspects in the Theory of Stability
of Hamiltonian Systems”

JURGEN MOSER

1. Introduction

The recent development of accelerators has led to many new questions
concerning the stability of orbits governed by ordinary differential equations;
a mathematical theory had to be developed to account for, and to predict,
the observed behavior of particle beams in the magnetic fields of these
various synchrotrons. Without discussing the physical motivation we shall
attempt in this paper the mathematical analysis of the pertinent questions
in such a theory and point out some open problems.

The important feature of this theory is the fact that the differential
equations considered are derived from a variational principle and therefore
can be written in the Hamiltonian form. In physical terms this means that
the influence of friction is being neglected. Thus an algebraic situation
arises which makes the conventional stability theory—as developed mainly
by Liapounoff —inapplicable and necessitates a new approach.

In the following introduction we shall state the problems and discuss
the results whose proofs will be furnished in the later sections.

A) Linear Systems
a) Linear Problem in General. Consider a system of differential equa-
tions of the form

(1.1) % =A(t)e, A{+2x) = A()

where z denotes a real m-vector and 4 (¢) a real m by m matrix. The elements
of A(t) are assumed to be continuous functions of ¢ and periodic with the
same period which we normalize to 2z. The well-known Floquet theory
describes the general nature of the solutions of such a system.

The definition of stability of a linear system should be adapted to the

kind of application considered. Here we will call the linear system (1.1)

*This paper represents results obtained at the Institute of Mathematical Sciences,
New York University, under the sponsorship of the Office of Naval Research, Contract
N60ri-201, T.O. 1.
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2.6 Possibilité de collisions entre Mercure, Mars, Vénus et la Terre

F1G. 6 — Exemple d’évolution & long terme des orbites des planétes telluriques : Mercure (blanc),
Vénus (vert), Terre (bleu), Mars (rouge). Le temps est indiqué en milliers d’années (kyr). (a) Au
voisinage de 1’état actuel, les orbites se déforment sous l'influence des perturbations planétaires,
mais sans permettre de rencontres proches ou de collisions. (b) Dans prés de 1% des cas, lorbite
de Mercure peut se déformer suffisamment pour permettre une collision avec Vénus ou le Soleil en
moins de 5 Ga. (¢) Pour 'une des trajectoires, ’excentricité de Mars augmente suffisamment pour
permettre une rencontre proche ou une collision avec la Terre. (d) Ceci entraine une déstabilisation
des planetes telluriques qui permet aussi une collision entre Vénus et la Terre (Figure issue des
résultats des simulations numériques de Laskar et Gastineau, 2009).






Jean CHAZY
156219585
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SUR L'ALLURE FINALE DU MOUVEMENT, 35:

Sur Uallure finale du mouvement dans le probleme
des trois corps;

Par JEax CHAZY,

1. Dans un Mémoire antérieur (*) j'ai classé les mouvements du
probléme des trois corps quand le temps croit indéfiniment en sept
sortes. Je me propose ici de monlrer comment sont réparties les quatre
sortes de mouvements qui sont possibles quand la constante des forces
vives dans le mouvement par rapport au centre de gravité est négative.

Ces quatre sortes de mouvement sont les suivantes. Ce sont d’ahord
les mouvements que j'ai appelés hyperboliques-elliptiques, ou -deux
distances mutuelles, soit r,, et r,;, sonl desinfiniment grands d’ordre 1
par rapport au temps, et oit la troisiémne r(, est hornée; en général les
éléments osculateurs du mouvement de la masse we, par rapport au
centre de gravité des deux masses m, et m, sont hyperboliques pour les
valeurs assez grandes du temps, el tendent vers des limites, et les
éléments osculateurs du mouvement relatif des deux masses m, et m,
sont de méme elliptiques el tendent vers des limites : on peut dire
briévement que, quand le temps croit indéfiniment, le probléme des
trois corps se décompose 4 la limite en deux probiémes des deux corps.

. o . .. . 2
Si dans la condition précédente les distances r,, et r,, sont d'ordre 3

seulement par rapport au temps, les éléments du mouvement de la

(1) Sar Pallure du mouvement dans le probléme des trois corps quand Le temps
crait indéfiniment (Annales de I'Feole Normale, 3¢ strie, 1. 39, 1922, p. 29-130).
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Actes, Congrés intern. Matk., 1970. Tome 2, p. 893 4 907.

D12 - SYSTEMES DYNAMIQUES
ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

SUR L’ALLURE FINALE DU MOUVEMENT
DANS LE PROBLEME DES TROIS CORPS

par V.M. ALEXEYEV
Introduction.

Le “Probiéme des trois corps” est parmi fes plus connus en mathématique, en
mécanique et en astronomie. 1687 —I’année ol parurent les “Principia” de Newton —
doit étre considérée comme la date de naissance de ce probléme. Depuis lors, soit
presque 300 ans, le probiéme des trois corps a servi de pierre.de touche aux géné-
rations successives de mathématiciens, mettant a P’épreuve leurs nouvelles méthodes.

A. Wintner remarqua une fois que chaque génération pose i sa propre maniére
les “questions fondamentales du probléme des trois corps”, et cherche a tes résoudre
toujours de sa propre fagon. Suivant ici G.D. Birkhoff [1], je crois que du point
de vue mathématique !a question fondamentale est aujourd’hui celle de la descrip-
tion topologique de la décomposition de I'espace des phases en trajectoires des
divers types. La classification des variétés intégrales invariantes est un cas parti-
culier de ce probléme.

Le probléme ainsi posé est, semble-t-il, encore loin de Ia solution définitive.
C’est pourquoi nous nous limiterons a P'un de ses aspects plus particuliers et plus
approximatif, a savoir I'étude de P’allure finale du mouvement, c’est-A-dire Pétude
des solutions lorsque ¢ > oo,

La recherche dans cetie direction commence avec les Mémoires de J. Chazy 2]-
[4]. C’est pour rendre hommage a cet éminent mathématicien et astronome fran-
¢ais, dont les travaux ont stimulé en grande partie ce qui est exposé ci-dessous,
et aussi pour souligner la continuité de I’effort des diverses générations de mathé-

maticiens, que j’ai donné a cette conférence le titre méme de deux de ses Mémoires.

Le Mémoire [2] contient la description de toutes les allures finales unilatérales
(C’est-a-dire se rapportant seulement au cas f > + oo ou seulement au casf > — o),
Du point de vue cosmogonique, tout aussi bien que du point de vue mathématique,
il serait particuliérement intéressant de décrire les divers types d’¢volution du
systéme, c’est-a-dire déterminer quelles athires finales (pour # - + oo etz —o0)
peuvent appartenir 4 un méme mouvement,

La premiére partie de la presente conférence est un exposé des résultats obtenus
dans cette direction. Dans la deuxiéme partie je traite des méthodes i I’aide des-
" quelles ces résultats ont été obtenus.

" Je voudrais remarquer que c'est AN, Kolmogorov, qui, en 1954, a attiré¢ pour
la premiére fois mon attention sur ces problémes. Depuis, son interét amical et
ses précieux conseils m’ont aidé plus d’une fois dans mes recherches.

LE PROBLEME DES TROIS CORPS 895

oesese s —

Fig. 1.

La classe OS fut introduite par Chazy i partir de considérations purement logi-
ques, et longtemps P’existence de tels mouvements n’était pas établie.” Enfin, en
1959 C.A. Sitnikov [11] a démontré, que 0S # ©. L'existence des autres types
de mouvements était déja connue. Dans ce qui va suivre nous nous limiterons aux
types principaux : H,HE,, L, OS, car les autres ont certainement une codimension
positive. Pour différencier les types qui se rapportent 4 ¢ -» + oo nous nous servirons
des indices correspondants : H* L~ etc, T

Il est bien connu qu’il n’existe pas dans M'? d’intégrales pxemiéresélgébriqlies
autres que les 4 classiques (Bruns) et méme d’intégrales univoques analytiques,
dépendant analytiquement des masses m; (Poincaré).

HYPOTHESE, — Dans Ia région HU%J HP,UHE, il existe une famille compléte
d’intégrales premiéres univoques analytiques. :

Les arguments tendant 3 confirmer cette hypothése sont exposés dans [2] et [4].

3. Evolution du systéme ; Ia région # > 0 (table 1)

Les Mémoires [3] et [4] affirment que tout mouvement i les mémes allures
finales pour r > — e et r > + .- Assez longtemps les mathématiciens et surtout
les astronomes furent convaincus qu’une symétrie si remarquable avait effecti-

attribua a des erreurs d’intégration numérique et i impossibilité de fixer Pallure.
finale (¢ > oo) par intégration sur un intervalie finj du temps.
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MEMOIRES ET OBSERVATIONS.

MEMOIRE SUR LES INTEGRALES PREMIERES DU PROBLEME DES 72 GORPS;

Par M. PauL PAINLEVE,

1. M. Bruns a démontré (Acta mathematica, v. XI, p. 25-97)
que le probléme des trois corps (ou des n corps) ne saurait com-
porter, en dehors des intégrales classiques, d’intégrales pre-
miéres, algébrigues a la fois par rapport auz coordonnées
cartésiennes des n corps et ¢ leurs vitesses. Mais, au liea de
ces intégrales, il est naturel de considérer la classe beaucoup plus
étendue des intégrales premitres algébriques par rapport aux
vitesses et renfermant les coordonnées d’une facon enticre~
ment quelconque. Celte classe est évidemment invariante quand
on substitue aux 3n coordonnées (z;, ¥, %) n'importe quels
parameétres ¢y, ..., ¢3.; autrement dit, toute intégrale premiére

ot ot .
Fa, 00 oo %0 D1, 01 -1, 2a)

algébrique en z7, y, ..., 5, se transforme en une intégrale
Fi(q0s g2s -+ o @30y @45 @5 -+ -5 ¢50) algébrique en g, g}, o,
G4ns €L réeiproquement.

Dans un Mémoire encore inédit (* ) que I’Académie des Sciences
a bien voulu couronner (prix Bordin, décembre 18g4), j'ai déve~
loppé certaines propriéiés générales des intégrales premidres des
équations de la Dynamique et j'en ai déduit une méthode de
recherche des intégrales algébriques par rapport auzx vitesses.
Cette méthode peut étre employée pour un systéme uelconque,
par exemple pour le corps pesant fixé par un point. Appliquée
au probléme des n corps, elle permet d'établir qu'il r’ezisie
(en dehors des intégrales classiques) aucune intégrale pre-
miére algébrique par rapport auz vitesses. C'est ee résultat
dont je voudrais indiquer ici la démonstration sous sa forme la
plus rapide ct la plus simple.

(') Ce Mémoire paraitra prochainement dans les Acta mathematica.
Bulletin astronomique. T. XV. (Mars 18¢8.) G

John G. Wolbach Library, Harvard-Smi ian Center for

physics * Provided by the NASA Astrophysics Data System



©2002 Donald Kahn

Inventiones math. 27, 191 —227 (1974)
© by Springer-Verlag 1974

Triple Collision
in the Collinear Three-Body Problem*

Richard McGehee (Minneapolis)

1. Introduction

Consider n point masses moving in k-dimensional space according to
the laws of classical mechanics. If particle i has mass m; >0 and position
g,€R*, then the negative potential energy is given by

m;n;
U=y 0 (1.1)
igj "%*CIJH
where || || denotes the Euclidean norm in R*. The motion of the particles
is described by the system of differential equations
m;§;=V, U, i=1,2,...,n, (1.2)

where V, U is the gradient of U with respect to g;.

A position (qy, .-.. g, of the particles will be called a collision if
q,=q; for some i4j. The above system of equations is defined every-
where except at collisions. Suppose we are given the position and
momentum of the particles at time t=0. If we do not start at a colli-
sion, then the standard theorems of differential equations assure the
existence and uniqueness of a solution of Egs.(1.2) on some maximal
interval [0, t*). If t* < oo, then the solution is said to experience a singu-
larity at t*.

The behavior of a solution as it approaches a singularity is not fully
understood, but some of the possibilities are known. If all of the particles
approach a limiting position as t— t¥, it is not difficult to show that the
limiting position must be a collision {12, 17]. The singularity is then said
to be due to collision and the solution is said to end in collision. If m
of the particles coincide while the rest have distinct positions, then the
collision is called an m-tuple collision. It is unknown whether there are
singularities not due to collision.

* Supported by NSF Grant GP-38955.
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DE MOTV RECTILINEO.

TRIVM CORPORVM SE MVTVO
ATTRAHENTIVM

Auctore

L. EVLERDO.

Nint A, B, C maffa¢ trium corporum. eorzmque
diftantiac a puncto fixo O ad datam tempus ¥
ponantur ' .
OA—x, OB=y et OC—==z

vbiqmdem fumitur ¥ >x et z2>y.
principia praebent has tres aequationes :

Hinc motus

dx B C .
I' gﬁ “'—‘(_')J—'\:\ﬂ'-_l_[z—x)z'f .
IN 3% = =4+ 53 | '
< df T 2 T (a5
. ddz . — A )
Mgy T e — Gor
viode fcile deducuntur binge sequationes integrabiles: .

o prior—— AdrtBdyA-Cde=Bdt oo AxeBp-CazBiF

pofleriox hes ZT; +EE G4 Dii - :i;

- Hinc autem ob defe@um tertize aequationis integra-

lis parum ad motus cognitionem concludere licet.
2. Sta-

ESSAI

LE PROBLEME DES TROIS CORPS.

JuvatJdntegros accedere fontes.
Luca.

{Prix de 'Académie Royale des Sciences de Paris, tome IX, 1772.)

AVERTISSEMENT.

Ces Recherches renferment une Méthode pour résoudre le Probleme
des trois Corps; différente de toutes celles qui ont été données jusqu’a
présent. Elle consiste a n’employer dans la détermination de 'orbite de
chaque Corps d’autres éléments que les distances entre les trois Corps,
Cest-d-dire, le triangle formé par ces Corps a chaque instant. Pour cela,
il faut d’abord trouver les équations qui déterminent ces mémes dis-
tances par le temps; ensuite, en supposant les distances connues, il faut
en déduire le mouvement relatif des Corps par rapport 2 un plan fixe
guelcongue. 'On verra, dans le premier Chapitre, comment je m’y suis
pris pour remplir ces deux objets, dont le second surtout demande une
analyse délicate et assez compliquée. A la fin de ce Chapitre, je ras-













Appendice 2. La note aux C.R.A.S. de Poincaré (30 novembre 1896).

SUR LES SOLUTIONS PERIODIQUES
Er LE PRINCIPE DE MOINDRE ACTION

Comptes rendus de ' Académie des Sciences, 1. 123, p. 915-918 (30 novembre 1890).

La théorie des solutions périodiques peut, dans cerlains cas, se ratlacher au
principe de moindre action.

Supposons Lrois corps se mouvant dans un plan ct s’atlirant en raison inverse
du cube des distances ou d’une puissance plus ¢levée de ces distances; j'appelle a,

b, ¢ ces trois corps.
L’éncrgie cinétique T est essentiellement positive et il en est de méme de la

kmm'
rﬂ

fonction des forces U, qui est égale 4 une somme de termes de la forme )

ou k est unc constante positive, m et m' les masses de deux des trois corps,
r leur distance et n un exposant au moins égal a 2.

L’action hamiltonienne

)= f (T + U)de
o

sera donc ¢ssentiellement positive.
Considérons une classe de trajectoires de nos trois corps a, b, ¢; ce seront
des trajectoires fictives, ¢’est-a-dire ne satisfaisant pas aux équations du mou-

vement; mais elles seront soumises aux condilions suivantes :

1° Au temps ¢, les distances des trois corps seront les mémes qu’au temps ¢,:
les vitesses seront les mémes en grandeur ct feront les mémes angles avec les
cotés du triangle des trois corps; en d’autres termes, la figure formée par les
trois corps et par les droites qui représentent leurs vitesses aura repris a

Iépoque ¢, la méme forme qu'elle avait & I'époque &,; ou bien encore les

18
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The problem is to determine the possible motions of three point masses 1y, ,,and m5, which attract each other according to
Newton's (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Newton.html) law of inverse squares. It started with the perturbative
studies of Newton himself on the inequalities of the lunar motion[1] (http://en.wikisource.org
/wiki/Philosophiae_Naturalis_Principia_Mathematica/Preface) . In the 1740s it was constituted as the search for solutions (or at least
approximate solutions) of a system of ordinary differential equations by the works of Euler (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk
/Biographies/Euler.html) , Clairaut (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Clairaut.html) and d'Alembert (http://www-
history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/D' Alembert.html) (with in particular the explanation by Clairaut of the motion of the lunar
apogee). Much developed by Lagrange (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lagrange.html) , Laplace (http://www-
history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Laplace.html) and their followers, the mathematical theory entered a new era at the end of the
19th century with the works of Poincaré (http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Poincare.html) and since the 1950's with
the development of computers. While the two-body problem is integrable and its solutions completely understood (see [2]
(http://en.wikipedia.org/wiki/Two-body_problem) ,[AKN],[Al],[BP]), solutions of the three-body problem may be of an arbitrary
complexity and are very far from being completely understood.
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